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3.1: VARIABLE ALEATORIA

Comenzaremos por definir estrictamente qué es una variable estocdstica o
aleatoria:

Segln el Diccionario de la Real Academia Espafiola

VARIABLE : (Del latin variabilis) adj. Que varia o puede variar. |Inestable, inconstante y mu-
dable.| Mat. Magnitud que puede tener un valor cualquiera de los comprendidos en un conjun-
to.||estocdstica. Magnitud cuyos valores estdn determinados por las leyes de probabilidad, co-
mo los puntos resultantes de la tirada de un dado.

ESTOCASTICA : (Del griego 010X00TIKSC, hdbil en conjeturar) adj. Perteneciente o relativo al
azar.

Introduccion

Se desea realizar un control de calidad sobre cierto producto fabricado, llevando
adelante el siguiente experimento estadistico: se foma una muestra aleatoria de
tres piezas finalizadas y se clasifica cada una en dos posibles resultados:
defectuosa y no defectuosa. A dichos eventos se los simboliza D y N,
respectivamente. El espacio muestral resultante sera:

€2 = {NNN, NND, NDN, NDD, DND, DDD}

Luego definimos una cantidad X de la siguiente manera:

X: "Cantidad de piezas defectuosas que se encuentra en una muestra aleatoria de
tamaiio tres”

Esta cantidad puede tomar distintos valores en forma aleatoria; éstos se repre-
sentan con x (equis mindscula) y son, para este experimento, X = {0, 1, 2, 3}.
Luego, a cada resultado del espacio muestral {2 podemos relacionarlo con uno de
los valores que toma la cantidad X, es decir, con 0,1, 2y 3.

Graficamente:
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Se ha establecido asi una relacion que en términos matemadticos es una funcion,
pues a cada resultado del espacio muestral se le ha asignado un resultado de la
cantidad numérica X.

Este procedimiento puede generalizarse y establecer asi un nuevo concepto, el de
variable aleatoria.

Definicion de variable aleatoria

Una variable aleatoria es una funcién que asigna a cada suceso del espacio mues-
tral un ndmero real. Dicho de otra forma, es una funcién definida en el espacio
muestral que transforma sus resultados en puntos sobre la recta de los reales.
Simbdlicamente:

X: 2 - IR
w - X(w)=x

El concepto de variable aleatoria proporciona un método para relacionar cualquier
resultado con una variable cuantitativa.
En el ejemplo, los valores fomados por la variable X'son 0, 1, 2y 3 y se interpre-
tan como “cero piezas defectuosas en una muestra aleatoria de tamafo tres”,
"una pieza defectuosa en una muestra aleatoria de tfamafio tres” e interpretacio-
nes andlogas para los valores restantes.

Otras importantes definiciones

* Se dice que una variable aleatoria es discreta si la cantidad de valores que
puede tomar es enumerable o contable (finita o infinita), y si estos pueden
arreglarse en una secuencia que corresponde con los nimeros enteros.

» Se dice que una variable aleatoria es continua si los valores que puede tomar
corresponden a un intervalo de la recta de los reales.

Veamos algunas aplicaciones: En el ejemplo de las piezas defectuosas definimos P(X=x) como
la probabilidad de que la variable aleatoria tome exactamente alguno de los valores 0,1, 2 o 3. En
contexto, para x = 1, la P(X=1) se interpretaria como la probabilidad de que la cantidad de piezas
defectuosas en una muestra aleatoria de tfamafio tres sea exactamente una. Dado que hay tres
posibles resultados en el espacio muestral en los que aparece una pieza defectuosa en la muestra
de tres {NND, NDN, DNN} de entre un total de ocho resultados que conforman el espacio
muestral, mediante la definicion cldsica de probabilidad podemos escribir P(X'= 1) = 3/8".

En la Tabla 1, que estd a continuacién, se muestran los valores de probabilidad para las cantidades
de piezas defectuosas que pueden extraerse.

! Aplicando sucesivamente la regla de la suma para eventos mutuamente excluyentes y la regla de la multiplicacién para
eventos independientes, realizando cada extraccién de una pieza cualquiera con reemplazo, y considerando a Ny D equi-
probables con p=0,5 se llega al mismo resultado:

PI_( NND) U( NDN) U( DNN)J = P(NNANND) + P(NNDNN) + P(DNNNN) = P(N)P(N)P(D) + P(N)P(D)P(N) + P(N)P(N)P(D) =
1 1 3

=3 X% Xz Xz =

2°2"°2"78
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De esta forma, al considerar los valores de una variable aleatoria, es posible
desarrollar una funcién matemdtica que asigne a cada realizacién x de la variable,
una probabilidad. Esta funcidn recibe el nombre de funcion distribucion de
probabilidad de la variable aleatoria X o tfambién funcion masa de probabilidad
de la variable aleatoria X, cuyo simbolo es Ax). La distribucién de probabilidad
para el ejemplo se muestra en la Figura 1 que estd a continuacién de la tabla.
Tabla 1

x| P(X=x) P(X < x)

0| P(X=0)=1/8 | P(X<0)=1/8

1| P(X=1)=3/8 | P(X<1)=4/8

2| P(X=2)=3/8 | P(X<2)=7/8

3| P(X=3)=1/8 | P(X<3)=8/8
Figura 1
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 Para toda variable aleatoria discreta X se llamard a A x) = P(X=x) funcion dis-
tribucion de probabilidad (o funcion masa de probabilidad) si satisface las si-
guientes propiedades®

1. f(x)=0, para todo valor x de X

2. Y f(x)=1

* Una funcion de distribucion de probabilidad también puede definirse teniendo

en cuenta los valores de la variable hasta uno en particular. En la tabla prece-
dente puede verse que se ha calculado P(X'< x), la cual se interpreta, en el con-
texto dado, como la probabilidad de obtener hasta x piezas defectuosas cuan-
do se extraen aleatoriamente de una muestra de tamafio tres. A esta funcién
se la conoce como funcion distribucion de probabilidad acumulada de la varia-
ble X, cuyo simbolo es Ax).
Para toda variable aleatoria discreta X, se llamard funcion distribucion
acumulada de probabilidad a la probabilidad de que la variable aleatoria X
tome valores hasta cierto valor x incluido dentro de su rango de definicion. En
simbolos: F(x) =P(X < x)=>"f(x): (x <x)

? Estas propiedades son andlogas a los axiomas de probabilidad P(A) 2 0, (OA) (ADQ) y P(£2)=1

Variable aleatoria 3 Estadistica Técnica
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Graficamente:

o
-
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Notamos que:

- F()=P(X<1)=£(0)+f(1)
- F@)=P(X <2)=f(0)+f(1)+f(2) siendo f(2) =P(X =2) =F(2) - F(1)
- P(X22)=f(2)+£(3)

3

Recordando que > f(x) =F(3)=1

L P(X=22)= if(x) - Zf(x) =F@)-F@1)=1-F()
L P(X>2)= if(x) - if(x) =F@)-F(2)=1-F(2)

Podemos generalizar los resultados anteriores de la siguiente manera:
1L P(X=x)= F(xi) - F(xi—l)

P(X=2x)=1-F(x_,)

P(X>x)=1-F(x)

P(x <X <x)=Flx,)- F(x, 1) (Ox,)(X; = x)

Pl <X <x,)=Flx )-Flx..)  (Ox)(x, >x)

o~

Si X es una variable aleatoria discreta, la funcién distribucién de probabilidad,
AX), es la probabilidad de que la variable tome algin valor dentro de su rango de
definicién, siendo estos valores cantidades discretas, es decir, numerables. Su-
pongamos que X foma valores en un intervalo real [a ; b], es decir, a< X < b (donde
[a: b] O IR). Entonces X es una variable aleatoria continua; por lo tanto toma infi-
nitos valores posibles en el intervalo [a ; b] dado que /R es un conjunto denso. Ve-
mos ahora que P(X = x;) = O necesariamente, pues la probabilidad de que la varia-
ble tome exactamente el valor x; y no cualquier otro se considera nula (/ es un
indice que recorre todos los valores de variable); dicho de otra manera, observar
exactamente un valor x; de la variable y no cualquier otro infinitesimalmente cer-
cano no es posible en términos probabilisticos®. Como P(X = x) = O siempre, AX)

? Esto no debe interpretarse de ninguna manera como que el valor x; no existe; la variable es continua, lo que quiere decir
que no tiene saltos o discontinuidades en su dominio.
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ya no representa la probabilidad de que la variable X tome un valor x cualquiera
en su dominio. Si X es una variable aleatoria continua, A x) ahora proporciona un
medio para determinar la probabilidad en un intervalo a < X < b pero no es de nin-
guna manera una probabilidad en si misma como si lo es en el caso de variables
aleatorias discretas.

Para entender cémo se utiliza Ax) para obtener probabilidades volvamos al mode-
lo discreto, para un caso cualquiera en el que X toma algin valor x;, donde i = 0, 1,
2,3,..,10.

Puede observarse en la Figura 2 que si tomamos un rectdngulo de base unitaria
centrado en cualquiera de los valores x, por ejemplo en 5, la base b estard acota-
da en el intervalo 45 < x< 55 y la altura h serd justamente el valor de Ax) en
x=5; entonces:

El drea de dicho rectdngulo serd A = bh = Ax- A5) =1-AB) = P(X= 5).

En general, para cualquier rectdngulo centrado en x;, Ai = Ax) = P(X= x).

Este importante resultado nos dice que una probabilidad puede interpretarse
numéricamente como un drea, en este caso, el drea del rectdngulo de base unita-
ria centrado en el valor x de la variable y cuya altura es exactamente AXx;). Asi,
ATt = YA = Xf(x) = 1, de acuerdo con la segunda propiedad de las distribuciones
de probabilidad de variables aleatorias discretas.

Figura 2

Si ahora mantenemos fijos los extremos pero aumentamos la cantidad de
rectdngulos con los que subdividimos el intervalo (y suponiendo, Gnicamente con
fines ilustrativos, que la variable puede tomar mds valores dentro de ese rango a
intervalos regulares) obtendriamos la siguiente figura:

Figura 3
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Este esquema puede continuar, con cada vez mds valores de la variable X. Cuando
el nimero observado de valores de la variable sea muy grande y la amplitud de los
intervalos sea muy pequefia (o, equivalentemente, el drea de los rectdngulos
individuales cada vez menor) la frecuencia relativa, es decir, las probabilidades de
ocurrencia de x;, aparecerd como una curva suave. Con base en la Figura 3 puede
especularse que la curva limite para el ejemplo es la que se muestra en la Figura 4
 La funcién Ax), cuya grafica se obtiene para un nimero muy grande de obser-
vaciones y para una amplitud de intervalo muy pequefa es la funcion densidad
de probabilidad de una variable aleatoria continua X.
Como ya se vio, el drea total de los rectdngulos es At = YA = ZAx)Ax =1;
podemos escribir ahora la suma de Riemann if(xi) [Ax, y tomar el limite para
i=1
una cantidad de rectdngulos tan grande como se quiera con bases tan pequefias
como se quiera, lo que es el drea total bajo la curva y es la integral definida
entre los dos valores extremos considerados de la variable aleatoria X.
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En simbolos, lim > f(x;) Ax = j: f(x)dx = A(x). Esto puede verse en la Figura 5.

n— oo 4
i=1

Figura 4 Figura 5

/ \

* Asi, la funcion densidad de probabilidad de una variable aleatoria X conti-
nua se define de la siguiente manera:
Si existe una funcién A x) tal que cumpla las propiedades:
1. f(x)=0, ~-o<x<ow
2. [ f(x)dx =1
entonces f{x) es la funcion densidad de probabilidad de dicha variable aleato-
ria continua. La propiedad 3 es consecuencia de la 27,
Como consecuencia de la propiedad 2
P(a<X <b)=P(a<X <b) = [f(x) dx = A(x)

para cualesquiera ay b en el dominio de X

Frecuenca

?Nétese que las propiedades 1y 2 son andlogas a las de las variables discretas. Sin embargo no significan lo mismo, dado
que Ax) ya no es una probabilidad, como sabemos, sino que ahora es solamente la funcién matemdtica que modela la dis-
tribucién de frecuencias de la variable X. En este caso A{x) > O significa que la funcidn es siempre positiva; es decir, que
siempre estd por encima del eje x.

Variable aleatoria 6 Estadistica Técnica
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+ Al igual que en el caso de una variable aleatoria discreta, la funcion distribu-
cion de probabilidad acumulada de una variable aleatoria continua X'es la pro-
babilidad de que la variable tome algtn valor menor o igual a algdn x especifico.

En simbolos: P(X < x) = [~ f(+) dt =F(x)
Se cumple para A x) que

1. F(-%)=0
2. F(+w)=1
3. P(a<X<b)=F(b)-F(a)
dF(x) _
T T

La propiedad 4 es una consecuencia del Teorema Fundamental del Cdlculo mien-
tras que la 3 es la Regla de Barrow. Puede verse en la Figura 6 a la distribucién
acumulada como el drea bajo la funcion densidad hasta el valor x; considerado.

Figura 6

Q
o
=
13
S
>

aleatoria

X/'
La representacion grdfica de F(x) es, en cambio, una curva creciente (su aspecto
recuerda a una ojiva) y en la cual, cabe destacar, no se representan dreas como

probabilidades sino que éstas se encuentran en el eje de las frecuencias acumula-
das para las correspondientes abscisas, tal como muestra la Figura 7.

Figura 7
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Valor esperado de una variable aleatoria

El valor esperado (o esperanza matemdtica) de una variable aleatoria es un con-
cepto muy importante en el estudio de las distribuciones de probabilidad. Se en-
tiende como el valor promedio que toma una variable aleatoria después de un
nimero grande de experimentos”.

En el ejemplo de las tres piezas extraidas al azar en bdsqueda de defectuosas
vemos que, de acuerdo a la Tabla 1, esperamos obtener ninguna defectuosa en una
de cada ocho extracciones, una defectuosa en tres de cada ocho extracciones,
dos defectuosas en tres de cada ocho extracciones y las tres defectuosas en una
de cada ocho extracciones. Si ponderamos estos valores esperados para cada re-

sultado con sus respectivas probabilidades y luego los sumamos obtenemos:
1 3 3 1_3

Ox§+1x§+2x§+3 Xa=% =15 (defectuosas)

Nétese que, tratandose X de la cantidad de piezas defectuosas en una muestra
aleatoria de tres, el valor 1,5 es la cantidad de piezas defectuosas que se espera
obtener si se realiza la extraccion de tres piezas aleatoriamente un gran nimero
de veces. Es decir, este valor obtenido, el valor esperado o promedio, es un valor
tedrico o limite. Esto es asi debido a que las respectivas probabilidades para los
valores de x también son las tedricas, pues no esperamos que si realizamos ocho
veces el experimento exactamente una sola vez aparezcan cero defectuosas, tres
veces una defectuosa, tres veces dos defectuosas y una vez las tres defectuosas;
sabemos que esto ocurrird solamente cuando hayamos repetido una gran cantidad
de veces el experimento de extraer las tres piezas al azar®,

Del ejemplo se generaliza la siguiente definicién:

* El valor esperado (o esperanza matemdtica) de una variable aleatoria X estd
dado por:
b =EX) =D x. f(x) si X es discreta [1]

b =E(X) = I_Z x.f(x)dx  siXes continua [2]

Donde 7(x) es la funcion masa de probabilidad y la funcion densidad de probabi-
lidad, que corresponde a cada caso.

Se interpreta al valor esperado como “el valor promedio que se espera que
resulte cuando se realiza una gran cantidad de veces el experimento’’. En
el ejemplo el valor 1,5 no es un valor que la variable alguna vez pueda tomar,

® La esperanza tiene su origen en los juegos de azar, dado que los apostadores deseaban saber cudl era su esperanza de
ganar repetidamente un juego. Asi, el valor esperado representa la cantidad de dinero promedio que el jugador estd dis-
puesto a ganar o perder después de un niimero muy grande de apuestas. En Teoria de las Decisiones juega un rol funda-
mental al permitir proyectar las ganancias (o pérdidas) esperadas cuando se toman decisiones bajo incertidumbre.

® Recordemos que los valores de probabilidad obtenidos mediante la definicién frecuencial tienden a los predichos por la
definicién cldsica cuando el nimero de ensayos es muy grande.

7 Por otro lado, el valor esperado podria no existir si la correspondiente sumatoria o integral no converge a un valor finito.
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dado que se trata de una variable discreta; sin embargo se esta hablando del
valor medio (o promedio), el cual siempre es un valor comprendido en el campo
de los reales y que refleja la cantidad de defectuosos que se espera que apa-
rezcan a lo largo del tiempo cuando se haya realizado una gran cantidad de ve-
ces las extracciones de tres piezas aleatoriamente.
Es fdcil darse cuenta, observando el caso discreto, por qué se entiende al valor
esperado como el valor promedio de la variable. La expresién ¥ xf{x) no es otra
cosa que un promedio ponderado, pues se estd sumando cada valor de la variable
multiplicado por su probabilidad (la cual puede entenderse como el peso relativo si
la relacionamos con la frecuencia de aparicion).
La esperanza de una variable aleatoria X no es una funcion de X sino un
ndmero fijo, y es una caracteristica de la distribucion de probabilidad de X.

Se define el valor esperado de una funcién de una variable aleatoria como una ge-
neralizacién del concepto de valor esperado.
* Si g(X) es cualquier funcién de una variable aleatoria X, entonces el valor espe-
rado de esta funcion de Xes
E[g(X)] = D g(x)f(x) si X es discreta [3]

Elg(X)] = |~ g(x)f(x)dx si X es continua [4]

Asi, por ejemplo, si X es una variable aleatoria discreta y g(x)=x?, entonces:

E[g(X)] = E[X?|= 3 x*f(x)

Ejemplo: El nimero de autos atendidos en un lavadero un sdbado por la tarde es

una variable aleatoria discreta cuya funcién masa de probabilidad es:
x | 4 5 6 7 8 9
fx) | 1/12 1/12 1/4 1/4 1/6 1/6

La cantidad, en pesos, de dinero que reciben los empleados estd fijada de acuerdo
a la cantidad de autos que ingresan mediante la relacion g(x)=20x-10.
¢Cudnto dinero esperan ganar los empleados una tarde cualquiera de sabado?

Podemos agregar una fila mds a la tabla con los valores de g(X) correspondientes.
Asi,

X 4 5 6 7 8 9
£(x) 1/12 1/12 1/4 1/4 1/6 1/6
g(X) 70 90 110 130 150 170
Entonces,

A4 X)]=H20x-10)=
1 1 1 1 1 1
=3 (20x ~10)(x) = 70 x — + 90 x — + 110 x — +130 x — + 150 x — + 170 x — = $126,67
12 12 4 4 6 6
¢Como se interpreta este resultado? La interpretacion formal es “se espera que,

en promedio, los empleados ganen $126,67 una tarde cualquiera de sdbado”. ¢Pero
qué nos quiere decir esto, realmente? Por supuesto que no es realista pensar que
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cada sdbado ganardn esa cantidad exactamente; en realidad depende de cudntos
automoviles entren al lavadero, y las cantidades 4, 5, 6, 7, 8 y 9 son verdadera-
mente aleatorias, siendo las probabilidades correspondientes las frecuencias con
que estos resultados han aparecido a lo largo de un tiempo determinado en el que
se ha hecho el estudio. Asi, algunas tardes de sdbado ganardn mds que eso y otras
menos, pero si se considera un tiempo suficientemente largo (bajo las mismas
condiciones que llevaron a establecer Ax)) entonces $126,67 es el promedio de
las ganancias concretas que tendrdn durante todos los sdbados por la tarde que
trabajen.

Puede que este resultado sea un poco decepcionante, pero en realidad tiene mu-
cha utilidad. Por un lado, como ya se dijo, en Teoria de Decisiones el concepto
juega un rol fundamental al permitir proyectar las ganancias (o pérdidas) espera-
das en grandes volimenes de operaciones cuando se toman decisiones bajo incer-
tidumbre. Por otro lado, en el estudio de modelos probabilisticos, el valor espera-
do es verdaderamente la media aritmética de las distribuciones de probabilidad
(el valor promedio para todos los valores de la variable) y tiene aplicaciones fun-
damentales en, por ejemplo, el control de calidad o en el campo de la inferencia
estadistica.

Ejemplo: La proporcién de personas que responde a una encuesta viene dada por la
funcién densidad
2(x +2)
f(x) = 5
0 en cualquier otro caso

O<x<l1

Ademds, la proporcion de personas que responden en tiempo y forma es una fun-
cién de X tal que g(X) = (2/3)X. (Qué proporcién de personas se espera que res-
pondan en tiempo y forma la encuesta?

Empleando la expresion [4]

3 2|t

12x2(x+2) 1, _4|x  x
X0=55 ax 15I0(>< +")d’"15{3+2

=2
9

0

Un caso particular_importante es cuando g(X)=(X - u)?, donde p =& X). De acuer-
do a la definicidn, si X'es una variable aleatoria discreta, entonces:

Elg(¥)] = E[(X - )] = 3 (x - u)*f(x)

Puede verse que, como resultado de aplicar la definicién, se estd sumando las di-
ferencias de cada valor de la variable aleatoria X con respecto a la media de la
misma elevadas al cuadrado y promediadas por su frecuencia de aparicion (es de-
cir, ponderada por su probabilidad). Asi, se ha hecho un promedio de las diferen-
cias cuadrdticas de la variable con respecto a su propia media. Esto no es otra
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cosa que la varianza de la variable aleatoria. Se introduce, entonces, la siguiente
definicién.

Varianza de una variable aleatoria

* Si Xes una variable aleatoria, entonces su varianza estd dada por
o; =E|(X - u)z] = (x —p)*f(x) si X es discreta [5]
o2 =E[(X - pf]= |7 (x = upf(x)dx si X es continua [6]
Para el muestreo de las piezas defectuosas, tenemos:
- 3
ot =E[(X - u)]= 3 (x - uf(x) =
x=0

- (0-15) x% +(L-15) x% +(2-15) x% +(3-15) xé = 0,75 (defectuosas)’

(Recordemos que, por tratarse de una varianza, las unidades estdn elevadas al cuadrado y que,
en este caso, son piezas defectuosas. Como siempre, se puede encontrar el desvio estdndar
como la raiz cuadrada de la varianza y expresar la dispersién de la variable en estudio en
términos de las unidades originales)

Férmula alternativa

Puede verse que si la cantidad de valores x que foma la variable fuera importante,
el cdlculo de la varianza se volveria muy tedioso.

Existe una férmula alternativa a [5]y [6], la cual es:

of = E|(x - up] = E(x?) - [ECX)F [7]

Demostracidn
0% = E[(X - u)z] = E[(X2 —2Xp + uz)] desarrollando el cuadrado del binomio

=y (x? - 2xu + 12 Jf(x) aplicando la definicidn [6]

= x*f(x) = > 2uxf(x) + > p*f(x)  aplicando propiedad distributiva

= ZX: x*f(x) - ZXuZ xf(x) + UXZZf(x) ya que 2y y son constantes

= iﬂ(x) 2w X yaque > xf(x) =E(X) = ppor [1]y
x > f(x) :xl por propiedad de f(x)

= X f(x) - 2u® +¢° x

= ixzf(x) —p? y como x° es una funcién g(x) de X

= 02 = E(X?) - [EX)[

Variable aleatoria 11 Estadistica Técnica

Q
o
=
13
S
>

aleatoria




Cdtedra: Estadistica Técnica UT3-1
n e Facultad de Ingenieria Variable aleatoria
UNCuyo J. Martinez & M. Guitart

La expresion [7] se desarrollé a partir del caso discreto, pero es vdlida también
para el caso continuo.

Asi, para el caso de las piezas defectuosas,

1 3 3 1
2 202 _+12 _+22 _+32 _:3
EXT) =07 xg # I xg+2ixg+3 xg

. _(3Y_9
EooF = (3] =3
2 _ 2 2 _ 9
Entonces, o5 = E(X )— [EX)F =3 o
Que es el mismo resultado al que se llegé aplicando [6]

¢Cudl es la varianza para la proporcion de personas que responden a la encuesta
en el ejemplo?

E(X?) = [ x2d _x31 1

(X)—on X—?O—g
=X 21 . 1T .1

E(X) = [ xdx = 2| 72 [EX)] _M =7

o2 =B -EOF =1 -1 =1 <0083

3
DE(X) =/o; =0, =0,29

Propiedades del valor esperado y de la varianza

* E(c)=c."El valor esperado de una constante c es la misma constante"”

E(e) = [ cf(x)dx =c| f(x)dx=c

« E(aX+b)=aE(X)+b. "El valor esperado de una cantidad aX+b, donde ay b
son constantes, es el producto de a por el valor esperado de X, mas b"

E(aX +b) = fw (ax +b)f(x)dx = fw axf(x)dx + fw bf(x)dx =
= [ xf(x)dx +b[  f(x)dx = aE(X) +b

« E[g(X) £ h(X)] = E[g(X)] + E[n(X)] “"EI valor esperado de la suma (o resta) de
dos funciones de X es la suma (o resta) de los valores esperados de las
funciones de X'

Elg(x) + h(X¥)] = [ [9(x) + h(Olf (x)dx = [ g(x)f(x)dlx = [ h(x)f(x)dx =
= E[g(X)] = Elh(X)]
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« 0, =a’c; "Si ay b son constantes, la varianza de la cantidad aX+b es la

varianza de X multiplicada por el cuadrado de la constante a"

0% = El(0X +b) = s ['} = El(aX + b) - o = b =E[(aX - ap)’] =

= Ela2(X - uy?] = aZE[(X - u)z] = a’0}

Como caso particular, sia=1=0Z,, =0;. Puede verse que la varianza de aX+b

no depende de la constante b, pues no aparece en el miembro de la derecha de
la igualdad. Esto se debe a que la dispersién de una variable cualquiera no se ve
afectada por la suma de una constante a la variable. No obstante, esta adicion
si afecta al valor esperado.

Teorema de Chebyschev

La varianza de una variable aleatoria dice algo acerca de la variabilidad de las ob-
servaciones alrededor de la media. Si una variable aleatoria tiene una varianza (o
una desviacién estdndar) pequefia, se espera que la mayor parte de los valores se
agrupen cerca de la media alrededor de ella. Asi, la probabilidad de que la variable
aleatoria tome valores dentro de un intervalo alrededor de la media es mayor que
para una variable aleatoria similar con mayor varianza.

Como el drea bajo una curva de distribucion (o en un histograma de probabilidad,
si se trata de una variable aleatoria discreta) suma 1, el drea entre dos valores
cualesquiera es la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor entre
estos dos extremos, tal como dice la propiedad (3) de las distribuciones de pro-
babilidad para variables continuas.

El siguiente teorema proporciona una herramienta para calcular las probabilidades
de una variable aleatoria X, discreta o continua, al fomar valores en un intervalo,
en casos de incertidumbre, esto es, cuando se desconoce su distribucion de pro-
babilidad.

Sea X una variable aleatoria cualquiera, la probabilidad de que tome
algin valor dentro de un intervalo simétrico alrededor de la media dentro
de k desviaciones estdndar es al menos 1 - 1/4.

En simbolos: P(u—ko<X<u+ko)21—k—12 K OIR*

Este teorema da una estimacion conservadora de la probabilidad buscada; esto
quiere decir que la relacion de “"mayor o igual” asegura un limite inferior pero nun-
ca el que verdaderamente corresponde, pues a éste solamente se llegaria si se
conociera la distribucién de probabilidad de la variable.

La utilidad del teorema radica en, precisamente, obtener informacion (aunque ho
exacta) con respecto a probabilidades referidas a la variable aleatoria X en con-
diciones de incertidumbre.
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Ejemplo: El ingreso monetario en cierta poblacién se puede modelar mediante una
variable aleatoria continua, cuya funcion densidad de probabilidad no se ha estu-
diado. ¢Bajo estas condiciones, si se elije una persona al azar de esta poblacion,
cudl es la probabilidad de que el ingreso esté dentro de los dos desvios estdndar
con respecto al ingreso medio?

X: cantidad (en unidades monetarias) ganada por las personas de la poblacién con-
siderada.

De acuerdo al enunciado, lo que se pide es la probabilidad para X en un intervalo
X -y <ko donde k= 2. Entonces: [X - p|< 20

-20<X-u<20

H-20 <X <p+20, por lo tanto

Plu-20<X<p+20)

Como se desconoce f{x), no es posible encontrar exactamente la probabilidad pe-

dida. Sin embargo, de acuerdo al teorema de Chebyschev

1_3
P(”_2°<X<u+20)21_?_2
Es decir, que la probabilidad de que el ingreso de una persona elegida al azar esté
dentro de los dos desviaciones estdndar con respecto al ingreso medio es de, al
menos, 0,75.
La probabilidad exacta sélo puede encontrarse si se conoce la funcién densidad
de probabilidad pero, ante la falta de informacidn, este resultado es la diferencia

con no tener nada.

=

(&7
N

= < A trabgjar solos...

Aunque no tanto porque al final encontrard los ejercicios resueltos.

1. Clasifique las siguientes variables aleatorias como discretas o continuas:
A: Produccion diaria de motores en una empresa automotriz.
B: Tiempo de espera hasta acceder a un servidor.
C: Venta, en délares, de cada vendedor de un comercio.
D: Vida dtil de un rodamiento.
E: Cantidad de unidades defectuosas en una linea de produccidn.
F: Nivel de contaminacién ambiental.
G: Cantidad de intentos hasta acertar en un blanco.
H: Sueldo de los empleados de cierta industria.
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El grado con el cual una compafiia se involucra con el desarrollo de nuevos
productos depende, en gran medida, de sus competidores. Un estudio fue
realizado sobre las compafiias que utilizan tecnologia avanzada, para analizar
el nimero de nuevos productos que se lanzan al mercado anualmente. Los
cdlculos, en funcién de afios anteriores, estan dados en la siguiente tabla:

X 3 4 5 6 7 8 9

f(x) 0,08 0,14 0,22 0,30 0,14 0,08 0,04

a) Grafique la funcién de cuantia y la funcion de probabilidad acumulada.

b) Calcule el valor esperado, la varianza y la desviacidn estdndar.

c) Encuentre la proporcién de compaiiias de tecnologia avanzada para las
cuales la variable aleatoria iguala o excede a p + 20.

Una caja contiene tres bolillas numeradas del 1 al 3, primero se extrae una

bolilla y luego se lanza una moneda legal tantas veces como indique la bolilla.

Calcule f(x), F(x) y grafique, siendo X: 'nimero de caras obtenidas'.

Se lanza una moneda insesgada hasta que salga una cara o cinco cruces. En-

cuentre el ndmero esperado de lanzamientos de la moneda.

Se sabe por experiencia que la demanda diaria de un producto perecedero es

como se muestra en la siguiente tabla:

X

3

4

5

6

7

8

9

f(x)

0,05

0,12

0,20

0,24

0,17

0,14

0,08

a)
b)

Grafique la funcion de cuantia y la funcién de probabilidad acumulada.
Si cada articulo tiene un costo total de $ 45 con un precio de venta de

$ 75, ¢cudl es la utilidad esperada?
Un jugador lanza dos monedas ho cargadas. Gana $2 si salen 2 caras y $1 si
sale 1 cara. Por otra parte, pierde $3 si no sale ninguna cara. Determine el
valor esperado del juego y si éste es favorable al jugador. Si el juego debe
ser justo, ¢cudntos deberia perder si no sale ninguna cara?
Se lanza una moneda al aire 3 veces. Si se obtienen al menos 2 caras se per-
mite tirar un dado y recibir en ddlares el nimero de puntos obtenido. (Qué
es lo que puede esperar ganar en este juego en un intento?
Dada la variable aleatoria continua X con funciéh de densidad f(x)=k.x?.(1-x)
para 0<x<1 yO paraotro caso.
a) Determine la constante k.
b) Halle F(x).
Sea la variable aleatoria continua X: “duracion en horas de un circuito
electrénico” con funcién de densidad:

[ 500 / x? x = 500
f (x) =1

L 0 x < 500
a) Pruebe que f(x) es funcién de densidad.
b) Halle F(x).
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c) <Cudl es la probabilidad de que un circuito dure entre 1500 y 2000
horas?

d) Un ingeniero, modificando el proceso de fabricacién del circuito, des-
cubre que con sus cambios, la probabilidad de que un circuito dure al
menos 1000 horas, es de 3/4, ¢qué decisién tomaria usted respecto al
proceso existente?

e) Halle, si es posible, E(X).

10. La funcién de densidad de la variable aleatoria continua X es:

[ 4x(9-x%) / 81 0< x <3
f(x)= 4
| 0 en otro caso

Calcule e interprete:
a) El valor esperado.
b) La mediana.
c) Elvalor modal.
d) Lavarianza.
e) El cuartil superior.
f) El percentil 43.
11. La duracion, en minutos, de una llamada telefénica de larga distancia se asi-
mila en una variable aleatoria X con funcién de distribucién:

[ 0 x <0
F(x) =1
[1-(2/3).ef¥9%-(1/3).eVDx x >0
Calcule:
a) f(x)
b) la probabilidad de que una llamada dure menos de 2 minutos o mds de 10
minutos.
iA repasar...!

\\ /
Sabemos que ha encarado solo este tema y que puede tener L;_l T‘%
algunas dudas. A=

Es preciso que lo domine antes de comenzar las aplicaciones

§
prdcticas y las autoevaluaciones. \

Para autoevaluarse, responda las preguntas que estdn a continuacion. Puede
hacerlo con el material de estudio, pero asegurdandose que “entiende” cada pala-
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bra, a tal punto que usted podria explicarle a un amigo, que no conoce el tema, de
manera simple, los conceptos estudiados:

NN

X

NANNN

/ \‘

¢Qué es una variable aleatoria?

¢Qué tipo de variables aleatorias conoce?

¢Se trabajan y estudian algebraicamente de la misma manera los distin-
tos tipos de variables?

¢Qué funciones describen a una variable aleatoria y de qué manera lo
hacen?

¢Qué propiedades debe cumplir una funcion para ser funcion de densidad
de una variable discreta?

¢Qué propiedades debe cumplir una funcion para ser funcion de densidad
de una variable continua?

¢Qué propiedades debe cumplir una funcion para ser funcion de distribu-
cion de una variable discreta?

¢Qué propiedades debe cumplir una funcion para ser funcion de distribu-
cion de una variable continua?

¢Como se pasa de una funcion a otra?

¢Qué representa cada una de las funciones en cada tipo de variable
aleatoria?

¢Es capaz de distinguir la forma de representar graficamente las distin-
tas funciones para los distintos tipos de variables?

¢Es capaz de identificar correctamente, qué se representa en el eje de
ordenadas, de abscisas y drea bajo la curva en cada caso?

¢Qué es la esperanza, valor esperado o media de una variable aleatoria
(formula)? ¢Como se interpreta?

¢Qué es la varianza de una variable aleatoria (férmula)? ¢Como se in-
terpreta?

Enuncie las propiedades de esperanza y varianza.

¢Es la esperanza un operador lineal?, ¢y la varianza?

Enuncie el teorema de Chebyshev.

¢Para qué sirve el teorema de Chebyshev?
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=

Por favor, no avance al siguiente tema si tiene

dudas o no recuer-
J

— 7

da las nociones aqui

volcadas. Pero si se

siente listo para

. continuar, es hora

de empezar a tra-

bajar con las autoevaluaciones y las aplicaciones
prdcticas...

Ejercicios resueltos

1. Clasifique las siguientes variables aleatorias como discretas o continuas:

A: Produccién diaria de motores en una empresa automotriz. Discreta
B: Tiempo de espera hasta acceder a un servidor. Continua
C: Venta, en dédlares, de cada vendedor de un comercio. Continua
D: Vida dtil de un rodamiento. Continua
E: Cantidad de unidades defectuosas en una linea de produccion.  Discreta
F: Nivel de contaminacion ambiental. Continua
G: Cantidad de intentos hasta acertar en un blanco. Discreta
H: Sueldo de los empleados de cierta industria. Continua

2. El grado con el cual una compaiiia se involucra con el desarrollo de nuevos pro-
ductos depende, en gran medida, de sus competidores. Un estudio fue realiza-
do sobre las compatiias que utilizan tecnologia avanzada, para analizar el nime-
ro de nuevos productos que se lanzan al mercado anualmente. Los cdlculos, en
funcion de aflos anteriores, estdn dados en la siguiente tabla:

X 3 4 5 6 7 8 9
f(x) 0,08 0,14 0,22 0,30 0,14 0,08 0,04
Fx) 008 | 022 | 044 | 074 | 088 | 096 | 100
a) Grafique la funcién de cuantia y la funcién de probabilidad acumulada.
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b) Calcule el valor esperado, la varianza y la desviacion estdndar.
ECX)=3.008+4.014+ 5022+ 6030+ 7014+ 80,08 + 9.0,04 = 5,68
Var(X) = E(X) - (E(X)F = 34,48 - (5,68) =2,2176
E(XC)=F.008 + #.014 + 5.022+6°.0,30+ 77.0,14 + &.0,08 + F.0,04 =

= 34,48
D.E.(X)=-v22176 - 1,4892

c) Encuentre la proporcion de compafiias de tecnologia avanzada para las

cuales la variable aleatoria iguala 0 excede a p + 20.
La variable aleatoria iguala o excede a i + 2o = 5,68 + 2. 1,4892 = 8,6583
en x = 9, luego, la probabilidad de que X = 9 es de 0,04, o sea, el 4% de
las compahias de tecnologia avanzada lanza al mercado anualmente, una
cantidad de 9 o mds nuevos productos.

3. Una caja contiene tres bolillas numeradas del 1 al 3, primero se extrae una bo-
lilla y luego se lanza una moneda legal tantas veces como indique la bolilla. Cal-
cule f(x), F(x) y grafique, siendo X: ‘'niimero de caras obtenidas'.

X: ndmero de caras obtenidas al lanzar una moneda legal’

Bolilla  Moneda X Bolilla  Moneda X Bolilla  Moneda X
O c 1 cc 2 ccc 3
X 0 o X 7 cex 2

XC 1 cXC 2

XX 0o o Xcc 2

2,44 1

Xex 1

XXC 1

XXX 0

PX=0)=PO)=P(O/ D)P(@®)+P(O/@)P(@)+P(0/3)P(3) =
=12 .13 +2/4 . 1/3 + 1/8 . 1/3 = 7/24
PX=1)=PL)=P(1/Q)P@)+P(1/@)P(@)+P(1/3)P(3)-=
=12 . 13 +1/2 . 173 +3/8 . 1/3 = 11/24
PX=2)=PR)=P(2/D)P(@)+P(2/@)P@)+P(2/3)P(3)=
=0 .13 + 14 . 1/73 +38 . 1/73 =5/24
PX=3)=P3)=P(3/Q)P(@)+P(3/@)P(@)+P(3/3)P(3)=
= 0 .13 + 0 . 1/3 + 1/8. 1/3 =1/24
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X o 1 2 3

)| 724 | 11724 | 5/24 | 1/24
Fix) | 7/24 | 18/24 | 23/24 1

E(X)=0.7/24+1.11/24+2.5/24+3.1/24 = 1
Var(X) = E(E) - (E(X)F =5/3 -F= 2/3-0,67
EQE)=C.7/24+F . 11/24+ 2 5/24+F . 1/24=5/3

08 T
030 1
= 06
Y 1
04

02 +

F(X)

! t ! t ! t | | \
0 1 X 2 3 . . . - . . .
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4. Se lanza una moneda insesgada hasta que salga una cara o cinco cruces. En-
cuentre el ndmero esperado de lanzamientos de la moneda.
X: numero de lanzamientos’

e | ¢ XC XXC XXXC xxxxe | xooxx
X | 1 2 3 4 5

fx) | 172] 1/21/2:1/4| 1/21/2.1/2-1/8| 1/2.1/21/2.1/2=1/16 | 2.(1/2.1/2.1/2.1/2.1/2)=2/32
IV ZIEZ 7/8 15/16 1

ECX)=1.1/2+2.1/4+3.1/8+4.1/16+5.2/32= 31/16 = 1,9375
£/ nidmero esperado de lanzamientos es, aproximadamente, de 2.

5. Se sabe por experiencia que la demanda diaria de un producto perecedero es
como se muestra en la siguiente tabla:

X 3 4 5 6 7 8 9
f(x)| 0,05 0,12 0,20 0,24 0,17 0,14 0,08
Fix)| 005 | 017 | 037 | 061 078 | 092 | 100
a) Grafique la funcién de cuantia y la funcion de probabilidad acumulada.

025 T
l,, P
02 + ~—
08 + -
0,15 + 0.6 o
= X
ool ¢ L 04 + °
005 0,2 + o—
it T
0 T e e
3 . 5 N 7 8 o < o d N ® vxm © ~ ® o g

b) Si cada articulo tiene un costo total de $45 con un precio de venta de
$75, ¢cudl es la utilidad esperada?
E(X)=3005+4012+5020+6.024+7017+8014+9.008 =
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= 6,1 productos

Se espera vender 6,1 productos por dia con un costo total de 6,1. $45 =
= $274,5 que serdn vendidos a $75 cada uno, es decir, se recaudardn 6,1 .
$75 = $457,5.

Por lo tanto, la utilidad esperada serd de $457,5 - $274,5 = $ 183.

6. Un jugador lanza dos monedas no cargadas. Gana $2 si salen 2 caras y $1 si
sale 1 cara. Por otra parte, pierde $3 si no sale ninguna cara. Determine el va-
lor esperado del juego y si éste es favorable al jugador. Si el juego debe ser
justo, ¢cudntos deberia perder si no sale ninguna cara?

X' ganancia’
£ cc Xc | X XX
X $2 $1 - $3
f(x) 1/21/2-1/4 21/21/2=2/4 1/21/2-1/4
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ECX)=$2.1/4+$1.2/4+(-$3).1/4=1/4=$025

Para gue el juego sea justo la esperanza debe ser cero

£ cc Xc | X XX
X $2 $1 82
) | 121/2:1/4 21/21/2=2/4 1/2.1/2-1/4

EX)=$2.1/4+$1.2/4+y.1/4= $0
Entonces y=(-$2.1/4-$1.2/4)/1/4 = - $4
Luego, para que el juego sea justo cuando no salgan caras debe perder $4.

7. Se lanza una moneda al aire 3 veces. Si se obtienen al menos 2 caras se permi-
te tirar un dado y recibir en délares el nimero de puntos obtenido. ¢Qué es lo
que puede esperar ganar en este juego en un intento?

X' ganancia’

£ X £ X

Q |Uss 1 @ |U$s 1

@ |Uss 2 @ |Us$s 2

ccc @ |U$s 3 cXC @ |U$s 3
@ |U$s 4 @ |U$s 4

® |U$s 5 ® |Uugs 5

® |Uss 6 ® |Ugs 6

@ |U$s 1 @ |Ugs 1

@ |ugs 2 @ |ugs 2

cex @ |Us$s 3 xcc @ |U$s 3
@ |U$s 4 @ |U$s 4

® |U$s 5 ® |U$s 5

® |Us$s 6 ® |Uss 6
x| |Ugso XXC |- |U$s0
XX |- | U$s0 XXX |- |U$s0
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X (x)
Us$s 0 4.1/8=4/8

U$s 1 4.1/6.1/8 = 4/48

Us$s 2 4.1/6.1/8 = 4/48

Uss 3 4.1/6.1/8=4/48

U$s 4 4.1/6.1/8=4/48

Us$s 5 4.1/6.1/8 = 4/48

U$S 6 4.1/6.1/8 = 4/48

E(X) =U$S0. 4/8 + UpS1. 4/48 + USS2 . 4/48 + U$S3. 4/48 + UBS4. 4/48 + USS5.
4/48+U$S6. 4/48 =U$S 1,75
Se puede esperar ganar U$S 1,75 en un intento.

8. Dada la variable aleatoria continua X con funcién de densidad f(x) = k.x?.(1-x)
para 0<x<1 yO paraotro caso.
a) Determine la constante k.

[ foodx=] ko(l-x)dx=k | (xz-xg)a’x:k.{ | ax-| X?dx}:

4l X
-k.{ 2

b) Halle F(x).
7

F(x) =[ F(t)dt=] k.r%(]—r)dr:E.f (F-F)dr:é.{ [ #dt-] Pdt }:

0 0
1P
2

7 1

I _ ,
E-J:}k—]?

x? |1 Y -
< }/{ 2 @-0)-5 -0 }k.

0

X 7’4

4

Y11 [ 1 1 1 1 4
; }—]—2|: }(E-O)-Z(X-O)}—%Xg- 4_8X

0

[ o x <0

1
= F{x)-%E.x’-l’—g.x Os x < 1
l 7 x > 1
9. Sea la variable aleatoria continua X: “duracién en horas de un circuito electré-
hico” con funcién de densidad:
[ 500 / x* x = 500

f (x) =1
L 0 x < 500
a) Pruebe que f(x) es funcién de densidad.
19 fx)=0

X—]

[ [

29 | fix)dx=] (500/x%)dx=500] x7 a’x:500.(

500 500

500
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- - 500. (i L) -500.(0 -i).—z

w 500 500
Luego, f(x) es funcion de densidad.
b) Halle F(x).
X X X -1 o
[ At dt =] (500/+2)dt=500 [ +7 dt =500 ("— -
500 500 500 - ]500
7 7 500
=-500. | - —— |- -T2 41
200 (x 500) x
[ 0 x < 500
= Fx)= 1
- 520 + 1 x > 500

c) <Cudl es la probabilidad de que un tubo dure entre 1500 y 2000 horas?

Q
o
=
13
S
>

aleatoria

P( 1500 < X <« 2000 ) = F(2000) - F(1500) =
500 +_,_(_ 500 +]j_ 1 1 1

- OO =Ll 4oL -00837 - 8332
2000 1500 47773 12 0083833

Hay un 8,33% de posibilidades de que el tubo dure entre 1500 y 2000
horas.

d) Un ingeniero, modificando el proceso de fabricacién del circuito, des-
cubre que con sus cambios, la probabilidad de que un circuito dure al
menos 1000 horas, es de 3/4, ¢qué decisién tomaria usted respecto al
proceso existente?

Seglin el proceso existente, la probabilidad de que el circuito dure al me-
nos 1000 horas es

P(X>1000 ) = 1 - F(1000) = I - (

500 1
_9% L is1+L C1-05 . soy
1000 " j "2 0.5 - 50%

S/ modificando el proceso la probabilidad de que el circuito dure al me-
nos 1000 horas es de 0,75, entonces conviene, en principio, modificar e/
proceso.
e) Halle, sies posible, E(x).
E(X)= | xFfx)dx=] x(500/x%)dx=500.] x"dx =
500

500 500
=500, (|| [, = 500 .(In e - In 500)

No se puede calcular la esperanza porgue In « no se puede determinar.
10. La funcion de densidad de la variable aleatoria continua X es:

[ 4x(9-x?) / 81 0< x <3
f(x) =1
| 0 en otro caso

Calcule:
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a) El valor esperado

ECX) =1 xfx)dx=] x(4x(9-°)/81)dx =] (4 (9-F)/81) dx =

=(4/81)[ X (9x°)dx=8/5:1,6

£/ valor esperado es 1,6.
b) La mediana
La mediana es un valor a, tal gue P(X < a) = #
PIX<a)=] Flx)dx=| 4x(9-xC)/ 81 dx=(4/81)] x (9-x)dx =
0 0

0

. ? 3 _ 4 (%a°_ a')_ 1
-(4/31)({ (9x - xX°) dx = 8].( > 4)-2

Luego: Y o
4 (9 o'\ 1 _,_ 2 a 1 _,
81\ 2 4 2 9 81 2 S35

= ( multiplicando por -2/81 ) se llega a la expresion 2a’ - 364 + 81 = 0

y podemos expresar la ecuacion bicuadrdtica como una ecuacion cuadrd-
tica de la forma: 2(dF - 36d° + 81 = O. Luego, haciendo & = x, queda la
forma de la tradicional ecuacion cuadrdtica: 2x° - 36x + 81 = 0

de donde x = & = 36+36°-4281 _ 36648 _9+2\/?
ST 2.2 ) 4 T2
por lo tanto, el valor de la mediana, denominado en este caso con la le-

traa, serda= .| 9 + %@ y como la mediana debe estar entre O y

3, porque es en este intervalo donde estd definida la variable, tomamos

el valor a = \/ 9 —gx/E , de donde Me = 1,6236

c) El valor modal
E/ modo se obtiene haciendo mdxima a f(x), es decir,

-2 - 2
d [4)((9 X)]__ 36-12x° _h _ x:JF = 21732

dx 81 81

la derivada sequnda es

-24 x

a7 y para x = +1,732, la derivada sequnda

< 0, por lo tanto este valor es un mdximo, luego, Mo = +1,732

£/ modo es el valor 1,732, es decir, es el valor que se presenta con ma-
yor frecuencia.
d) Lavarianza

EOC) = [ 5 Fx)dx={ 2 (4x(9-XC)/81) dx =] (4 (9-F)/81) dx =

0 0 0

Variable aleatoria 24 Estadistica Técnica



Catedra: Estadistica Técnica UT3-1
n ! e Facultad de Ingenieria Variable aleatoria
e UNCuyo J. Martinez & M. Guitart

= (4/81)] X (9-x)dx=3

Luego, Var(X) = E(X°) - (E(X)F = 3 - (8/5F = 3 - (64/25)= 0,44
La varianza es de 0,44.

e) El cuartil superior
E/ cuartil 3 es el valor a, tal que P(X<a) = 0,75

PX<a)=[ Flx)dx=[ 4x(9-x%)/ 81 dx =(4/81)| x (9-5%) dx =

a 4 ( 9a° a* 3
= 7 - - — = | ==
(4/8)£ (9x - X°) dx 31 ( > 4J 7
Luego
4 (92 a AN Zaz_i_z-oj
81\ 2 4 4 9 81 4
. ] 4 2 3
// - —a - = =
se llega a la expresion 29 " & 7 0

de donde Q3 = 2,1213
E/ cuartil superior es el valor 2,1213.
f) El percentil 43
El percentil 43 es el valor a, tal gue P(X < a) = 0,43

PX<a)=| Fx)dx=[ 4x(9-x°)/81 dx =(4/81) [ x (9-x°) dx =

a 4 ( 9a° a* 43
-[4/8])!) (9x - X°) dx = E'[ > - 4J- 100
Luego
i(9az_a4J_43 -0 - 2a° _ a* 43 -0 -
81\ 2 4 100 9 81 100

se llega a la expresion - ia" * %dz B A 0

81 100
de donde P43 = 1,4850
El percentil 43 toma el valor 1,4850.
11. La duracién, en minutos, de una llamada telefénica de larga distancia se asimila
en una variable aleatoria X con funcién de distribucion:

( 0] x <0
F(x)= A1
[1-(2/3).el¥3% - (1/3).e V3 x>0

Calcule:
a) La funcién de densidad
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f(x) = F(x)=0- (2/3)(- 2/3).e 77~ - (1/3).(- 1/3).e ) =
= (4/9).e% 7% + (1/9).e* , entonces
[ o x s 0
fF(x)= A
| (4/9).e%2 + (1/9).& 7~ x > 0
b) La probabilidad de que una llamada dure menos de 2 minutos o mds de
10 minutos.
P(Xs2)+PX>10)=F2)+(1-F10)-=
= 1- (2/3)&%V2_(1/3) V2 s 1-1+ (2/3)&ZP0 4 (1/3)VP 0 =
= 0,6659 - 66,59%
La probabilidad de que una llamada dure menos de 2 minutos o mds de
10 minutos es de 0,6659.
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