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3.3: DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD
DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

De la misma manera que estudiamos los modelos de distribuciones discretas
de probabilidad, lo haremos para distribuciones continuas de probabilidad.

Para realizar el estudio de este capitulo realice el siguiente itinerario:

v Readlice la Actividad bibliografica teniendo en cuenta las recomendaciones.

v Luego continde leyendo este documento, ya que hemos incorporado dos dis-
tribuciones mds y algunas propiedades que serdn de suma utilidad en los
préximos temas. Ademds encontrard un apartado sobre el uso de tablas pa-
ra cdlculo de probabilidades en distribuciones continuas.

v A continuacién encontrard ejercicios integradores (resueltos al final) y una
autoevaluacion, siguiendo el esquema de trabajo de capitulos anteriores.
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Actividad bibliografica

»  Lea las pdginas 155 a 181 del libro Probabilidad y Estadistica para Ingenieria
y Ciencias de Devore, donde se estudian modelos de distribuciones de pro-
babilidad. Ellos son: Distribucién normal, gamma y sus relativos, exponen-
cial, ji cuadrada, Weibull, lognormal y beta.!

Tenga en cuenta las siguientes recomendaciones al estudiar este material:

o En todo este capitulo, no es necesario que sepa de memoria la expre-
sién de las funciones de densidad de probabilidad y las funciones de
distribucion acumulada de las distribuciones estudiadas.

o  Encambio, en todo este capitulo, si es necesario:
=  Reconocer y recordar los pardmetros que caracterizan a la distri-

bucién, ademds de sus condiciones, por ejemplo, a > 0.

! Ademds, para complementar esta lectura, puede ver estos mismos temas en las pdginas 143 a 179
del libro Probabilidad y Estadistica para Ingenieros de Walpole.
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=  Identificar cémo influyen los pardmetros en la forma de las grafi-
cas de las funciones de densidad de probabilidad respectivas.

=  Recordar el rango de la variable aleatoria en cada distribucidn
analizada.

=  Interpretar correctamente qué se lee en las abscisas, ordenadas y
dreas bajo la curva de cada grdfica.

o  Pdgina 156: Es importante saber graficar y comparar curvas normales
con diferentes valores para sus pardmetros. iPreste atencién a las
grdficas de la figura 4.13!

o  Pdgina 157: Recuerde que se indicard con ®(x) a la funcion de distribu-
cion acumulada de la distribucion normal, es decir, el autor considera
que F(x) = d(x).

o Pdgina 157: Debajo del recuadro con la definicién de distribucion nor-
mal estdndar, se da la explicacién sobre el uso de la tabla normal pro-
vista en el libro. iUsted NO debe trabajar con estas tablas! Por esto es
que se detendrd en nuestra seccién sobre Uso de tablasy no leerd la
explicacién del libro.

En resumen, después de la definicién de distribucién normal estdndar,
debe pasar al apartado Notacion z,.

o  Pdgina 163: Luego de leer el apartado dedicado al cdlculo de percenti-
les, vea en Uso de tablas (en este documento) cémo se calculan los per-
centiles usando la tabla de la distribucion normal estdandar.

o  Pdgina 164: Por la traduccidn, el titulo no indica claramente a qué se re-
fiere el tema, por esto preferimos llamarlo Aproximacion de la distri-
bucion binomial a la distribucion normal.

o  Pdgina 165: Usaremos una condicién menos restrictiva para aproximar la
distribucion binomial a la normal. Sdlo pediremos que: n.p 25y n.q 2 5.

o  Pdgina 171: Al concluir el Ejemplo 4.21 se observan seis errores en la
expresion: "La probabilidad de que un ratén sobreviva por lo menos 130
semanas es P (X<30)=1-P(X<30)=1-P(X<30)=1-F(30/15; 8) =
.999". La expresion correcta es: "La probabilidad de que un ratén so-
breviva por lo menos 130 semanas es P (X=2130)=1-P(X<130)=1-P
(X<130)=1-F(130/15; 8) = 0,999".

o  Pdgina 176: Agregue unos paréntesis en la expresion de la funcion de
distribuciéon acumulada de una variable aleatoria Weibull con pardme-
tros a y B, para que quede F(x; a, B) = 1 - exp[-((x/B)*)] para x = 0. Esta
aclaracidn sirve para advertir que primero hay que calcular (x/B)°, luego
cambiarle el signo -(x/B)* y posteriormente elevar el nimero e al valor
obtenido exp[-((x/B)*)], para finalmente restar 1 - exp[-((x/B)M)].
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El libro de Devore presenta las distribuciones t-Student y F de Fisher-
Snedecor en otfro capitulo, pero nosotros preferimos estudiarlas en este momen-
to, por eso las explicamos a continuacidn:

Distribucion t-Student

A veces debemos aplicar el cdlculo de probabilidades en distribuciones nor-
males pero desconocemos la desviacién estdndar poblacional. En los casos en que
el ingeniero estd bastante familiarizado con el sistema o proceso puede ser razo-
nable suponer que la desviacién estdndar es conocida, pero en muchos escenarios
experimentales conocer la desviacion estandar poblacional es tan importante co-
mo conocer la media poblacional. A menudo, de hecho, una estimacion de la desvia-
cién estdndar poblacional, o, debe ser proporcionada por la misma informacién
muestral que produce el promedio muestral x.

Como resultado, una estadistica natural a considerar para tratar con infe-
rencias sobre la media poblacional, p, es

T=X"H

7
Jn
puesto que S es el andlogo de la muestra para o.

Si el tamafio de muestra es pequefio, los valores de S° fluctdan de forma
considerable de una muestra a otra y la distribucién T se desvia de manera apre-
ciable de la de una distribucién normal estdndar.

Si el tamafio de la muestra es suficientemente grande, digamos n = 30, la
distribucion de T no difiere de manera considerable de la distribucién normal
estdndar.

Para n < 30, es (til tratar con la distribucién exacta de T. Para desarrollar la
distribucion muestral de T supondremos que nuestra muestra aleatoria se selec-
ciond de una poblacion normal y que se verifica el siguiente teorema:

Teorema

Sea Z una variable aleatoria normal estdndar y V una variable aleatoria ji-
cuadrada con v grados de libertad. Si Z y V son independientes, entonces la

distribucién de la variable aleatoria T, donde
Y4

TS

tiene una distribucién de probabilidad llamada t con v grados de libertad.

Corolario
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Sean Xi, Xz, .., X, variables aleatorias independientes que son todas normales
con media p y desviacién estdndar 0. Si X es la media de las n variables aleato-
rias, la variable aleatoria T, definida como:

tiene una distribucién de probabilidad llamada t con v = n-1 grados de libertad.

Graficas de la distribucion t

Curva normal

Notacion tq
Sea tq, el valor de la variable T para el cual el drea bajo la curva t con v
grados de libertad a la derecha de 14, es o, donde t4,, se llama valor critico t.

A Curva ty

N

0 tgy—— Valor critico

Propiedades de la distribucion t

e Ladistribucion t estd regida por un solo pardmetro llamado nimero de gra-
dos de libertad de la distribucién. Representamos este pardmetro con la le-
tra griega v. Los posibles valores de v son los nimeros naturales 1, 2, 3, ... .
Asi cada valor distinto de v caracterizard a una distribucién t diferente.

Cada curva t,, tiene forma de campana.

e  Essimétricarespecto al eje t = 0.

e  Cada curva t, estd mds dispersa que la curva normal estandar.

* A medida que v aumenta, la dispersion de la curva t, correspondiente dismi-
nuye.

* A medida que v tiende a infinito, la secuencia de curvas 1, se aproxima a la
curva normal estdndar.

Distribuciones de probabilidad 4 Estadistica Técnica
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bpd
5 N
L4 para pensar
1. Si T se comporta de manera tan parecidaa Z...
a) <¢Enqué difieren? ¢En qué se parecen?
b) ¢Por qué y cudndo usaremos la distribucién t en vez de la distribucién
normal?

Distribucion F de Fisher-Snedecor

La distribucidn t es Gtil para un andlisis comparativo entre medias, pero hos
podemos preguntar si también sirve para comparar varianzas. Por ejemplo, un in-
geniero quimico redne datos de dos catalizadores, verifica que en promedio se
comportan de manera similar pero observa que las medidas en uno de ellos se pre-
sentan mucho mds dispersas que las del otro; lo mismo le puede suceder a un inge-
niero civil que compara la resistencia de dos hormigones. Muchas veces, aunque es
de sumo interés la comparacién de las medias, es frecuente necesitar comparar la
variabilidad de distintas muestras provenientes de poblaciones distintas.

La distribucion F sirve para describir el comportamiento de un estadistico
que sirve para la comparacién de las varianzas.

La estadistica F definida como:

F = U/v:
V/v.
donde U y V son variables aleatorias independientes que tienen distribucion ji-
cuadrada con vi y v, grados de libertad, respectivamente, tiene una distribucion
de probabilidad F con v y vz grados de libertad.

Graficas de la distribucion F

0,01
0,009

0,008

Vi = 6 . V2 = 70
0,007
0.008 vi=6:v,=15
0,005
0,004 vi=b;vy=2

0,003
0,002
0,001

Notacion Fq.y: v.

Sea Fqv:y: el valor de la variable F para el cual el drea bajo la curva F conv; y
vi grados de libertad a la derecha de Fq..y. es o, donde Fg;y: . se llama valor
critico F.
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Curva Fm 2

a
i ] ' T 1 " B .
Fa;v:,va —————————— Valor critico

Propiedades de la distribucion F

e La distribucion F depende de dos pardmetros, vi y vz, llamados grados de
libertad del numerador y del denominador.

*  Ademds es importante tener en cuenta el orden de los pardmetros viy va.

* Lacurva de densidad de la distribucién F no es simétrica.

*  Por no ser simétrica pareceria que es necesario calcular los valores criticos
para la cola superior y la cola inferior, pero esto no es necesario por la si-
guiente propiedad: Fi_q;viv. = 1/Fave v .

Teorema

Si Si° y S;° son las varianzas de muestras aleatorias independientes de tamafio
ni y nz tomadas de poblaciones normales con varianzas oi° y 02°, respectivamen-
te, entonces
N LA
S:/o: 025

tiene una distribucion F convi = nh; - 1y vz = nz - 1 grados de libertad.

Combinaciones lineales de variables aleatorias: algunas propiedades

Algunas combinaciones lineales de variables aleatorias tienen un interés es-
pecial para nosotros, ya que seran utilizadas en capitulos posteriores y las propie-
dades que ellas verifican, nos permitirdn entender algunos métodos estadisticos a
utilizar.

Teorema

Si X1, Xz, ..., X son variables aleatorias independientes que tienen distribucio-
nhes normales con medias Wi Uz, . Hn Y varianzas o1%, 62, ..., 0,2, respectivamente,
entonces la variable aleatoria

Y=a1X1 +azXz+...+aan
tiene una distribucién normal
con media Hy = @1 M1 + @2 H2 + ... + Qn Hn
yvarianza oy’ = i 01° + 2% G2° + ... + @n° Oy

Sia;=az = ..=a, =1, diriamos que la suma de n variables aleatorias normales
independientes, es otra variable aleatoria con distribucién normal.
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Tanto la distribucién normal, la de Poisson como la ji-cuadrada poseen esta
propiedad llamada propiedad reproductiva, donde la suma de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (por alguna de las distribuciones
mencionadas) es una nueva variable aleatoria que tiene esa misma distribucion.
Como lo indica el siguiente teorema:

Teorema

Si X1, Xz, ..., Xn son variables aleatorias mutuamente independientes que tienen,
respectivamente, distribuciones ji-cuadrada con vy, vz, ..., v, grados de libertad,
entonces la variable aleatoria

Y=X1+XZ+...+xn
tiene una distribucion ji-cuadrada con v = vy + v, + ... + v, grados de libertad.

Corolario

Si X1, Xz, ..., X son variables aleatorias independientes que tienen distribucio-
nes normales idénticas con media p y varianza 0%, entonces la variable aleatoria

=345

tiene una distribucidn ji-cuadrada con v = n grados de libertad.

Este corolario es muy importante, ya que establece una relacion entre la dis-
tribucién ji-cuadrada y la distribucion normal.

Vemos que (X - p)/o es la variable que hemos llamado Z, y sabemos que tiene
una distribucién normal estdndar. Asi, en el corolario tendriamos n variables alea-
torias normales estdndar independientes e idénticamente distribuidas, entonces

n

la variable aleatoria )’ Z? tiene una distribucién ji-cuadrada con v = n grados de
i=1

libertad.

Uso de tablas

Las tablas provistas por la cdtedra, serdn indispensables para el cdlculo de
probabilidades de distribuciones continuas de probabilidad.
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Tabla D.5: AREAS BAJO LA CURVA NORMAL ESTANDAR

A continuacion se presenta una parte de la tabla, mds precisamente, una par-
te de la primera pdgina.

Tabla D.5: AREAS BAJO LA CURVA NORMAL ESTANDAR

Iy
b

1w

0 z 0 z -z 0 z 0 z
c.chica (z) c.grande (z) area central area (0 a z)

z c.chica (z) c.grande (z) é&rea central area (0 a z) z c.chica (z) c.grande (z) area central area (0 a z)
0,00 0,50000 0,50000 0,00000 0,00000 0,62 0,26763 0,73237 0,46474 0,23237
0,01 0,49601 0,50399 0,00798 0,00399 0,63 0,26435 0,73565 0,47131 0,23565
0,02 0,49202 0,50798 0,01596 0,00798 0,64 0,26109 0,73891 0,47783 0,23891
0,03 0,48803 0,51197 0,02393 0,01197 0,65 0,25785 0,74215 0,48431 0,24215
0,04 0,48405 0,51595 0,03191 0,01595 0,66 0,25463 0,74537 0,49075 0,24537
0,05 0,48006 0,51994 0,03988 0,01994 0,67 0,25143 0,74857 0,49714 0,24857
0,06 0,47608 0,52392 0,04784 0,02392 0,68 0,24825 0,75175 0,50350 0,25175
0,07 0,47210 0,52790 0,05581 0,02790 0,69 0,24510 0,75490 0,50981 0,25490
0,08 0,46812 0,53188 0,06376 0,03188 0,70 0,24196 0,75804 0,51607 0,25804
0,09 0,46414 0,53586 0,07171 0,03586 0,71 0,23885 0,76115 0,52230 0,26115
0,10 0,46017 0,53983 0,07966 0,03983 0,72 0,23576 0,76424 0,52848 0,26424
0,11 0,45620 0,54380 0,08759 0,04380 0,73 0,23270 0,76730 0,53461 0,26730 9
0,12 0,45224 0,54776 0,09552 0,04776 0,74 0,22965 0,77035 0,54070 0,27035 § g
0,13 0,44828 0,55172 0,10343 0,05172 0,75 0,22663 0,77337 0,54675 0,27337 é g
0,14 0,44433 0,55567 0,11134 0,05567 0,76 0,22363 0,77637 0,55275 0,27637 = S
0,15 0,44038 0,55962 0,11924 0,05962 0,77 0,22065 0,77935 0,55870 0,27935 8 ©
0,16 0,43644 0,56356 0,12712 0,06356 0,78 0,21770 0,78230 0,56461 0,28230
0,17 0,43251 0,56749 0,13499 0,06749 0,79 0,21476 0,78524 0,57047 0,28524
0,18 0,42858 0,57142 0,14285 0,07142 0,80 0,21186 0,78814 0,57629 0,28814
0,19 0,42465 0,57535 0,15069 0,07535 0,81 0,20897 0,79103 0,58206 0,29103
0,20 0,42074 0,57926 0,15852 0,07926 0,82 0,20611 0,79389 0,58778 0,29389
0,21 0,41683 0,58317 0,16633 0,08317 0,83 0,20327 0,79673 0,59346 0,29673
0,22 0,41294 0,58706 0,17413 0,08706 0,84 0,20045 0,79955 0,59909 0,29955
0,23 0,40905 0,59095 0,18191 0,09095 0,85 0,19766 0,80234 0,60467 0,30234
0,24 0,40517 0,59483 0,18967 0,09483 0,86 0,19489 0,80511 0,61021 0,30511
0,25 0,40129 0,59871 0,19741 0,09871 0,87 0,19215 0,80785 0,61570 0,30785
0,26 0,39743 0,60257 0,20514 0,10257 0,88 0,18943 0,81057 0,62114 0,31057
0,27 0,39358 0,60642 0,21284 0,10642 0,89 0,18673 0,81327 0,62653 0,31327
0,28 0,38974 0,61026 0,22052 0,11026 0,90 0,18406 0,81594 0,63188 0,31594

1. Comencemos analizando el titulo de la tabla...

* Latabla tiene la letra D para indicar que corresponde a una distribucion
de probabilidad y el nimero 5 indica su lugar, o sea, ésta es la quinta
tabla.

e Se indica qué se encontrard en ella y a qué distribucion corresponde:
AREAS BAJO LA CURVA NORMAL ESTANDAR.
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2. Analicemos sus partes...
En primer lugar observamos cuatro grdficas con distintas zonas som-
breadas. Cada una de estas zonas son areas bajo la curva normal
estandar, como indica el titulo.

0 z 0 z -z 0 z 0 z
c.chica (2) c.grande (z) area central (z) area (0 a 2)

* Las dreas presentadas son:
o La cola chica de z (c.chica (z)), que corresponde al drea bajo la

curva normal estdndar desde un determinado valor de +z hasta +

o desde un valor -z hasta -co.

v Podemos ver que estas dreas asumirdn valores inferiores o
iguales a 0,5 (el drea total bajo la curva vale 1, y por ser
simétrica, desde O a +w el drea vale 0,5, y desde 0 a - vale
0,5), por esto se las llama "colas chicas”.

o Lacola grande de z (c.grande (z)), que corresponde al drea bajo
la curva normal estdndar desde un determinado valor de +z hasta -

o 0 desde un valor -z hasta +c.

v’ Esta claro que dichas dreas tomardn valores mayores o igua-
les a 0,5, por esto se las llama "colas grandes”.

o El drea central de z (area central (z)), que corresponde al drea
desde -z hasta +z.

v Esta drea puede tomar valores menores, mayores o iguales a
0,5.

o Elarea de 0 a z (area (0 a z)), que corresponde al drea desde O

hasta +z 0 desde O a -z.

v Es la mitad del drea central correspondiente a ese valor de z.

v Esta drea toma valores menores o iguales a 0,5.

3. Ahora que estamos ubicados en la tabla podemos buscar el valor del drea
bajo la curva para un particular valor de z.
e  Asi, por ejemplo, si nhos ubicamos en el renglénde z = 0,21.
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Tabla D.5: AREAS BAJO LA CURVA NORMAL ESTANDAR

i

G

L

)

0 z 0 z 0 z
c.chica (z) c.grande (z) area central (2) area (0 a 2)
z c.chica (z) c.grande (z) area central area (0 a z) z c.chica (z) c.grande (z) area central area (0 a z)

0,00 0,50000 0,50000 0,00000 0,00000 0,62 0,26763 0,73237 0,46474  0,23237
0,01 0,49601 0,50399 0,00798  0,00399 0,63 0,26435 0,73565 0,47131  0,23565
0,02 0,49202 0,50798 0,01596  0,00798 0,64 0,26109 0,73891 0,47783  0,23891

0,18 0,42858 0,57142 0,14285 0,07142 0,80 0,21186 0,78814 0,57629  0,28814
0,19 0,42465 0,57535 0,15069  0,07535 0,81 0,20807 0,79103 0,58206  0,29103
0,20 0,42074  0,57926  0,15852  0,07926 0,82 0,20611 0,79389 0,58778  0,29389
lo,21] 0,41683| 0,58317| 0,16633| 0,08317| 0,83 0,20327 0,79673  0,59346  0,29673
0,22 0,41294 0,58706 0,17413  0,08706 0,84 0,20045 0,79955 0,59909  0,29955
0,23 0,40905 0,59095 0,18191  0,09095 0,85 0,19766 0,80234 0,60467 0,30234
0,24 0,40517 0,59483 0,18967  0,09483 0,86 0,19489 0,80511 0,61021  0,30511
0,25 0,40129 0,59871 0,19741  0,09871 0,87 0,19215 0,80785 0,61570  0,30785
0,26 0,39743 0,60257 0,20514  0,10257 0,88 0,18943 0,81057 0,62114  0,31057
0,27 0,39358 0,60642 0,21284  0,10642 0,89 0,18673 0,81327 0,62653  0,31327
0,28 0,38974 0,61026  0,22052  0,11026 0,90 0,18406 0,81594 0,63188 0,31594

. Si nos ubicamos en el renglén de z = 0,21. Observamos los valores:
o c.chica(z)=0,41683
o c.grande (z) = 0,58317
o drea central (z) = 0,16633
o drea(0az)=0,08317
*  ¢Qué indican cada uno de estos valores?
*  Recordemos que al ser una curva simétrica respecto al eje z = 0, las
dreas simétricas (a ambos lados del eje) tomardn el mismo valor.
o c.chica(z=0,21)=P(Z>0,21)=P(Z<«-0,21) = 0,41683
cgrande (z=0,21)=P (Z<0,21)=P(Z>-0,21) = 0,68317
drea central (z=0,21)=P (-0,21<Z<0,21) = 0,16633
drea(0az=0,21)=P(0<Z<«0,21)=P(-0,21<Z < 0)=0,08317
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4. Muchas veces necesitamos calcular dreas que no coinciden exactamente con
algunas de las dreas dadas en la tabla, pero en base a ellas las podemos cal-
cular, por ejemplo, si queremos calcular:

. P(0,37 < Z < 0,82), se puede resolver de varias maneras, usando las
distintas dreas dadas en la tabla:
o P(0,37<Z<0,82)=c.chica (0,37) - c.chica (0,82) =
= 0,35569 - 0,20611 = 0,14958
o P(0,37<Z<0,82)=c.grande (0,82) - c.grande (0,37) =

Distribuciones de probabilidad 10 Estadistica Técnica
de variables aleatorias continuas
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=0,79389 - 0,64431=0,14958

o P0,37<Z<0,82)=drea(0a0,82)-drea(0a0,37)=
=0,29389 - 0,14431 = 0,14958

o P(0,37<Z<0,82)=0,5 - c.chica (0,82) - drea (0a 0,37) =
=05-0,20611-0,14431=0,14958

o P0,37<Z<0,82)=1-c.chica(0,82)-c.grande (0,37) =
=1-0,20611-0,64431=0,14958

5. Otras veces es necesario calcular un percentil, o sea, un valor de la variable
en estudio, no un valor de drea, y ni siquiera un valor de z. Por ejemplo, si
queremos calcular:

. el percentil 76, deberiamos buscar un valor de X. Especificamente, el
valor de X que deja por debajo de él, el 76% de los valores de la varia-
ble aleatoria en estudio.

o  Para calcular este valor, en primer lugar debemos buscar en la co-
lumna de cola grande (porque es un valor superior a 0,5) el valor
*mds cercano” a 0,76. Este valor es: 0,76115.

Luego vemos a qué valor de z corresponde. El valor z es: 0,71.

) Pero como el valor z es sélo una variable estandarizada, debemos
llevarla a la variable X, que es la que tiene real sentido en los pro-
blemas. Asi, x = z.0 + W En nuestro caso, para encontrar el valor
de x correspondiente al percentil 76, deberiamos multiplicar por
el valor de 0y luego le sumariamos el valor de p.

. el percentil 29, deberiamos buscar un valor de X. Especificamente, el
valor de X que deja por debajo de él, el 29% de los valores de la varia-
ble aleatoria en estudio.

o  Para calcular este valor, en primer lugar debemos buscar en la co-
lumna de cola chica (porque es un valor inferior a 0,5) el valor "mads
cercano” a 0,29. Este valor es: 0,29116.

o  Luego vemos a qué valor de z corresponde. El valor z es: 0,55.
iCuidado en estos casos! Porque el valor de z serd el de -0,55, ya
que el percentil 29 es un valor menor que la media, y en términos
de z, la media es O.

) Pero como el valor z es sélo una variable estandarizada, debemos
llevarla a la variable X, que es la que tiene real sentido en los pro-
blemas. Asi, x = z.0 + W En nuestro caso, para encontrar el valor
de x correspondiente al percentil 29, deberiamos multiplicar por
el valor de 0y luego le sumariamos el valor de p.

Distribuciones de probabilidad 11 Estadistica Técnica
de variables aleatorias continuas
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Tabla D.6: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION t DE STUDENT

A continuacion se presenta una parte de la tabla.

Tabla D.6: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION t DE STUDENT

2 | B
o

area a la derecha de t

0,0005 0,0025 0,005 0,015 0,02 0,3 0,4 0,45

g.d.l < g.d.l
1 636,619 127,321 63,657 21,205 15,895 0,727 0,325 0,158 1

2 31,599 14,089 9,925 ) 5,643 4,849 0,617 0,289 0,142 2

3 12,924 7,453 5,841 ) 3,896 3,482 0,584 0,277 0,137 3

4 8,610 5,598 4,604 ) 3,298 2,999 0,569 0,271 0,134 4

5 6,869 4,773 4,032 3,003 2,757 0,559 0,267 0,132 5
40 3,551 2,971 2,704 ) 2,250 2,123 0,529 0,255 0,126/ 40
60 3,460 2,915 2,660 ) 2,223 2,099 0,527 0,254 0,126/ 60
80 3,416 2,887 2,639 2,209 2,088 0,526 0,254 0,126/ 80
90 3,402 2,878 2,632 < 2,205 2,084 0,526 0,254 0,126/ 90
100 3,390 2,871 2,626 2,201 2,081 0,526 0,254 0,126/ 100
120 3,373 2,860 2,617 2,196 2,076 0,526 0,254 0,126/ 120
inf. 3,291 2,807 2,576 ’ 2,170 2,054 0,524 0,253 0,126/ inf.

1. Comencemos analizando el titulo de la tabla...

* La tabla tiene la letra D para indicar que corresponde a una distribucion
de probabilidad y el nimero 6 indica su lugar, o sea, ésta es la sexta
tabla.

* Se indica qué se encontrard en ella y a qué distribucion corresponde:
VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION t DE STUDENT.

2. Analicemos sus partes...
e  En primer lugar observamos una grafica con una regién sombreada.

P, -
(O ¢
. La regién sombreada indica el drea a la derecha del valor critico, es de-
cir, el valor critico tqy es tal que: P(T > t4,) = a.
. El encabezado de las columnas esta dado por distintos valores de o, que
llamamos areas a la derecha de t.

Distribuciones de probabilidad 12 Estadistica Técnica
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Tabla D.6: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION t DE STUDENT

ol | =
0 t

area a la derecha de t

0,0005  0,0025 0,005 0,015 0,02 0,3 0,4 0,45
g.d.| g.d.l
1| 636,619 127,321 63,657 21,205 15,895 0,727 0,325 0,158 1
2 31,599 14,089 9,925 ) 5,643 4,849 0,617 0,289 0,142 2
3 12,924 7,453 5,841 3,896 3,482 0,584 0,277 0,137, 3
4 8,610 5,598 4,604 ” 3,298 2,999 0,569 0,271 0,134 4
5 6,869 4,773 4,032 3,003 2,757 0,559 0,267 0,132 5

o Las columnas matrices son la primera y la dltima (que es la misma
que la primera para facilitar la lectura de la tabla), en ellas vemos
los grados de libertad de la distribucidn.

Tabla D.6: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION t DE STUDENT

| B

0 t
area a la derecha de t ) )
0,0005 0,0025 0,005 0,015 0,02 0,3 0,4 0,45
g.d.l ; < < g.d.l
1] 636,619 127,321 63,657 21,205 15,895 0,727 0,325 0,158 1 9
2| 31,599 14,089 9,925 5643 4,849 < 0617 00280 0,142 2 58
3 12,924 7,453 5,841 ) 3,896 3,482 ) 0,584 0,277 0,137 3 S g
4 8,610 5,598 4,604 ) 3,298 2,999 ) 0,569 0,271 0,134 4 'g =
5| 6869 4,773 4,032 3,003 2,757 0,559 0,267 0,132 5 £ 8
D
40 3,551 2,971 2,704 2,250 2,123 0,529 0,255 0,126 40
60 3,460 2,915 2,660 ) 2,223 2,099 ) 0,527 0,254 0,126 60
80 3,416 2,887 2,639 2,209 2,088 0,526 0,254 0,126 80
90 3,402 2,878 2,632 < 2,205 2,084 < 0,526 0,254 0,126 90
100 3,390 2,871 2,626 2,201 2,081 0,526 0,254 0,126 100
120 3,373 2,860 2,617 ~ 2,196 2,076 ~ 0526 0,254 0,126] 120
inf] 3201 2807 2,576 o 2,170 2,054 © 0524 0,253  0,126] inf.

3. Ahora que estamos ubicados en la tabla podemos buscar el valor critico para
un determinado valor del drea a la derecha de ty un determinado valor de
grados de libertad.

*  Por ejemplo, si queremos saber cudl es el valor critico que deja por en-
cima de él un drea de 0,02, en una distribucion t-Student con 4 grados

de libertad.
) Buscamos por las columnas el valor 0,02, para el drea a la derecha
de t.

) Buscamos en las filas el valor 4, para los grados de libertad.
o Enlainterseccion se encuentra el valor critico correspondiente.

Distribuciones de probabilidad 13 Estadistica Técnica
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Catedra: Estadistica Técnica
Facultad de Ingenieria
UNCuyo

Tabla D.6: VALORES CRITICOS DE LA [DISTRIBUCION t DE STUDENT
5 | |
0 +t

area a la derecha de t v ‘

0,0005 0,0025 0,005 o,o15| 0 02| 0,3 0,4 0,45
g.d.l ‘ ‘ ‘ | g.d.l
1 636,619 127,321 63,657 © 21,205 15,895 ) 0,727 0,325 0,158 1
2 31,599 14,089 9,925 ) 5643 4,849 ) 0,617 0,289 0,142 2
3 12,924 7,453 5,841 3,896  3,¥82 0,584 00277 0,137 3
—Pp 4 - - : . 2,999 0569 0,271 0,134 4
5 6869 4,773 4,032 ) 3,003 2,757 ) 0,559 0,267 0,132 5

4 grados de libertad, que deja a la derecha de él un drea de 0,02
es 2,999, es decir, el valor t4-0,02; v=4 = 2,999, de manera tal que:
P(T > t4-0,02; v-4) = 0,02.

Tabla D.7: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION JI CUADRADA

A continuacion se presenta una parte de la tabla.

Tabla D.7: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION JI CUADRADA

"
IS
s 8
o 3
= =
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o ©
ya)

area a la derecha del valor critico
0,001 0,005 0,01 ) 0,05 0,10. ) 0,30 0,35 0,40
g.d.l g.d.l
1 10,828 7,879 6,635 \ 3,841 2,706 \ 1,074 0,873 0,708 1
2 13,816 10,597 9,210 ) 5,991 4,605 ) 2,408 2,100 1,833 2
3 16,266 12,838 11,345 ) 7,815 6,251 ) 3,665 3,283 2,946 3
4 18,467 14,860 13,277 9,488 7,779 4,878 4,438 4,045 4
5 20,515 16,750 15,086 < 11,070 9,236 < 6,064 5,573 5,132 5
6 22,458 18,548 16,812 12,592 10,645 7,231 6,695 6,211 6
7 24,322 20,278 18,475 ) 14,067 12,017 ) 8,383 7,806 7,283 7
8 26,124 21,955 20,090 15,507 13,362 9,524 8,909 8,351 8

1. Comencemos analizando el titulo de la tabla...

* Latabla tiene la letra D para indicar que corresponde a una distribucion
de probabilidad y el nimero 7 indica su lugar, o sea, ésta es la séptima
tabla.

* Se indica qué se encontrard en ella y a qué distribucion corresponde:
VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION JI CUADRADA.

Distribuciones de probabilidad 14 Estadistica Técnica
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2. Analicemos sus partes...
e  En primer lugar observamos una grafica con una regién sombreada.

* Laregion sombreada indica el drea a la derecha del valor critico, es de-
cir, el valor critico X% es tal que: P(x® > X%ay) = a.

. El encabezado de las columnas esta dado por distintos valores de o, que
llamamos areas a la derecha del valor critico.

Tabla D.7: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION JI CUADRADA

area a la derecha del valor critico
0,001 0,005 0,01 0,05 0,10 0,30 0,35 0,40
g.d.l ﬁ ) g.d.l
1 10,828 7,879 6,635 3,841 2,706 1,074 0,873 0,708 1
2 13,816 10,597 9,210 < 5,991 4,605 2,408 2,100 1,833 2
3 16,266 12,838 11,345 7,815 6,251 3,665 3,283 2,946 3
4 18,467 14,860 13,277 ) 9,488 7,779 4,878 4,438 4,045 4 9
5 20,515 16,750 15,086 11,070 9,236 6,064 5,573 5,132 5 S g
6 22,458 18,548 16,812 < 12,592 10,645 7,231 6,695 6,211 6 S 2
7 24,322 20,278 18,475 14,067 12,017 8,383 7,806 7,283 7 3£
8 26,124 21,955 20,090 < 15,507 13,362 9,524 8,909 8,351 8 £ §
v VA VAVAN VAVAVA VAN A VA YAVA VAV w
ya)

o Las columnas matrices son la primera y la dltima (que es la misma
que la primera para facilitar la lectura de la tabla), en ellas vemos
los grados de libertad de la distribucidn.

Tabla D.7: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION JI CUADRADA

area a la derecha del valor critico < <
0,001 0,005 0,01 0,05 0,10 0,30 0,35 0,40
g.d.l ‘ ) g.d.l
1 10,828 7,879 6,635 3,841 2,706 ) 1,074 0,873 0,708 1
2] 13,816 10,597 9,210 5,991 4,605 2,408 2,100 1,833 2
3] 16,266 12,838 11,345 7,815 6,251 3,665 3,283 2,946 3
4| 18,467 14,860 13,277 9,488 7,779 < 4,878 4,438 4,045 4
5| 20,515 16,750 15,086 , 11,070 9,236 6,064 5,573 5,132 5
6] 22,458 18,548 16,812 12,592 10,645 ) 7,231 6,695 6,211 6
7| 24,322 20,278 18,475 14,067 12,017 8,383 7,806 7,283 7
8] 26,124 21,955 20,090 15,507 13,362 < 9,524 8,909 8,351 8
Distribuciones de probabilidad 15 Estadistica Técnica
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3. Ahora que estamos ubicados en la tabla podemos buscar el valor critico para
un determinado valor del drea a la derecha del valor critico y un determinado
valor de grados de libertad.

*  Por ejemplo, si queremos saber cudl es el valor critico que deja por en-
cima de él un drea de 0,01, en una distribucién ji-cuadrada con 7 grados
de libertad.

) Buscamos por las columnas el valor 0,01, para el drea a la derecha
del valor critico.
Buscamos en las filas el valor 7, para los grados de libertad.

o Enlainterseccion se encuentra el valor critico correspondiente.

Tabla D.7: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION JI CUADRADA

i i) L] T " n ]
XZ
area a la derecha del valor #itico
0,001 0,005 _0,01] 0,05 0,10 030 035 040

g.d.l < < g.d.l
1 10,828 7,879 6635 3,841 2,706 ~ 1,074 0873 0,708 1

2| 13,816 10,597 9210 5991 4,605 2,408 2,100 1,833 2

3 16,266 12,838 11,345 7,815 6,251 3,665 3,283 2946 3

4 18,467 14,860 13,277 9,488 7,779 4,878 4,438 4,045 4

5 20,515 16,750 15086 11,070 9,236 6064 5573 5132 5

6 22,458 18,548 164812 12,592 10,645 7231 6695 6211 6
—[ 7= 27| 18,475 14,067 12,017 8383 7,806 7,283 7
8 26,124 21,955 20,090 15,507 13,362 9,524 8909 8351 8
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o  Entonces el valor critico X%y para una distribucién ji-cuadrada
con 7 grados de libertad, que deja a la derecha de él un drea de
0,01 es 18,475, es decir, el valor X%a-0,01: v=7 = 18,475, de mane-
ra tal que: P(x? > X%a=0,01; v=7) = 0,01.

Tabla D.8: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION F (0,01)

A continuacion se presenta una parte de la tabla.
Tabla D.8: VALORES CRiTICOS DE LA DISTRIBUCION F (0,01)

1

f 0.01

< Grados de libertad del Numerador <
g.d.l. 1 2 7 8 9 10 14 15/ g.d.l
1|  4.052,2 4.999,5 5.928,4 5.981,1 6.022,5 6.055,8 < 6.142,7 6.157,3 1
2| 98,503 99,000 99,356 99,374 99,388 99,399 99,428 99,433‘ 2
| \
Distribuciones de probabilidad 16 Estadistica Técnica
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5 11 9,646 7,206 4,886 4,744 4,632 4,539 ” 4,293 4,251 11
g 12 9,330 6,927 4,640 4,499 4,388 4,296 4,052 4,010 12
£ 13 9,074 6,701 4,441 4,302 4,191 4,100 ) 3,857 3,815 13
£ 14 8,862 6,515 4,278 4,140 4,030 3,939 ) 3,698 3,656 14
gs 15 8,683 6,359 4,142 4,004 3,895 3,805 ) 3,564 3,522 15
e 16 8,531 6,226 4,026 3,890 3,780 3,691 3,451 3,409 16
© 17 8,400 6,112 3,927 3,791 3,682 3,593 < 3,353 3,312 17
g 18 8,285 6,013 3,841 3,705 3,597 3,508 ) 3,269 3,227 18
g 19 8,185 5,926 3,765 3,631 3,523 3,434 3,195 3,153 19
< 20 8,096 5,849 3,699 3,564 3,457 3,368 3,130 3,088 20

© < <
§ 21 8,017 5,780 3,640 3,506 3,398 3,310 3,072 3,030 21
g 22 7,945 5,719 3,587 3,453 3,346 3,258 ) 3,019 2,978 22
23 7,881 5,664 3,539 3,406 3,299 3,211 2,973 2,931 23

|

120 6,851 4,787 2,792 2,663 2,559 2,472 ) 2,234 2,192 120
inf. 6,635 4,605 2,639 2,511 2,407 2,321 2,082 2,039 inf.

1. Comencemos analizando el titulo de la tabla...

* La tabla tiene la letra D para indicar que corresponde a una distribucion
de probabilidad y el nimero 8 indica su lugar, o sea, ésta es la octava
tabla.

Se indica qué se encontrard en ella y a qué distribucion corresponde:
VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION F (0,01).

2. Analicemos sus partes...
e  En primer lugar observamos una grafica con una regién sombreada.

i ] 1 T [ i I

foor

* Laregion sombreada indica el drea a la derecha del valor critico, es de-
cir, el valor critico fq.. v. s tal que: P(F > fq:v:, v2) = Q.

*  El encabezado de las columnas estd dado por distintos valores de gra-

dos de libertad del numerador.
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Tabla D.8: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION F (0,01)

]

f0.01

Grados de libertad del Numerador
|_g.d. 1 2 7 8 9 10 14 15 g.d.l|
1 4.052,2 4.999,5 5.928,4 5.981,1 6.022,5 6.055,8 6.142,7 6.157,3 1
2 98,503 99,000. 99,356 99,374 99,388 99,399 99,428 99,433 2
AAANANANNANANA ANAANANANANAASNANAASNANN AANANAAAAANN |
120 6,851 4,787, 2,792 2,663 2,559 2,472 2,234 2,192 120
inf. 6,635 4,605, 2,639 2,511 2,407 2,321 2,082 2,039 Inf.

o Las columnas matrices son la primera y la dltima (que es la misma
que la primera para facilitar la lectura de la tabla), en ellas vemos
los grados de libertad del denominador.

Distribuciones de probabilidad 17 Estadistica Técnica
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g.d.l

N =

11
12
13
14
15
16
17
18|
19
20

21
22
23|

Grados de libertad del Denominador

120
inf.

Tabla D.8: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION F (0,01)

Grados de libertad del Numerador

1 2 7 8 9 10 14 15| g.d.I
4.052,2 4.999,5  ° 59284 5.981,1 6.022,5 6.055,8 6.142,7 6.157,3] 1
98,503 99,000 99,356 99,374 99,388 99,399 99,428 99,433 2
VVVVVVVVVVVVVV |
9,646 7,206 < 4,886 4,744 4,632 4,539 4,293 4,251 11
9,330 6,927 < 4,640 4,499 4,388 4,296 4,052 4,010] 12
9,074 6,701 4,441 4,302 4,191 4,100 3,857 3,815 13
8,862 6,515 . 4,278 4,140 4,030 3,939 3,698 3,656| 14
8,683 6,359 4,142 4,004 3,895 3,805 3,564 3,522 15
8,531 6,226 4,026 3,890 3,780 3,601 3,451 3,409 16
8,400 6,112 3,927 3,791 3,682 3,593 3,353 3,312 17
8,285  6,013° 3,841 3,705 3,597 3,508 3,269 3,227 18|
8,185 59260 - 3,765 3,631 3,523 3,434 3,195 3,153 19
8,096 5849° 3,699 3,564 3,457 3,368 3,130 3,088] 20
8,017 5,780 3,640 3,506 3,398 3,310 3,072 3,030 21
7,945 5,719 3,587 3,453 3,346 3,258 3,019 2,978 22
7,881 5,664 3,539 3,406 3,299 3,211 2,973 2,931 23|
6,851 4,787 2,792 2,663 2,559 2,472 2,234 2,192|1_2o
6,635 4,605 2,639 2,511 2,407 2,321 2,082 2,039 inf

3. Ahora que estamos ubicados en la tabla podemos buscar el valor critico para
un drea de 0,01 a la derecha de éste y dos determinados grados de libertad.
*  Por ejemplo, si queremos saber cudl es el valor critico que deja por en-
cima de él un drea de 0,01 (esta tabla nos da valores criticos sélo para
un drea a la derecha de ellos de 0,01), en una distribucion F con 8 y 15
grados de libertad para numerador y denominador, respectivamente.

o  Buscamos por las columnas el nimero de grados de libertad del
numerador: 8.
o  Buscamos en las filas el nimero de grados de libertad del denomi-
nador: 15.
o Enlainterseccion se encuentra el valor critico correspondiente.
Distribuciones de probabilidad 18 Estadistica Técnica
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Tabla D.8: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION F (0,01)

" foor”

Grados deylibertad del Numerador

g.d.l 1 2 7| 8| 9 10 14 15 g.d.l

1  4.052,2 4.999,5 5.928,4 5.981,1  6.022,5 6.055,8 6.142,7 6.157,3 1

2l 98,503 99,000 99,356 99,374 99,388 99,399 99,428 99,433 2

L |

11 9,646 7,206, 4,886 4,744 4,632 4,539 4,293 4,251 11

12 9,330 6,927 4,640 4,499 4,388 4,296 4,052 4,010 12

g 13 9,074 6,701 4,441 4,302 4,191 4,100 3,857 3,815 13

2 14| 8,862 6,515, 4,278  v,140 4,030 3,939 3,698 3,656 14

El 5| 8,683 6,359 q,ml 4,004| 3,895 3,805 3,564 3,522 15

§ 16 8,531 6,226 4,026 3,890 3,780 3,691 3,451 3,409 16

ﬁ 17 8,400 6,112 3,927 3,791 3,682 3,593 3,353 3,312 17

8 18 8,285 6,013 3,841 3,705 3,597 3,508 3,269 3,227 18

§ 19 8,185 5,926 3,765 3,631 3,523 3,434 3,195 3,153 19

% 20 8,096 5,849 3,699 3,564 3,457 3,368 3,130 3,088 20
8 )

S 21 8,017 5,780, 3,640 3,506 3,398 3,310 3,072 3,030 21

22 7,945 5,719 3,587 3,453 3,346 3,258 3,019 2,978 22

23 7,881 5,664 . 3,539 3,406 3,299 3,211 2,973 2,931 23
L

120 6,851 4,787 2,792 2,663 2,559 2,472 2,234 2,192 120

inf. 6,635 4,605 2,639 2,511 2,407 2,321 2,082 2,039 inf.

1)
S
=]

=

=
13
o
o

o Entonces el valor critico fq.: v. para una distribucion F con 8
grados de libertad para el numerador y 15 grados de libertad para
el denominador, que deja a la derecha de él un drea de 0,01 es
4,004, es decir, el valor fq=001:v:=8,v.:15 = 4,004, de manera tal
que: P(F > fqv., v2) = 0,01,
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Tabla D.9: VALORES CRITICOS DE LA DISTRIBUCION F (0,05)

Esta tabla presenta las mismas caracteristicas de la tabla D.8, pero para un
drea a la derecha del valor critico de 0,05.
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4‘ Ejercicios integradores

Le proponemos que resuelva solo algunos ejercicios. Los desarrollos los en-

contrard al final del capitulo. Pero antes de resolverlos...

Recuerde que...

En el caso de distribuciones continuas, no tiene sentido calcular la probabili-

dad asociada a un valor particular de la variable, ya que éste es igual a cero.

Siempre se trabaja con la probabilidad asociada a intervalos de valores de la

variable aleatoria analizada.

Como la probabilidad de un valor particular es cero, son vdlidas cualesquiera

de las siguientes expresiones:

PlasX<b)=P(asX<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b)

Usar la aproximacion de binomial a hormal en aquellos casos en que las condi-

ciones del problema lo permitan.

En la aproximacién de binomial a normal, hay que realizar la correccién por

continuidad, para obtener resultados mds aproximados.

Como regla prdctica, la aproximacién de binomial a normal es buena cuando

tanto n.p como n.q son mayores o iguales que 5.

o Sipescercano a 0,5, la aproximacién es buena para cualquier valor de
n; en caso contrario, n debe ser suficientemente grande, o cumplir con
las condiciones indicadas para n.p y n.q.

Es indispensable que conozca las caracteristicas de cada distribucidn, es

decir, sus pardmetros y condiciones, ademds de conocer el rango de la varia-

ble aleatoria estudiada.

y e

~~

4—‘ Ejercicios inteqgradores

1.  Un ordenador genera un nimero aleatorio real en el intervalo (0, 1) . Dé la
funcién de densidad de probabilidad y la funcion de distribucién acumulada de
la variable X: "nimero que se generd”. Halle la probabilidad de que al generar
un ndmero, éste se encuentre entre 0,5y 0,7.
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2. La cantidad de café, en litros, que despacha una expendedora automdtica ins-
talada en la sala de espera de un aeropuerto internacional es una variable alea-
toria que tiene una distribucion uniforme en el intervalo (7, 10).

a) Encuentre la probabilidad de que en un determinado dia la cantidad de
café despachado por esta mdquina sea:

b) alo sumo 8,81 litros.

c) por lo menos 8,51 litros.

d) mds de 7,41 litros pero menos de 9,51 litros.

3. Si X se encuentra distribuida normalmente con media 12 y desviacion estandar
2, calcule la probabilidad de que:

a) X>14
b) X»>1
c) X«10
d X<15
e) 10<X«<13
f) 9<«<X<«11
g) 13<X<15
h) 11<X«<13

i) Percentil 23
J) Percentil 67
k) Entre qué valores se encuentra el 50% de la poblacién alrededor de la

media. % 8
4. SeaX~N(20,4). 2
i) Calcule: 2°
b) P(X»>22)
c) P(X>18)5)
d) P(X<19)

e) P(X<226)

f) P(9<X<23)

g) P(17<X<195)

h) Percentil 82

i) Percentil 16

J)  Entre qué valores se encuentra el 80% de la poblacién alrededor de la
media.

5. Suponiendo que el promedio obtenido en el examen de ingreso a una facultad
es de 7,5 con un desvio de 1,3 y que las notas de los estudiantes se distribuyen
normalmente, ¢cudl es la nota minima aprobatoria si sélo pueden entrar el 70%
de los alumnos que rindieron?

6. La vida media de un motor eléctrico es de 6 afios con una desviacién estdndar
de 2 afos. Si la vida de un motor tal puede tratarse como una variable normal y
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si el motor estd garantizado, ¢durante cudnto tiempo debiera ser vdlida la ga-

rantia para que no mds del 15% de los motores fallen antes de la expiracién de

ésta?

7. Una persona viaja diariamente en automdvil de su casa a la oficina y ha encon-
trado que el tiempo empleado en el viaje corresponde a una distribucién normal
con p = 35,5 minutos y ¢ = 3,11 minutos. Si sale de su casa todos los dias a las
8:20 y debe estar en su oficina a las 9:00, ¢cudntos dias al afio espera llegar
tarde? Supdnganse 240 viajes anuales.

8. Sila probabilidad de que un tirador acierte a un blanco es de 1/3 y si dispara
12 tiros, ¢cudl es la probabilidad de que acierte a lo sumo en 5 de ellos? Re-
suelva por distribucién binomial y por aproximacién a la normal. Compare los
resultados obtenidos.

9. Supdngase que el 5% de los individuos vacunados contra la gripe presentan se-
rias reacciones. Calcule la probabilidad de que entre 6 y 16 personas sobre un
total de 200 individuos vacunados presente dichas reacciones.

10. Si el 20% de los conductores de automdviles en cierta ciudad tienen por lo me-
nos un accidente durante un afio de manejo, ¢cudl es la probabilidad de que el
porcentaje para 200 clientes de una compafiia de seguros en esa ciudad iguale
o exceda al 25% durante el afio préximo?

11. El tiempo de trabajo sin falla de un elemento estd distribuido por la ley expo-
nencial f(+)=0,01 . exp(-0,01.t) donde t es el fiempo en horas. Halle la probabi-
lidad de que el elemento trabaje sin fallas por lo menos 100 horas.

12. El tiempo, en minutos, que se tarda en atender a un individuo en un banco es
una variable aleatoria exponencial con un valor medio de 4. ¢Cudl es la probabi-
lidad de que una persona sea atendida en menos de tres minutos, en al menos 4
de los 5 dias hdbiles de la semana? ¢Qué supuestos realiza?

13. Supdngase que el intervalo de tiempo necesario para efectuar una comproba-
cion periédica de mantenimiento, de acuerdo a la experiencia, en un dictdfono,
sigue una distribucién gagmma cona = 3 y B = 2 (minutos).

a) Calcule la probabilidad de que se efectte la comprobacion en menos de 5
minutos.

b) El gerente técnico contrata una empresa externa para realizar el mante-
nimiento y se observa que demoran 20 minutos para revisar un dictdfono.
¢Conviene que el trabajo lo realice esta empresa?

14. Los ingresos anuales de los ingenieros de determinada industria siguen aproxi-
madamente una distribucién gamma con a = 600 y B = 50.

a) Calcule el promedio y la varianza de tales ingresos.

b) ¢Cree usted que hay muchos ingenieros de esta industria cuyos ingresos
anuales sean mayores que $ 35.000?

"
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15. Un distribuidor mayorista de combustible tiene tanques de almacenamiento
con un aprovisionamiento fijo. Los tanques se llenan cada lunes. Para el mayo-
rista es interesante la proporcién de este volumen que se vende durante la se-
mana. Durante muchas semanas se ha observado que esa proporcion se modela
muy bien con una distribucién beta estdndar cona =4 y B=2.

a) <¢Serd muy probable que el mayorista venda por lo menos el 90% de su ca-
pacidad en una semana determinada?

b) Calcule el valor esperado y la desviacién estdndar de la proporcion de
combustible vendido.

16. Los errores de medicidn del tiempo de llegada de un frente de onda que parte
de una fuente aclstica se pueden modelar mediante una distribucion beta
estdndar cona =1 y =2, con mediciones en microsegundos.

a) Calcule la probabilidad de que esos errores de medicion sean menores que
0,5 microsegundos.

b) Calcule el valor esperado y la desviacién estdndar de estas mediciones de
error.

17. La vida de servicio durante la que un determinado tipo de mdquina funciona
dentro de sus especificaciones sigue una distribucién de Weibull con pardme-
trosa =2 y B =7 (mediciones en miles de horas).

a) Calcule la probabilidad de que una de estas mdquinas, que se ha de insta-
lar en un sistema, trabaje en forma correcta durante mds de 10.000
horas.

b) Calcule el valor esperado y la desviacion estdndar de la vida de servicio de
estas mdquinas.

18. El tiempo de fatiga, en cientos de horas, de determinado tipo de rodamientos
tiene una distribucién de Weibull con pardmetrosa=4 y B = 2.

a) Calcule la probabilidad de que un rodamiento de este tipo tenga averia en
menos de 200 horas.

b) Calcule el valor esperado y la desviacién estdndar de la vida de fatiga de
esos rodamientos.

19. La representacion grdfica de t para 9 grados de libertad es la siguiente:

VAN

-‘i‘I 70 ++1
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Halle el valor de t; para el cual:
a) el drea sombreada a la derecha es 0,05.
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Estadistica

b) el drea total sombreada es 0,05.
c) el drea total sin sombrear es de 0,99.
d) el drea sombreada a la izquierda es de 0,01.
e) eldreaalaizquierdade t1es 0,90.
20. La figura muestra el gréfico de la distribucién x? con 5 grados de libertad.

a) Halle los valores de x? para los que:
b) el drea sombreada a la derecha es 0,05.
c) el drea total sombreada es 0,05.
d) el drea derecha sombreada es de 0,01.
e) el drea sombreada a la izquierda es de 0,01.
21. La figura muestra el gréfico de la distribucién x? con 2 grados de libertad.
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Halle los valores de X? para los que:
a) el drea sombreada a la derecha es 0,025.
b) el drea total sombreada es 0,1.
c) el drea derecha sombreada es de 0,01.
d) el drea sombreada a la izquierda es de 0,01.
22. Halle los valores criticos de x° para los cuales el drea en la cola derecha de la
distribucion sea 0,05 si el nimero de grados de libertad es:

a) 15
b) 21
c) 60

23. Halle los valores criticos de x* para los cuales el drea en la cola izquierda de la
distribucién sea 0,01 si el ndmero de grados de libertad es:
a) 1
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b) 8
c) 24
d) 60
e) 80
f) 100

24. Calcule, usando la tabla:
a) Foos,7,3
b) Foo1,12,20
¢) Foos5,1005
d) Foot,250, 325

iA repasar...!

Para autoevaluarse, responda las preguntas que estdn a i:l S
continuacién. Puede hacerlo con el material de estudio, pero
asegurdndose que “entiende” cada palabra, a tal punto que us-
ted podria explicarle a un amigo, que no conoce el tema, de
manera simple, los conceptos estudiados:

'{
\ \~

M ¢Qué caracteristicas en comln tienen las distribuciones de probabilidad
estudiadas en este capitulo?

¢Cudles fueron las distribuciones estudiadas?

¢Existe relacion de alguna de ellas con distribuciones discretas de pro-
babilidad?

¢Cudles son los parametros en cada distribucion?

¢Como es la representacion grdfica de cada una de las distribuciones?
¢Como se comportan segun la variacion de sus parametros?

¢Qué dice la propiedad de reproductividad?
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=

—
<> Por favor, no avance al siguiente tema si tiene
) 27 dudas o no recuer-
. da las nociones aqui

volcadas. Pero si se
siente listo para continuar, es hora de empezar a
trabajar con las autoevaluaciones y las aplicaciones
prdcticas...

41 &X

Para pensar
1. Si T se comporta de manera tan parecida a Z...

a) ¢En qué difieren? ¢En qué se parecen?
La distribucion T es similar a la distribucion Z, pues ambas son simétri-
cas alrededor de una media de cero. Ambas distribuciones tiene forma
de campana, pero la distribucion t es mds variable, debido a que los va-
lores de T dependen de las fluctuaciones de dos cantidades X y S,
mientras que los valores Z dependen sdlo de los cambios de X de una
muestra a ofra.
La distribucion de T difiere de la de Z en que /a varianza de T depende
del tamafio de muestra n y siempre es mayor que 1. Sdlo cuando el ta-
mafio de muestra tiende a infinito las dos distribuciones serdn la misma.

b) <¢Por qué y cuando usaremos la distribucion t en vez de la distribu-
cion normal?
La distribucion t se usa en problemas que tiene que ver con inferencia
acerca de la media poblacional o en problemas que implica la compara-
cion de muestras.
Recordemos que la distribucion normal estd regida por dos pardmetros,
la media it y la desviacion estdndar o. Pero la desviacion estdndar pobla-
cional muchas veces es desconocida y el uso de la desviacion estdndar
muestral, S, como una buena aproximacion de la desviacion estdndar
poblacional, o, no es vdlido cuando las muestras son de tamafio pequefio.
Resumiendo, la distribucion t se usa en los casos que deseamos realizar
estimaciones sobre la media poblacional y se cumplen las siguientes
condiciones:
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1)  Tenemos una muestra aleatoria formada por n variables aleatorias
X1, Xz, ..., Xn, normalmente distribuidas.

2) El tamafio de muestra es menor gue 30 (n < 30).

3) La desviacion estdndar poblacional es desconocida.

\.‘{»M

Ejercicios integradores resueltos

1. Un ordenador genera un nimero aleatorio real en el intervalo (0, 1). Dé la fun-
cion de densidad de probabilidad y la funcién de distribucion acumulada de la
variable X: "nidmero que se generd". Halle la probabilidad de que al generar un
ndmero, éste se encuentre entre 05y 0,7.

La probabilidad de generar aleatoriamente un nimero en un intervalo real,
sigue una distribucion uniforme, cuya funcion de densidad de probabilidad
es:

f(x) = 1/(b-a) si x pertenece al intervalo (a, b)

f(x) = 0 si x no pertenece al intervalo (a, b)

En nuestro caso, el intervalo (a, b) = (0, 1), entonces:

(1 six[0(01)
F(x)= 4
o sixo@1)

Asi, la funcion de distribucion acumulada serd:
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F(x)-j f(t).dt = j dt = j dt = (t| =x para los valores de x pertene-

cientes al intervalo.

Quedando definida completamente por:
[0 sixsoO

F(x)=3 x six0@©1)
l 7 six>1

Luego, de manera sencilla, podemos ver que la probabilidad deseada es:
PO5<X<07)=F07)-F05)=07-05=02

La probabilidad de que al generar un nimero, éste se encuentre entre 0,5 y
07 esde02
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2. La cantidad de café, en litros, que despacha una expendedora automdtica ins-
talada en la sala de espera de un aeropuerto internacional es una variable alea-
toria que tiene una distribucion uniforme en el intervalo (7, 10).

Encuentre la probabilidad de que en un determinado dia la cantidad de café
despachado por esta mdquina sea:
La funcion de distribucion acumulada serd:

X X ] ] X ] . ] _
o) =[ fdt = [ ——dt = [dt =" (+]] = . (x-a)= x-a

b-a " “ b-a
para los valores de x pertenecientes al intervalo

Quedando definida completamente por:

[ O six<s7
x-a x-7 _ x-7 )
F(x)= 3 b - 10-7 - 3 six [0(7,10)
| 1 six2>10

a) alosumo 8,81 litros.

P(X < 8,81)=F(881) =

WTJ - 0,60333...

La probabilidad de que la cantidad de café despachado por la mdaquina sea
a lo sumo 8,81 litros, en un determinado dia, es de 0,6033.
b) por lo menos 8,51 litros.

PX>851)=1-P(X<851)=1-F(851):=

(P(X < 8,51) = F(8,51) porque P(X = 8,51) = 0)
La probabilidad de que la cantidad de café despachado por la mdguina sea
por lo menos de 8,51 litros, en un determinado dia, es de 0,5033.

c) mds de 7,41 litros pero menos de 9,51 litros.
P(7.41 < X < 9,51) = F(9.51) - F(7.41) = 9'5:7? 7. 7'42 -7
La probabilidad de que la cantidad de café despachado por la mdaquina sea
mds de 7,41 litros pero menos de 9,51 litros, en un determinado dia, es de
o7.

3. Si X se encuentra distribuida normalmente con media 12 y desviacion estdandar

2, calcule la probabilidad de que:

a) X>14
P(X > 14)=P(Z>1)= (cchica(l) 0,15866 - 15,87%
La probabilidad de gue la variable X tome valores mayores a 14 es de
0,15866.
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851-7 _ 4 50333...

=07

Distribuciones de probabilidad 28 Estadistica Técnica
de variables aleatorias continuas



Catedra: Estadistica Técnica U133

n | e Facultad de Ingenieria Dls‘r.r'abucmnes de'probaba'ladad
UNCuyo de variables aleatorias continuas

D. Ferndndez & M. Guitart

b) X»>11
P(X»>11)=P(Z>-05)- 069146 - 69 15%
(c.grande(0,5))
La probabilidad de que la variable X tome valores mayores a 11 es de
0,69146.

c) X«<10
P(X < 10)=P(Z<-1)= 0,15866 - 1587%
(c.chica(l))
La probabilidad de gue la variable X tome valores menores a 10 es de
0,15866.

d X«<15
P(X<15)=P(Z<15)=- 093319 - 93 32%
(c.grande(1,5))
La probabilidad de gue la variable X tome valores menores a 15 es de
093319,

e) 10«<X«<«13
P10 <« X < 13)=P(-1<Z<05)= 05328 - 53 28%
(drea(Oa 1) + drea(0 a 0,5)) o (c.grande(0,5) - c.chica(1)) o (c.grande(1) -
c.chica(0,5)) o (1 - c.chica(0,5) - c.chica(1))
La probabilidad de gue la variable X tome valores entre 10 y 13 es de
05328.

f) 9«X<«11
PO <«X<11)=P(-15<Z<-05)= 024173 . 24,17%
(drea(0 a 1,5) - drea(0 a 05)) o (cgrande (1,5) - c.grande(0,5)) o
(c.chica(0.5) - c.chica(1,5)) o (1 - c.chica(1,5) - c.grande(0,5)) o (0.5 -
drea(0 a 0,5) - c.chica(1,5))
La probabilidad de gue la variable X tome valores entre 9 y 11 es de
02417,

g) 13<X<15
P13 < X < 15)=P(05<Z<15)= 024173 _ 24.17%
(darea(0 a 15) - drea(0 a 05)) o (cgrande (1,5) - c.grande(0,5)) o
(c.chica(0.5) - c.chica(1,5)) o (1 - c.chica(1,5) - c.grande(0,5)) o (0.5 -
drea(0 a 0,5) - c.chica(15))
La probabilidad de que la variable X tome valores entre 13 y 15 es de
02417,

h) 11<X<13
P11 <« X< 13)=P(-05<Z<05)=- 019146 - 19 15%
(drea central (0,5)) o (drea(0 a 0,5).2) o (1 - c.chica(0,5) - c.chica(0,5))
La probabilidad de gue la variable X tome valores entre 11 y 13 es de
01915,
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i) Percentil 23
Zpoz =-074 = Pog=Xpo3=2zZps.0+u=-074.2+12 =10, 52 unidades
E/ 23% de los valores de la variable X son iguales o menores a 10,52 uni-
dades y el 777% restante son iguales o mayores a 10,52 unidades.

J)  Percentil 67
Zps7 = * 0,44 = P57-'X,057-'Z,057.U+,u =+ 0,44 2+12= 12,88 unidades
E/ 677% de los valores de la variable X son iguales o menores a 12,88 uni-
dades y el 337% restante son iguales o mayores a 12,88 unidades.

k) Entre qué valores se encuentra el 50% de la poblacién alrededor de la
media.
Zac (50%) =10,67 = 21 = Zye oy 0+ =-067.2+ 12 = 10,66 unidades

= 227 Zpo o) 0+ U =+067.2+12 = 13,34 unidades
El 507 de los valores de la variable X alrededor de la media, se encuen-
tra entre 10,66 y 13,34 unidades.
4. SeaX~N(20,4). Calcular:

a) P(X>22)
P(X»>22)=P(Z>1)=0,15866 - 1587%
La probabilidad de gue la variable X tome valores mayores a 22 es de
0,15866.

b) P(X>18)5)
P(X > 185)=P(Z>-075)= 077337 - 77,34 %
La probabilidad de gue la variable X tome valores mayores a 18,5 es de
0,7734.

c) P(X<19)
P(X < 19)=P(Z<-05)= 0,30854 - 30,85%
La probabilidad de que la variable X tome valores menores a 19 es de
0,30854.

d) P(X<226)
P(X <«<226)-P(Z<13)= 090320 - 90,32%
La probabilidad de que la variable X tome valores menores a 22,6 es de
0,9032.

e) P(19<«X<23)
P(19 « X < 23)=P(-05<Z<15)= 0,62465 - 62,47%
La probabilidad de gue la variable X tome valores entre 19 y 23 es de
0,62465.

f) P(17<X<195)
P17 « X < 195)=P(-15<Z<-025)= 0,33448 - 33,45%
La probabilidad de gue la variable X tome valores entre 17 y 19,5 es de
0,33448.
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g) Percentil 82
2Zpgp = * 0,92 = sz = Xpgz = Zpg2.O + U = + 0,92. 2+20-= 21, 84 unidades
E/ 82% de los valores de la variable X son iguales o menores a 21,84 uni-
dades y el 18% restante son iguales o mayores a 21,84 unidades.

h) Percentil 16
2Zpig = - 0,99 = P15 = Xpig = Zp1s. O + U = - 0,99. 2+20-= 18, 02 unidades
£l 16 % de los valores de la variable X son iguales o menores a 18,02 uni-
dades y el 847% restante son iguales o mayores a 18,02 unidades.

i)  Entre qué valores se encuentra el 80% de la poblacién alrededor de la
media.
Zacgoz) =+ 1,28 = 21 = Zyeon). O+ =-128.2+ 20 = 17,44 unidades

= Z2= Zycpoy). O+ =+128. 2+ 20 = 22,56 unidades

El 807 de los valores de la variable X alrededor de la media, se encuen-
tra entre 17,44 y 22,56 unidades.

5. Suponiendo que el promedio obtenido en el examen de ingreso a una facultad
es de 7,5 con un desvio de 1,3 y que las notas de los estudiantes se distribuyen
normalmente, ¢cudl es la nota minima aprobatoria si sélo pueden entrar el 70%
de los alumnos que rindieron?

X: "Nota obtenida por los alumnos en el examen de ingreso”

X ONormal (u=75,0=13)

La minima nota para aprobar serd aquella que deje por encima de ella al 70% de
los alumnos, por lo que esta nota corresponde al valor del percentil 30.

Zp30 = - 0,52 = P30—'Xp30—'z,o30. g+ Uu=- 0,52. ],3+ 7,5—' 6,324

La nota minima para aprobar el examen es 6,824.

6. La vida media de un motor eléctrico es de 6 afios con una desviacién estdandar
de 2 afios. Si la vida de un motor tal puede tratarse como una variable normal y
si el motor estd garantizado, ¢durante cudnto tiempo debiera ser vdlida la ga-
rantia para que no mds del 15% de los motores fallen antes de la expiracion de
la ésta?

X: "Tiempo de vida de un motor eléctrico”

X ONormal (u=6,0=2)

La garantia deberia ser vdlida durante los primeros meses o afios de vida de/
motor, por lo que la garantia estaria representada por el valor del percentil 15,
que deja por debajo de €/ al 157% de los motores que menos duraron.

25 =-104 = Pis=Xpis=2zp5. o+ =-104.2+6 =3 92 afios

La garantia no debe exceder los 3,92 afios para que no mds del 157 de los mo-
tores fallen antes de que expire la garantia.

7. Una persona viaja diariamente en automévil de su casa a la oficina y ha encon-
trado que el tiempo empleado en el viaje corresponde a una distribucién normal
1 = 35,5 minutos y o = 3,11 minutos. Si sale de su casa todos los dias a las 8:20
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y debe estar en su oficina a las 9:00, ¢cudntos dias al afio espera llegar tarde?
Supénganse 240 viajes anuales.

X: "Cantidad de dias que llegard tarde a su trabajo en 240 vigjes anuales”

X OBinomial (n = 240, p)

cCudntos dias al afio espera llegar tarde si realiza 240 viajes anuales?

La respuesta se daria al calcular el valor de la esperanza matemdtica:

E(X) = n.p, pero no conocemos el valor de p...

E/ valor de p es el de la probabilidad de que llegue tarde.

Llegard tarde cuando demore mds de 40 minutos.

Si T es el tiempo empleado en llegar al trabajo y se distribuye normalmente
con u = 35,5 minutos y o = 3,11 minutos, entonces, la probabilidad de gue llegue
tarde es P(T > 40) = P(Z > 1,45) = 0,07353.

Entonces

X: "Cantidad de dias que llegard tarde a su trabajo en 240 vigjes anuales”

X [JBinomial (n = 240, p = 0,07353)

y el valor de la esperanza serd:

U= EX)=n.p=240.007353 = 17,6472 dias

Espera llegar tarde entre 17 y 18 dias al afio. (IMejor que se levante mds tem-
prano!)

8. Sila probabilidad de que un tirador acierte a un blanco es de 1/3 y si dispara
12 tiros, ¢cudl es la probabilidad de que acierte por lo menos en 6 de ellos? Re-
suelva por distribucion binomial y por aproximacién a la normal. Compare los
resultados obtenidos.

X : "Cantidad de aciertos”

X [J Binomial (n =12, p = 1/3)

PX26)=-1-F5)-1-08223-0,1777 - 17,77%

Nota: Se indica con F(5) a la suma de las probabilidades puntuales para los valores de X de O a

5, es decir, F(5) = F(0) + f(1) + F(2) + A(3) + f(4) + F(B), donde f(x) = C, . p*.q ™. Por ejemplo,
3)=Cpzs5.(1/3) 3 (2/3)%3 = 0211952
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No es el caso ideal para aproximar de binomial a normal porgue n.p = 4 < 5, aun-
que n.g = 8 > 5, pero si aun asi realizamos la aproximacion como pide el proble-

ma, sabemos que:

> - X+x05-np
Jn.p.g

u=n.p=12.1/3=-4

F=n.p.g=12.1/3.2/3-8/3 = o = 1633

Entonces

X0 Binomial (n=12;p=1/3) - N@Wu=4,0=1633)

- N(@,1) cuando n - o

PX > 6) = PZ> %3‘4 )= P(Z>092)=0,17879 — 17,88%
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La probabilidad de gue la cantidad de aciertos sea mayor o igual gue seis es de
0,1777, segtin el cdlculo binomial y es de 0,1788, calculdndolo por aproximacion
a la curva normal.

9. Supdngase que el 5% de los individuos vacunados contra la gripe presentan se-
rias reacciones. Empleando la aproximacién normal calcule la probabilidad de
que mds del 8% de 200 individuos vacunados presente dichas reacciones.

X : "Cantidad de individuos vacunados que presentan serias reacciones”
X [J Binomial (n = 200, p = 0,05) - Poisson (A =n.p=200. 0,05 = 10)

(Mds del 8% de 200 individuos vacunados equivalen a mds de 16 individuos vacunados que pre-
sentan serias reacciones)

Lo podemos resolver aproximando la distribucion binomial a la de Poisson
PX = 16)=PX=16)+P(X=17)+ .. +PX=200)-=
=1-PX<16)=1-PXs15)=1-(PX=0)+P(X=1)+..+PX=15))

Pero ..., sabemos que Z = X i\/a/];5 A N(@©,1) cuando n - o
155 - 10

entonces ... P(X =2 16) = P(Z > )=PZ>2174)=0,04093 - 4,09%

V10
La probabilidad de que mds del 8% de 200 indlividuos vacunados presenten se-
rias reacciones es del 4,097%.

10. Siel 20% de los conductores de automéviles en cierta ciudad tienen por lo me-
nos un accidente durante un afio de manejo, ¢cudl es la probabilidad de que el
porcentaje para 200 clientes de una compafiia de seguros en esa ciudad iguale
o exceda al 25% durante el afio préximo?

X: "Cantidad de conductores que tienen por lo menos un accidente en un afio de
manejo”

X [0 Binomial (n = 200, p = 0,20)

(Que iguale o exceda el 25% de 200 clientes asequrados equivale a gue 50 o mds de 50 clientes
tengan por lo menos un accidente)

PX = 50)=P(X=50)+P(X=51)+ .. +P(X=200)-=
=1-PX<50)=1-P(X<49)=1-(PX=0)+P(X=1)+.+P(X=49))
Xx05-np
Vn.pq
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Pero ..., sabemos gue Z = - N(@©1) cuando n - oo

u=n.p=200.020=40
o =n.p.g=200.020.080=32 = o=5657

entonces ... P(X > 50) = P(Z > % )=P(Z>168)=0,04648 — 4 65%

La probabilidad de que la cantidad de clientes que tengan por lo menos un acci-
dente en el proximo afio, iguale o exceda el 25% de los 200 clientes asegura-
dos es del 4,65%.
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11. El tiempo de trabajo sin falla de un elemento estd distribuido por la ley expo-
nencial f(+)=0,01 . exp(-0,01.t) donde t es el tiempo en horas. Halle la probabi-
lidad de que el elemento trabaje sin fallas por lo menos 100 horas.

X : "Tiempo de trabajo sin falla de un elemento”
X0 Expaﬂenc'/a// A =001)

AT > 100) - jooz exp(-0,011) dt = 0,01 . jexp(oozf)dr_

100 © gl

= 001/-0,0). (e =1, (i -ij.— c'-03679 _ 36,79%
e e

Usando la funcion de distribucion acumulada, sabemos gue:
P(T=t)=1-Ft)=1-(1-exp(-0,011))=exp(-0,0L1)

AT 2 100) = 1- F(100) = exp(-0,01 . 100) = exp(-1) = 0,3679 - 36,79%

La probabilidad de que el elemento trabaje sin fallas por lo menos 100 horas es
de 0,3679.

12. El tiempo, en minutos, que se tarda en atender a un individuo en un banco es
una variable aleatoria exponencial con un valor medio de 4. (Cudl es la probabi-
lidad de que una persona sea atendida en menos de tres minutos, en al menos 4
de los 5 dias hdbiles de la semana? ¢Qué supuestos realiza?

T : "Tiempo que se tarda en atender a un cliente en un banco”
u=1/x =4 minutos = A =%
T [J Exponencial (A = #)
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La funcion de distribucion acumulada para la variable exponencial es:
F(t)=1-¢e""

AT<3min)=F3)=1-&"3= 05276 - 5276%

S/ se supone que el trabajo de cada uno de los dias es independiente, el pro-
blema se reduce a calcular la probabilidad de encontrar 4 o mds "éxitos” en un
total de 5, es decir, aparece una variable aleatoria binomial X.

X: "Cantidad de dlias en la que las personas son atendidas en menos de tres mi-
nutos”, donde n =5y p = 05276, que es la probabilidad de éxito.

5 5
P(X = 4 dias) = f(4) + 1(5) _—( 4] 05276% 047247 + ( 5] 0.5276° 04724 =
= 01830+ 0,041=0.2240 - 22.40%

La probabilidad de gue una persona sea atendida en menos de tres minutos, en
al menos 4 de los 5 dias hdbiles de la semana es de 0,2240.
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13. Supdngase que el intervalo de tiempo necesario para efectuar una comproba-
cion periédica de mantenimiento, de acuerdo a la experiencia, en un dictdfono,
sigue una distribucién gagmma cona = 3 y B = 2 (minutos).

X : "Tiempo necesario para efectuar una comprobacion de mantenimiento”
X[ Gamma(a=3,B8=2)
a) Calcule la probabilidad de que se efectte la comprobacién en menos de 5

minutos.
P(T < 5 min) 'F(5)—‘(,00/” EXCEL)0,4562 - 45,62%
1 1 X 7 -1 /2
AT < 5 min) = I,B/'( po X dx = 123/'(3)’\;'6 dx
7 -x/2
e j/\; e dx =

Integrando por partes, haciendo:

u=X = du=z2xdx

dv=edx= v=e?/(-1/2)=-2 ¢
y ap//'cana’o wv-/v.du

* 5 {Xz (-2).e*? |,

5

5
- [ -2e% 2xdx }:

0
‘5

- 1 -x/2
= B {)(2 (-Z).e

+4. j e’ xdx }
Integrando nuevamente por partes, haciendo:
usx= du-=dx

dv=ePdx= v=e"?/(-1/2)= -2 &7

y aplicando nuevamente u.v - /'v.du

= ]]6 { -50/e°7 - 0/&° +4{X(2)6X/2

_1
16

_1
16

= 0456186884 - 45,62%
La probabilidad de que se efectie la comprobacion en menos de 5 minu-
tos es de 0,4562.

b) El gerente técnico contrata una empresa externa para realizar el mante-
himiento y se observa que demoran 20 minutos para revisar un dictdfono.
¢Conviene que el trabajo lo realice esta empresa?

La media y la varianza del tiempo de mantenimiento (de acuerdo a la ex-
periencia) son:

2 5

‘ -] -2e.ax } }:
o

{ -50/&7% -0+ 4. {-]0/e5/2 -0/%+2.(-2) (e ”-

{ -50/°% -0+ 4. {-]0/e5/2 -0-4 (177 - 1/°) ”
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U=ap=3.2minutos = 6 minutos
& =aff = 3. 4 minutos’ = 12 minutos* = o = 3,46 minutos
La desviacion observada (X - 1) = 20 min - 6 min = 14 minutos

£/ diferencial de probabilidad :
P(X = 20) = 1(20) = (por EXCEL) 0,001134998
yP(X214) = (por EXCEL) 0,029636164

Notese que esta probabilidad se basa en la hijpdtesis de que la distribu-
cion de los tiempos de mantenimiento no han variado de la experiencia an-
terior, entonces, al observar que P(X = 20) es pequefia, se concluye que, o
bien la empresa externa ha generado un tiempo grande de mantenimiento
que se presenta con pocas probabilidades, o bien, es mds lento que sus
predecesores. Al notar la baja probabilidad de P(X = 14), uno se inclinaria
por mantener al propio personal y no contratar a la empresa externa.

14. Los ingresos anuales de los ingenieros de determinada industria siguen aproxi-
madamente una distribucién gamma con a = 600 y B = 50.

X : "Ingresos anuales de los ingenieros de determinada industria”

X [0 Gamma (a = 600 y [ =50)

a) Calcule el promedio y la varianza de tales ingresos.
u=apB=600.50-$30.000
o =af =600.2500=1.500.000 = o=$1224,74
Los ingresos medios son de $30.000 con una desviacion estdndar de
$1224,74.

b) <¢Cree usted que hay muchos ingenieros de esta industria cuyos ingresos
anuales sean mayores que $ 35.000?
P(X = 35000) = (por EXCEL) 0,0000503522
Luego, podemos decir que no hay muchos ingenieros de esta industria cu-
yos ingresos anuales sean mayores a $35.000.

15. Un distribuidor mayorista de combustible tiene tanques de almacenamiento
con un aprovisionamiento fijo. Los tanques se llenan cada lunes. Para el mayo-
rista es interesante la proporcién de este volumen que se vende durante la se-
mana. Durante muchas semanas se ha observado que esa proporcién se modela
muy bien con una distribucién beta estdndar cona=4 y B=2.

X : "Proporcion de combustible que se vende por semana”

X [J Beta estdndar (a =4 y B=2)

a) <¢Serd muy probable que el mayorista venda por lo menos el 90% de su ca-
pacidad en una semana determinada?
P(X 2 0,9) = (por EXCEL) 0,08146
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I ré4+2 3 3 5
Px209)- ] LOX2 1 xPlae=[ 2o P (1-x)dx =
09 F(A)r) 09 311/
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16.

7

5
09 5 09

=20 E (I -09) - é.{ﬁ _0%) }.— 0,08146

X4

4

=20 (C-x*)ax = 20. H

Luego, podemos decir que no es muy probable que se venda el 90% del
suministro en una semana determinada.

b) Calcule el valor esperado y la desviacién estdandar de la proporcion de
combustible vendido.

a 4 2
= = -—=067
K= avp 4+2 377
a.p 4.2

lavpri)arpy @rzpavzy 0PV = 001752

La proporcion media de combustible vendido es de 0,67, con una desvia-
cion estdndar de 0,1782.
Los errores de medicién del tiempo de llegada de un frente de onda que parte
de una fuente aclstica se pueden modelar mediante una distribucion beta
estdndar cona =1 y (=2, con mediciones en microsegundos.
X : "Errores de medicion del tiempo de llegada de un frente de onda”
X [] Beta estdndar (a =1 y B=2)
a) Calcule la probabilidad de que esos errores de medicion sean menores que
0,5 microsegundos.
P(X < 0,5)= (por EXCEL) 0,75

_%ra+2) 11, p1 g %Y 2 : -
P(X < 0,5) = £ /_(])/_(2).,\/ (1-xF a’x-g 0./.7./'XO' (1-x) dx

05 05
-2 T (1) dx = ZKX—] (X—Z }.— 2.{ ©05-0) -1 05 -7 }
0 1|, 2|, 2
=0,75
La probabilidad de gue los valores sean menores que 0,5 microsegundos
esde0,75.
b) Calcule el valor esperado y la desviacién estdndar de estas mediciones de
error.
U= a 1 _I. 0,33...microsegundos
a+p 1+2 3 777

_ a.p _ 1.2
C(a+Brl)(a+B) T (A+2+1)(1+2)F
= o= 0,2357 microsegundos
Las mediciones de error tienen una media de 0,33 microsequndos con una
desviacion estdndar de 0,2357 microsegundos.

=0055. =
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17. La vida de servicio durante la que un determinado tipo de mdquina funciona
dentro de sus especificaciones sigue una distribucién de Weibull con pardme-
trosa =2 y B =7 (mediciones en miles de horas).

X : "Tiempo de vida (en miles de horas) de un determinado tipo de mdquina”

X O Weibull(a=2 y f=7)

a) Calcule la probabilidad de que una de estas mdquinas, que se ha de insta-
lar en un sistema, trabaje en forma correcta durante mds de 10.000
horas.

La expresion de la funcion de distribucion acumulada es:

F(x) = 1-exp[-(x/B)°)]

PX > 10)= 1-P(Xs10)=1-F10)=1-(1-exp(-((x/B)f)) =

=exp (-((x/7)%)) = exp (-((10/7))) = 0,1299

La probabilidad de gque una de estas mdquinas, que se ha de instalar en un
sistema, trabaje en forma correcta durante mds de 10.000 horas, es de
0, 1299,

b) Calcule el valor esperado y la desviacidn estdndar de la vida de servicio de
estas mdquinas.

U= B.rd+a’)=7r(1+2)=7.r1+4)=7.r(3/2)=7 %.1(¢) =
=7 £ \Jn=6,2036 miles de horas
F=F(rd+2a)-[r+a’)]p=7(r@+22°)-[rd+2)]%-=
=49.{1(2)-[T(1+2)]}=49.{T (2)- [T (3/2)]°} =

=49 {1 - [£1(2)]°} = 49. {1/ - [#11 ]°} = 10,5155 (miles de horas) =
= 0= 3 2428 miles de horas

La vida media de servicio de estas madquinas es de 6,2036 miles de horas
con una desviacion estdandar de 3,2428 miles de horas.

18. La vida de fatiga, en cientos de horas, de determinado tipo de rodamientos
tiene una distribucién de Weibull con pardmetrosa=4 y B = 2.

X: "Tiempo de fatiga (en cientos de horas) de un tjpo de rodamiento”

X O Weibull (=4 y B=2)

a) Calcule la probabilidad de que un rodamiento de este tipo tenga averia en
menos de 200 horas.

La expresion de la funcion de distribucion acumulada es:

Fx) = 1 - expl-(/B) )]

Se pide la probabilidad para 200 horas, pero la variable estd dada en
"cientos de horas”, entonces nuestra variable tomard el valor 2 (2 cientos
de horas = 200 horas)

PIX < 2)= F(2)=1-exp(-(x/BF)) = 1 - exp (-((x/2)%)) =

=1-exp (<((2/2)%)=1-03679-0,6321

La probabilidad de gue de gue un rodamiento de este tipo tenga averia en
menos de 200 horas, es de 06321,
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b) Calcule el valor esperado y la desviacién estdndar de la vida de fatiga de
esos rodamientos.
u=B.rd+a’)z=2.r(@+4)=2.r1+#=2.r(6/4)=2. *.r(¥ =
=2.#.36256 = 1,8128 cientos de horas
F=FAr(1+2a)-[T(1+a’)]?}=2 (r(1+24)-[1(1+47)]%)=
=4 AT (1+3)- [T A+ ]} =4A{T (3/2)- [T (5/4)]%} =
=4.{F . 1(3)-[#.M(F)]%}=4.(3 In-[}.3,6256]°) =
= 0,2587 (cientos de horasf = o = 0,5086 cientos de horas
La vida media de fatiga de los rodamientos es de 1,8128 cientos de horas
con una desviacion estdndar de 0,5086 cientos de horas.

19. La representacion grafica de t para 9 grados de libertad es la siguiente, Halle

el valor de t; para el cual:

.

-t 0 +11

a) el drea sombreada a la derecha es 0,05
foos. 9=+ 1,833

b) el drea total sombreada es 0,05
tooes. 9= 2 2,262

c) el drea total sin sombrear es de 0,99
tooos: 9 =+ 3,250

d) el drea sombreada a la izquierda es de 0,01
toor, 9= - 2,821

e) eldreaalaizquierdade t;es 0,90
tow: 9=+ 1,383

20. La figura muestra el grdfico de la distribucién x* con 5 grados de libertad,
halle los valores de x*para los que:

"
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=
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a) el drea sombreada a la derecha es 0,05
Xoos 5=+ 11,070
b) el drea total sombreada es 0,05
Xosrs: 5=+ 0,831 y Xoozs: 5=+ 12,832
¢) el drea derecha sombreada es 0,01
Xoooi: 5=+ 15,086
d) el drea sombreada a la izquierda es 0,01
X099 5=+ 0,554
21. La figura muestra el gréfico de la distribucién x? con 2 grados de libertad.
Halle los valores de X? para los que:

a) el drea sombreada a la derecha es 0,025.
Xo0025 2=+ 7,378
b) el drea total sombreada es 0,1.
Xo9s: 2=+ 0,103 y Xoos: 2=+ 5,991
¢) el drea derecha sombreada es de 0,01.
Xoor 2=+ 9,210
d) el drea sombreada a la izquierda es de 0,01.
Xoss 2= + 0,020
22. Halle los valores criticos de x° para los cuales el drea en la cola derecha de la
distribucién sea 0,05 si el nimero de grados de libertad es:

"
IS
S 8
o 3
= =
D £
E o
o ©
ya)

a) 15

Xoos: 15 + 24,996
b) 21

X005 21= + 32,671
c) 60

Xo005.60= + 79,082
23. Halle los valores criticos de x* para los cuales el drea en la cola izquierda de la
distribucidn sea 0,01 si el ndmero de grados de libertad es:

a) 1
X099 1=+ 0,000
b) 8
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X099, 5=+ 1,646
24

c)

X0s99: 24 = + 10,856
d) 60

X099: 60 =+ 37,485
e) 80

X099: 80 = + 53,540
f) 100

X099: 100 = + 70,065
24. Calcular, usando la tabla:

a) Foos,7,30

Foos,7,30 =+ 2,334
b) Foot1,12,20

Foor,12,20 =+ 3,231
¢) Foo5,1005

Foos, 1005 =+ 4,405
d) Foo1,250,325

F ooz, 250 325 = + 1,000
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