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3.4: DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONJUNTAS

Hasta ahora el estudio se ha referido a variables restringidas a espacios mues-
trales unidimensionales en los que se registran los resultados de un experimento
como valores que tfoma una sola variable aleatoria. Sin embargo, en algunas situa-
ciones serd necesario registrar los resultados de dos (o mds) variables aleatorias
definidas en espacios muestrales bidimensionales (o superiores)

Si X'e Y son dos variables aleatorias discretas, la funcion A x,y) es la distribucién
de probabilidad para sus ocurrencias simultdneas para cualquier par de valores
(x,y) dentro del rango de definicién de las variables. Asi a Ax,y) se la llama dis-
tribucion de probabilidad conjunta de Xe ¥

Definicion de distribucion de probabilidad conjunta discreta

Sean X'e Y dos variables aleatorias discretas, Ax,y) = AX = x ,¥ = y) se lla-
mard funcion distribucion de probabilidad conjunta (o funcién masa de probabi-
lidad de las variables X'e ¥) a la probabilidad de que ocurran los resultados xey
al mismo tiempo si satisface las siguientes propiedades’:

1. f(x,y)=0 para todo valor x de X'y para todo y de ¥
2. 3 > flx,y)=1
Xy

Como consecuencia, para cualquier regién A en el plano xy,

P[(X,Y)OA] = Z:Zf(x,y)

Ejemplo 1
En una caja de bolas de billar se encuentran tres azules, dos rojas y tres verdes.

Se definen las cantidades que se extraen X'e ¥ como "Cantidad de bolas azules” y
"Cantidad de bolas rojas”, respectivamente. Si se seleccionan al azar dos bolas,
determinar:
a) La funcién distribucion de probabilidad conjunta
X: "Cantidad de bolas azules que se extraen” x:0,1,2,3
Y. "Cantidad de bolas rojas que se extraen” y:0,1,2

G '

E: Se extraen al azar dos bolas de la caja.

! Estas propiedades son, por supuesto, andlogas al caso unidimensional.
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b)

Asi, los pares ordenados (0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1) y (2,0) son los posibles
valores que pueden tomar conjuntamente X e Y. Necesitamos encontrar una
expresion para f(x) que permita calcular cada una de las probabilidades para
los pares ordenados.

L)
‘

La cantidad de formas en que dos bolas pueden extraerse de entre 8 se

fx,y

expresa mediante el ndmero combinatorio ( j,‘asi obtenemos la totalidad de

2
resultados del espacio muestral, #). La cantidad de formas en que x bolas

3
azules pueden obtenerse de las 3 que hay en la caja es [x] donde x sabemos

que toma los valores de O a 3. La cantidad de formas en que y bolas rojas

2
pueden obtenerse de las 2 que hay en la caja es [y) donde sabemos que y

toma los valores de O a 2. Dado que se extraen dos bolas al azar y que en la

caja hay también bolas verdes, (2 jexpr'esa la cantidad de formas en

que se pueden extraer bolas verdes cuando en alguna de las dos extracciones
(o en ambas) no salié ninguna azul o roja. Ahora podemos armar la siguiente
tabla:

X Total
f(x.y) o 1 >
0 3/28 9/28 3/28 15/28
y 1 6/28 6/28 12/28
2 1/28 1/28
Total 10/28 15/28 3/28 1

Puede verse que no hay valores para los pares ordenados (1,2), (2,1) y (2,2)
debido a que a lo sumo pueden sacarse dos bolas. La suma fotal, o gran total,
es igual a uno, cumpliendo asi con la propiedad (2).

Si A={(x,y)/x+y<2}

P[(X.Y) O A]=P( X+Y<2) = f(0,0)+ f(0,1)+ f(1,0) =

=3/28 +6/28 + 9/28 = 18/28 = 9/14

La representacién de f(x,y) es una grdfica de puntos de probabilidad en el es-
pacio de tres dimensiones, cuyo dominio estd en el plano xy como puede verse
en la siguiente figura:
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Definicion de distribucion de probabilidad conjunta discreta

Sean X'e Y dos variables aleatorias continuas, se llamard Ax,y) funcion distribu-
cion de probabilidad conjunta (o funcién densidad de probabilidad de las varia-
bles X'e ¥) a la probabilidad de que ocurran los resultados x e y al mismo tiempo
si satisface las siguientes propiedades®:
1. f(x,y)=0 para todo (x, y)

2. Ii fw f(x,y)dxdy =1

Como consecuencia, para cualquier region A en el plano xy,
P[(X,Y) D A] = [[ f(x, y)dxdy
A

Cuando X'e Y son variables aleatorias continuas, la funcién de densidad A x,y) es
una superficie sobre el plano xy y P[(X,Y) 0 A]es igual al volumen del cilindro recto
delimitado por la base A y la superficie®.

Ejemplo 2

Sea Xel tiempo, en segundos, de reaccién frente a la presencia de cierto catali-

zador e Y la temperatura (en °F) a la que la reaccién comienza a suceder, y su

funcién densidad conjunta es:
4xy O<x<1 O<y<l

f(x.y) = {

0 en cualquier ofro caso

a) Compruebe la propiedad (2)

2 Tgual que en el caso unidimensional continuo, ahora f(x,y) no es una probabilidad

3 Recordando que la integral doble se interpreta como el volumen del cuerpo acotado por el plano xy y por la superficie z =
f(x.y), entonces la propiedad (2) es, en realidad, el volumen acotado por el plano xy y dicha superficie y es igual a 1 uni-
dad de volumen.
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La siguiente figura muestra la superficie z = f(x,y) que es 4xy. De acuerdo a
la propiedad (2), el volumen encerrado por ella y el plano xy para 0<x<1 e O<y<1
debe ser igual a 1.

1
0

2
j; j; 4xydxdy = 4[;%

b) Encuentre e interprete P(O <X< 11 Y < 1}

11 1) 1/zp/2 B 1/2)(21/2 1,
P(O<X<E,Z<Y<Ej— jO 4XYdXdy—4jo ?O dy—4gj;/4dy—

1/4

a1y :41[14) _3

82|, 88 32 64
La interpretacién de este resultado es: “La probabilidad de que el tiempo de
reaccion con el catalizador esté entre O y la mitad del tiempo total (en

segundos) y la temperatura esté entre un cuarto y la mitad de la temperatura
total es 3/64"

Distribuciones marginales de probabilidad

Aun cuando estemos analizando simultdneamente X e Y, es posible seguir conside-
rando las distribuciones de probabilidad de cada una de ellas individualmente. Asi,
dada la distribucién de probabilidad conjunta f(x,y) , la distribucién de probabili-
dad de X considerada individualmente se obtiene al sumar f(x,y) sobre los valores
de Y. Igualmente, la distribucion de probabilidad de Y considerada individualmen-
te se obtiene al sumar f(x,y) sobre los valores de X (como ilustracion, ver del
ejemplo 1). Puede observarse que las sumas asi obtenidas son las probabilidades
para los distintos valores de x e y, respectivamente. Estas probabilidades suma-
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das dan 1, como corresponde a toda distribucion de probabilidad de cualquier va-
riable aleatoria; y por encontrarse estos valores en los mdrgenes de la tabla (de
distribucion de probabilidades conjuntas para dos variables discretas) reciben el
nombre de distribuciones de probabilidad marginales.

Sean X'e Y dos variables aleatorias, sus distribuciones de probabilidad margina-
les son:

g(x) = Zf(x,y) y h(y)= Zf(x,y) para el caso discretoy
Y X

gx)=[ f(xy)dy y h(y)=[ f(xy)dx para el caso continuo®.

Ejemplo 3

Compruebe que los totales de las columnas y filas de la tabla A x,y) del ejemplo 1
son las distribuciones marginales de Xe V.
Para X, de acuerdo con la definicidn

Y — )= S _ 6 1 _10
9(0)—P(X—0)—§f(O,y)—f(O,O)+f(O,1)+f(02)-2—8 25+38 " 28
_ L6 _15

g() =P(X=1) = Ef(ly) f(LO)+f(L1) +f(1,2) = 28 *o8 2

g9(2)=P(X=2) = Zf(Z,y) =f(2,0) +f(21) +f(2,2) = g

Y estos son los valores de las filas en el margen de la tabla de A x.y). Para Y, de
acuerdo con la definicién

9 3 _15

h(0) =P(Y = 0) = E,f(xo) £(0,0) + £(1,0) + £(2,0) = 28 + o525 = 28
6 _12
h(t)=P(Y =1) = Ef(xl) f(01)+f(11)+f(21)_—28+_28__28

h(2) =P(Y =2) = Zf(x,z) =f(0,2) +f(1,2) +f(2,2) = %

Y estos son los valores de las columnas en el margen de la tabla f(x,y). En forma
tabular, las distribuciones marginales se presentan:
X 0 1 2
g(x) | 10/28 15/28 3/28
y 0 1 2
h(x) | 16/28 12/28 1/28
Se observa que, siendo g(x) y h(y) distribuciones de probabilidad, cumplen con

29(x)=1y Zh(y)-1.

# Cuando las variables son continuas, las sumatorias se reemplazan por integrales. En este caso, no es posible determinar
las probabilidades para los valores individuales de las variables y esto conlleva no poder construir una tabla. Sin embargo,
se mantiene el nombre de "marginal”.
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Ejemplo 4
Encuentre las distribuciones marginales de la funcion densidad conjunta del
ejemplo 2.
De acuerdo con la definicion
1
_ o fody = ax Y|~
g(x) = jo 4xydy = 4x_[o ydy = 4x?0 =2x O<x<1
1 1 X2 !
h(y) = |, 4xydx = 4y | xdx = 4y?O =2y O<y<l
Expresadas como funciones por intervalos
2x, 0O<x<l1 2y, O<y<l
g(x) = : h(y) = :
0, en cualquier otro caso 0, en cualquier otro caso

Se verifica que g(x) y A(y) son funciones de densidad de probabilidad.

1 1
[1g()dx = [[2xdx = 2[ xdx = 2"72 =1 [h(y)dy = [[2ydy =2['ydy = oY
0

=1
2

0

En general
[ g0qdx = [ [ f(xy)dxdy =1
Pla<X <b)=P(a<X<b,~w<Y<w)=["[" f(xy)dydx = g(x)dx

Distribuciones condicionales de probabilidad

Recordemos que en la UT-2 se definié a la probabilidad para eventos condiciona-
dos de la siguiente manera:

P(ANB)

P(A/B) = P@)

P(A) >0

Como el valor x de X es un evento que representa un subconjunto de [, entonces
Ay Bson ahora eventos definidos por X'= xe Y= y, respectivamente. Entonces

PX=xY=y) _f(xy)

P(X=x/Y =y) = oY) - hey) h(y) >0
_ _ oy PX=xY=y)_f(xy)
P(Y=y/X=x) = POX = ) = 300 g(x)>0

donde X'e Yson variables discretas. Debe notarse que Ax,y)/A(y) es una funcién
de x con y fija. Igualmente, Ax,y)/g(x) es una funcion de y con x fija. Ambas sa-
tisfacen todas las propiedades de una distribucion de probabilidad. Esto también
es vdlido para cuando Ax.y), g(x) y A(y) son las distribuciones conjunta y margina-
les de variables continuas. Diremos entonces que:
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Siendo X'e Y dos variables aleatorias, discretas o continuas, la distribucion con-
dicional de probabilidad de la variable X, dado que ¥ toma un valor y (o un
intervalo c<Y<«d) es:

Fx/y )-ff\(—z) h(y) >0

De manera andloga, la distribucion condicional de probabilidad de la variable ¥,
dado que X toma un valor x (o un intervalo a<X<b) es:

Fly/x) = % 9(x) >0

Ejemplo 5
Determine la distribucion condicional de ¥ del ejemplo 2 y luego utilicela para de-

terminar AY'=1/X=1) e interprete el resultado.
De acuerdo a la definicién:

f(y/x) = fix.y) ,entonces f(y/1) = fily)

g(x) g(1)
Del ejemplo 3
6 _15
g(1)=P(X=1) = yZof(ly) £(1,0) + f(1,1) + f(1,2) = 28 * 5 =g
Por lo tanto,
f(Ly) _
f(y /)——15/28 1 f(1 y) y=01.2
Entonces:
289 _9 _3
f(O/l)__f(lo) 1528 15 5
286 _6_2
f(m)__f(“) 15 28 15 5

f(2/1)——f(2 1) = —o 0

y la dus‘rr'lbuaon COHdICIOhGI de ¥Ydado que X'=1les
y | o 1 2
f(y/1)|3/5 2/5 0

Por dltimo P(Y = 1/X = 1) = f(1/1)=2/5. Este resultado se entiende como "la proba-
bilidad de extraer al azar una bola roja si ya se ha extraido una azul es de 2/5"

Ejemplo 6
Determine P(1/2<Y/X=3/4) para el ejemplo 3 e interprete:
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g(x) = j; 4xydy =2x, 0O<x<1 (como ya se vio)

P(1/2 <Y/X = 3/4) =j11/242—’:<ydy, 0<x<10<y<1

P(1/2<Y/X=3/4)=[' 2ydy=2L2=y2],, =(1-7)=075

“La probabilidad de que la femperatura de reaccion supere el 50% de la tempera-
tura total que puede alcanzar cuando el tiempo alcanza el 75% del tiempo total es
de 0,75".

Note que en este cdlculo el valor x = 3/4 fue irrelevante y la probabilidad para Y
no dependi6 de X. El procedimiento se redujo a integrar h(y) [recordemos que
h(y) = 2y] entre los extremos correspondientes. Este resultado estad relacionado
con el siguiente punto.

Independencia estadistica

Si Ay/x) no depende de x, entonces Ay/x) = A(y). Andlogamente, si Ax/y) no de-
pende de y, entonces Ay/ x) = g(x)

Sean X e Y dos variables aleatorias, discretas o continuas, con distribucién de
probabilidad conjunta Ax,y) y distribuciones marginales g(x) y A(y), respectiva-
mente. Se dice que las variables aleatorias X' e ¥ son estadisticamente indepen-
dientes s/'y sdlo si Ax,y) = gX) . Ay)

Esto es, si la distribucidn de probabilidad conjunta es igual al producto de las dis-
tribuciones marginales, entonces Xe Y son estadisticamente independientes. Da-
do que es una doble implicacién, también ocurre que si las variables X'e ¥ son es-
tadisticamente independientes, entonces la distribucion de probabilidad conjunta
es igual al producto de las distribuciones marginales.

Se demostrard solamente la implicacidn a izquierda, es decir, si las variables Xe
Y son estadisticamente independientes, entonces la distribucién de probabilidad
conjunta es igual al producto de las distribuciones marginales.

Hipétesis:

f(x.y)
fly/x) = ——12, x)>0
(y/x) 9(x) g(x)
Xe Yson independientes.
Tesis

Ax.y) = AX)AY)

Demostracion

f(y/x)g(x) = f(x.y) [1], por Hipétesis
h(y) = J'_o; f(x,y)dx remplazando f(x,y) por [1]
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hy) = [~ f(x/y)g(x)dx
h(y) = f(x/y) rw g(x)dx dado que f(x/y) es independiente de y por Hipotesis
h(y) = f(x/y) porque fw g(x)dx =1

por ser distribucion de probabilidad

Finalmente, reemplazando en [1]
h(y)g(x) = f(x.y)

Andlogamente

Hipotesis:
f(x.y)

f(x/y) = , h(y)>0
(x/y) hey) (y)
Xe Yson independientes.

Tesis

f(x.y) = g(x)h(y)
Demostracidn

f(x/y)h(y) = f(x.y) [1], por Hipétesis

g(x) = J.: f(x,y)dy, reemplazando f(x,y) por [1]

a(x) = [ fly/x)h(y)dy,

g(x) = f(y/x)fw h(y)dy dado que f(y/x) es independiente de x por Hipétesis

g(x) = f(y/x) porque | h(y)dy =1
por ser distribucién de probabilidad

Finalmente, reemplazando en [1]
f(xy) = g(x)h(y)

Ejemplo 7
Demuestre que las variables X'e ¥ del ejemplo 3.4 son estadisticamente indepen-

dientes.
De acuerdo a la definicion X'e ¥'son independientes = f(x,y) = g(x)h(y)

Entonces, recordando que:
2x, 0O<x«<1 2y, O<y<l1

= h =
9(x) {O, en cualquier otro caso 2 {O, en cualquier otro caso
Luego g(x)h(y) =2x2y = 4xy = f(x,y) = X e Y sonindependientes

(Este resultado ya era esperado al analizar las conclusiones del ejemplo 6).
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Valor esperado de una distribucion conjunta de probabilidad

Se extiende el concepto de valor esperado de una funcién de una variable aleato-
ria al caso de dos variables X'e ¥ con distribucién de probabilidad conjunta A x,y)

Sean Xe Y variables aleatorias con funcion distribucién de probabilidad conjunta
Ax.y). El valor esperado de una funcion g(X,Y) es:

Hoocy) = Elg(x.y)] = > g(x.y)(x.y). siX e Y son discretas, y
Xy

Mooy = Elg(x.v)] = r; r; g(x.y)f(xy)dxdy, siXe Y son continuas

En particular, si g(X.Y) = X, enfonces

Moy, = E(X) = 2.2 xf(xy) =2 xg(x), siX e Y sondiscretas, y
Xy X
Moy, = EX) = [ [ xf(xy)dydx = [ xg(x)dx, siXeY son continuas

donde g(x) es la distribucion marginal de x. Un andlisis andlogo puede hacerse si
g(XY) =Y.

Boyy = E(Y) =2 D yf(xy) = 2 yh(y), siX e Y son discretas, y
Xy X
Uy = EOY) = [ [ yf(xy)dxdy = [ yh(y)dy,  siXe son continuas

donde A(y) es la distribucién marginal de y.

Sean X'e Y variables aleatorias con distribucién de probabilidad conjunta Ax.y).
La covarianza oxy de X e Y es:

Oy = ELX = )Y —1y)] = 203" (x = i)y -y ) (x.y), siX e Y son discretas, y
Xy

Oxy) = E[(X —p )Y - uy)] = fw fw (x —p )y -, )f(x,y)dxdy, siXeY soncontinuas

Férmula alternativa
Igual que en el caso unidimensional, es preferible en algunos casos trabajar con
una expresién mds cémoda. Esta es oy, = E(XY) - puu,

Demostracion.
Oxy) = E[(X —p (Y - Uy)] =

= fw fw (X = 1)y — By )f(x,y)dxdy = (por definicién)

Distribuciones conjuntas 10 Estadistica Técnica
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= J-_m J-_m (Xy — XUy —YHy * uxuy)f(x,y)dxdy = (aplicando propiedad distributiva)

= [ [ xyf(xy)dxdy =, [ [ xf(x.y)dxdy -
~Hx J.: .Eo yf(x.y)dxdy +u,u, fm fw f(x.y)dxdy =

=E(XY) - HyHy = HyHy + HyHy = (por definicién y recordando que |[* [ f(x,y)dxdy=1)
= E(Xy) ~ HyHx

La covarianza es la medida de la fuerza de la asociacién entre dos variables alea-

torias.

Analizando su signo se interpreta que:

e Sipxy>0, laasociacién es directa (a medida que crece X también lo hace Y)

e Sipxy<0, laasociacién es indirecta (a medida que crece X, ¥ decrece)

» Sipxy= 0, no existe asociacion entre las variables y son estadisticamente inde-
pendientes.

Recordemos que la covarianza es un nldmero que no estd acotado y puede ser posi-
tivo pero muy grande (o negativo pero muy grande, en valor absoluto), por lo que
no proporciona una medida eficaz del grado de asociacién entre las variables®.

Propiedades del valor esperado de dos (o mads) funciones de varia-
bles aleatorias

I. El valor esperado de la suma o diferencia de dos (o mads) funciones de variables
aleatorias X e Y es la suma o diferencia de los valores esperados de las

funciones.
E[g(X.Y) £ h(X.Y)] = E[g(X.V)] £ E[n(X.Y)]

Demostracidon
[" [ [gtx.y) £ h(x.y)If(x.y)dxdy =

= [ |7 glxy)fxyddxdy + [~ [ h(x.y)f(xy)dxdy =
=E[g(X.Y) £ h(X.Y)]

Corolario 1. Si g(X.,Y) =g(X) y h(X,Y) = h(Y)

= E[g(X.Y) £ h(X.Y)| = E[g(X)] + E[h(Y)]

Corolario 2. Si g(X,Y) =Xy h(X,Y)=Y

= E[g(X.Y) = h(X.Y)] = E(X) = E(Y)

% El coeficiente de correlacién p (o de Pearson) estd acotado (0< p<1)y por lo tfanto proporciona una medida eficaz del

OXY

grado de asociacién entre las variables. Su expresién esp,, =

o,0

Xy
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II. El valor esperado del producto de dos variables aleatorias X e ¥
independientes es igual al producto de los valores esperados

E(XY) = E(X)E(Y)

Demostracion

E(XY) = [ [ xyf(xy)dxdy = [ [" xyg(h(y)dxdy dado que Axy) = g)h()
por hipdtesis de independencia.

= [" xg(x)dx | yh(y)dy = E(X)E(Y)

III. La varianza de una funcién de Xe Y tal como aX+bY es
0% @x+by) = @05 + b0l + 2aboy,
Demostracion
0 @xsoyy = E{[(aX +bY) - l“l(aX+bY)]2}
Donde y ..y, = E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y) = au, +bu,, entonces
E{L(aX +bY) = Hoenny 12} = EL(@X — apt +bY +bp,)J)
= E{[a(X - p,) + b(Y + b))}
= a®E[(X — u)]* +2abE[(X - u)(Y — 1)1 + B°EL(Y — ,)]°
= a’0% + 2abo,, +b’o}

v
e

w
s 8
3 5
a 2
= =
£ o
wn O
fa]

Corolario 1. Si Xe ¥'son independientes, o°wx+ty) = a°0; +b’a?

dado que a,, = E(XY) - pypy, = E(X)E(Y) — ey =0 (por Propiedad IT)
Corolario 2. Si X e Y son independientes, o%x:v) = a’0% +b%d2, ya que b se
reemplaza por -b en el Corolario 1.

Corolario 3. Si Xi, Xz,..,X, son n variables aleatorias independientes
0% (@ +a, +rax) = QFOY + A0 +-oo+QrO%
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