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Recorrido

@ 2.4: Introduccién a trayectorias y curvas
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Trayectorias y curvas

Definicién (Trayectoria y curva)

Una trayectoria en R™ es una aplicacién c : [a, b] — R";
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Trayectorias y curvas

Definicién (Trayectoria y curva)
Una trayectoria en R™ es una aplicacién c : [a,b] — R™; es una
trayectoria en el plano si n = 2 y una trayectoria en el espacio si

n = 3.
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Trayectorias y curvas

Definicién (Trayectoria y curva)

Una trayectoria en R™ es una aplicacién c : [a,b] — R™; es una
trayectoria en el plano si n = 2 y una trayectoria en el espacio si
n = 3. La coleccién C de puntos c(t) cuando t recorre [a,b] se llama
curva y c(a) y c(b) son sus extremos.
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Trayectorias y curvas

Definicién (Trayectoria y curva)

Una trayectoria en R™ es una aplicacién c : [a,b] — R™; es una
trayectoria en el plano si n = 2 y una trayectoria en el espacio si

n = 3. La coleccién C de puntos c(t) cuando t recorre [a,b] se llama
curva y c(a) y c(b) son sus extremos. Se dice que la trayectoria o camino
c parametriza la curva C. Decimos también que c(t) traza C' al variar t.
Si c es un camino en R3, podemos escribir c(t) = (z(t),y(t), z(t)) y
llamamos a z(t), y(t) y z(t) funciones componentes de c. Las funciones
componentes en R? o, en general, en R", se definen de forma similar.

e tlb)

/" e curve €' = image of ¢
L
\
\

{
.
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Ejemplos

Q c(t) = (x0,¥0,20) +tv, t € R.
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Ejemplos

Q c(t) = (w0, yo0,20) + tv, t € R. jOtra trayectoria, misma curva?
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Ejemplos

Q c(t) = (w0, yo0,20) + tv, t € R. jOtra trayectoria, misma curva?
Q@ c:R—R? c(t) = (cost,sent), 0<t< 2.
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Ejemplos

Q c(t) = (w0, yo0,20) + tv, t € R. jOtra trayectoria, misma curva?
Q@ c:R—R? c(t) = (cost,sent), 0<t< 2.
© c:R—R?  c(t) = (cos2t,sen2t), 0<t<m.
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Ejemplos

Q c(t) = (w0, yo0,20) + tv, t € R. jOtra trayectoria, misma curva?
Q@ c:R—R? c(t) = (cost,sent), 0<t< 2.

© c:R—R?  c(t) = (cos2t,sen2t), 0<t<m.

Q c(t) = (t,t?), tecR.
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Ejemplos

Q c(t) = (w0, yo0,20) + tv, t € R. jOtra trayectoria, misma curva?
Q@ c:R—R? c(t) = (cost,sent), 0<t< 2.

© c:R—R?  c(t) = (cos2t,sen2t), 0<t<m.

Q c(t) = (t,t?), tecR.

Q c(t)=(t,f(t)), teD(f)CR.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Ejemplos

Q c(t) = (w0, yo0,20) + tv, t € R. jOtra trayectoria, misma curva?
Q@ c:R—R? c(t) = (cost,sent), 0<t< 2.

© c:R—R?  c(t) = (cos2t,sen2t), 0<t<m.

Q c(t) = (t,t?), tecR.

Q c(t)=(t,f(t)), teD(f)CR.
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Velocidad y tangente a una trayectoria

Si c(t) es la curva trazada por una particula y ¢ es el tiempo, se define:

Definicién (Vector velocidad)

Si ¢ es una trayectoria y es diferenciable, decimos que ¢ es una trayectoria
diferenciable. La velocidad de c en el instantte ¢ se define como

o) = i T2

Normalmente trazamos el vector ¢’(t) con origen en el punto c(t). La
rapidez de la trayectoria c(t) es s = ||¢/(¢)||, la longitud del vector
velocidad. Si c(t) = (x(t),y(t)) estd en R?, se tiene

c(t) = (2'(t),y' () = 2’ ()i + ¥/ (£);]
y, si c(t) = (x(t), y(t), 2(t)) estd en R3, entonces

c'(t) = (2'(1), ¥/ (1), 7'(t) = 2" ()i + ¢/ (1)j + 2 (k.




Interpretacién grafica

c'(d
cie+h) —cld

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Interpretacién grafica

c'(d

cie+h) —cld

Definicién (Vector tangente)

La velocidad ¢/(t) es un vector tangente a la trayectoria c(t) en el instante
t. Si C es una curva trazada por c y si ¢/(t) no es igual al vector nulo,
entonces ¢/(t) es un vector tangente a la curva C' en el punto c(t).
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Interpretacién grafica

c'(d

cie+h) —cld

Definicién (Vector tangente)

La velocidad ¢/(t) es un vector tangente a la trayectoria c(t) en el instante
t. Si C es una curva trazada por c y si ¢/(t) no es igual al vector nulo,
entonces ¢/(t) es un vector tangente a la curva C' en el punto c(t).

La derivada Dc(t) es un vector columna, de componentes 2'(t), ¥/(t) y

2/ (t).
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Ejemplos

RISV  Calcular el vector tangente a la trayectoria cf) = (1, . ') en el punto ¢ = 0.

Solucién

Resulta gue €() = (1, 2, €') y en 1 = 0 obtenemos el vector tangente (1, 0, 1).
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Ejemplos

Describir la travectoria ¢(f) = {cosz, seny, #). Hallar 2l vector velocidad en el
pun o de la curva imagen cuando r = w/2,

Solucién

Para un r dado, el punto {cos r, sen r, ) ests sobre la circunferencia ¥* + y* = 1 en el plano xy.
Por wanto, el punto (cos 1, sen ¢, {} estd 1 unidades sobre el punto (cos ¢, sen 7, 0} s f es pusiuve y
—t unidades por debajo de (cos 7. sen 1, 0) si r es negarivo. Cuando r crece (cos r, sen 1, 1) se
enrolla alrededor del cilindro x° + }.I? =1 con la coordenada z creciente. La curva gue fraza se
llama hélice y aparece dibujada en la Figura 2.49. En r=n/2,¢/(n/2)=( — senn/2, cos n/2, 1)
(—1,0, )= ~i+k

() =—j+k

¥
(cos ¢, sin ¢, 1) La hélice €(f) = (cos £ sen 1, #) ss
enrolla sobre el cilindro x% + y* =
L X \ (cos ¢, sin ¢, 0) v
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Recta tangente a una trayectoria y a una curva

Definicién
Si c(t) es una trayectoria y ¢/(t) # 0, la ecuacién de su recta tangente
en el punto c(tg) es:

1(t) = c(to) + (t —to)c(to)-

Si C' es la curva que traza c, entonces la recta que traza 1 es la recta
tangente a la curva C en c(tp).
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Recta tangente a una trayectoria y a una curva

Definicidn

Si c(t) es una trayectoria y ¢/(t) # 0, la ecuacién de su recta tangente
en el punto c(tg) es:

1(t) = c(to) + (t —to)c(to)-

Si C' es la curva que traza c, entonces la recta que traza 1 es la recta
tangente a la curva C en c(tp).

Observacion: 1 pasa por c(tp) ent =ty (y noent =0).
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Ejemplos

HE  Una trayectoria en [%® pasa por el punto (3, 6, 5) en el instante 7 = 0 con vector

tangente 1 — j. Hallar la ecuacién de la recta tangente.

Solucion

La ecuacidn de la recta tangente es
I =03,6,5+i-j=0365+l, —1,0)=3+r6-15)

En coordenadas (¥, v, z,), la recta tangente es x =3 + .y =6 — 1, 2= 5.
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Ejemplos

elrav T8l SupGngase gue una particula sigue la trayectoria ¢(7) = (e, e~ ", cos 1) hasta que
se sale por la tangente en el instante 7 = 1. ;Ddnde estard en el instante 1 = 37

Solucion
El vector velocidad es (¢, —e ', —senr), que en instante 7 = 1 es el vector (e, —1/e, —senl).
La particula estd en (e, l/e, cos1) en el instante = 1. La ecuacién de la recia tangente es

1) = (e, 1/e, cos1) + (1 — I)(e. 1/e, —senl). En el instante =3 la posicién sobre esta
recta es: '

g | 1 1
l{3)¢(e,—,cos1>+2(e, -, —senl): (?w, —~,co81 *2561]1)
\ e’ - e e

= (8,155, —0.368, —1,143).
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Recorrido

© 2.5: Propiedades de la derivada
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Sumas, productos y cocientes

Teorema

1. Multiplicacion por una constante. Sea f : U C R™ — R™ una funcion
diferenciable en xq y sea ¢ un ndmero real. Entonces h(x) = cf(x) es
diferenciable en xqy y

Dh(xg) = ¢D f(xo) (igualdad de matrices).

2. Suma. Sean f : U CR" - R™ y g: U C R® — R"™ diferenciables en x.
Entonces h(x) = f(x) + g(x) es diferenciable en xy y

Dh(x¢) = Df(x0) + Dg(x0) (suma de matrices).

3. Producto. Sean f: U CR® - R yg:U C R™ — R diferenciables en x
y sea h(x) = g(x)f(x). Entonces h : U C R™ — R es diferenciable en xg

y
Dh(xo) = g(x0)D f(x0) + f(x0)Dg(x0).

(cada miembro es una matriz 1 x n).

’
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Sumas, productos y cocientes

Teorema

4. Cociente. Sean f: U CR"” - R yg: U C R" — R diferenciables en
xp y sea h(x) = f(x)/g(x) y supdngase que g nunca se anula en U.
Entonces h : U C R™ — R es diferenciable en xq y

9(x0)D f(x0) — f(x0)Dg(x0)
[Q(Xo)]2 '

(cada miembro es una matriz 1 X n).

Dh(xo) =
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Sumas, productos y cocientes

Dem 1: Sea f: U C R™ — R™ una funcién diferenciable en x¢ y sea ¢ un
ndmero real. Entonces h(x) = c¢f(x) es diferenciable en x¢ y

Dh(x¢) = cD f(x0) (igualdad de matrices).
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Sumas, productos y cocientes

Dem 1: Sea f: U C R™ — R™ una funcién diferenciable en x¢ y sea ¢ un
ndmero real. Entonces h(x) = c¢f(x) es diferenciable en x¢ y

Dh(x¢) = cD f(x0) (igualdad de matrices).

[7(x) = h(x0) — D f(0)(x — Xo)|

lim
X—X0 ||X _ XO”
_ i Nef ) = ef (x0) — D f(@o) (x — xo)|
X—X0 ||X _ XO”
o G0 = F(x0) ~ D (o) (x — x0)|
X—X0 ||X _ XOH
_ 1l 1 100 = f(x0) = Df 20)(x = x0)|
X—X( ||X _ XO”
=0 por ser f diferenciable en xq.
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Regla de la cadena

Teorema (Regla de la cadena)

Sean U C R™ y V. C R™ conjuntos abiertos. Sean g : U C R" — R™ y
f:V CR™ — RP funciones tales que g(U) C V, de tal forma que fog
esté definida. Supdngase que g es diferenciable en xq y que f es
diferenciable en yo = g(xq). Entonces f o g es diferenciable en xq y

D(f o g)(x0) = Df(yo)Dg(x0).

El segundo miembro es la matriz producto de D f(yo) y Dg(xo).
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Primer caso especial de la regla de la cadena

Supdngase que c : R — R3 es una trayectoria diferenciable y que
f:R3 =R
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Primer caso especial de la regla de la cadena

Supdngase que c : R — R3 es una trayectoria diferenciable y que
f:R3 = R. Sea h(t) = f(c(t)) = f(x(t),y(t), 2(t)), donde
c(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Entonces

dh Ofdx Ofdy Ofdz iy
a == aa @a + Ea - Vf(C(t)) c (t) - Df(C(t))DC(t),
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Primer caso especial de la regla de la cadena

Supdngase que c : R — R3 es una trayectoria diferenciable y que
f:R3 = R. Sea h(t) = f(c(t)) = f(x(t),y(t), 2(t)), donde
c(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Entonces

dh Ofdx Ofdy Ofdz iy
a == aa + @a + Ea - Vf(C(t)) c (t) - Df(C(t))DC(t),

c(t) = (2/(t),y'(t),2'(t)), Df(c(t)) es matriz fila y Dc(t) es matriz
columna.
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Segundo caso especial de la regla de la cadena

Sea f:R? - Ryseag:R3— R3

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Segundo caso especial de la regla de la cadena

Sea f:R? — Ry sea g:R3— R3. Escribimos
9(x,y,2) = (u(z,y,2),v(z,y, 2), w(z,y, 2))
y definimos h : R? — R por medio de
Wy, z) = (fog)(w,y,2) = f(u(z,y,2), v(x,y, 2), w(z,y, 2))-

En este caso la regla de la cadena dice:

[ Ou Ou Ou
oz oy 0z
Oh Oh Oh| _1Of Of Of)\| v & &
Or Oy 0z| |Ou Ov Ow Oz 9y 0z
dw ow w

L Ox oy 0z |
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Segundo caso especial de la regla de la cadena

Sea f:R? — Ry sea g:R3— R3. Escribimos
9(z,y,2) = (u(z,y, 2),v(z,y, 2), w(,y, 2))
y definimos h : R? — R por medio de

h(z,y,2) = (fog)(z,y,2) = f(u(z,y,2),v(z,y, 2), w(z,y, 2)).

En este caso la regla de la cadena dice:

[ Ou Ou Ou
oz oy 0z
Oh Oh Oh| _1Of Of Of)\| v & &
Or Oy 0z| |Ou Ov Ow Oz 9y 0z
dw ow w

L Ox oy 0z |

Hemos escrito explicitamente el producto de matrices [D f(yo)] [Dg(x0)],
y no se han escrito los puntos xg ni yg en las matrices.
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® Verificar la regla de la cadena en la forma dada por la Férmula (37) para

flu 5, w) = o = w

donde

Xz

u(x, y, 2y = X%y, o(x, ¥, 2) =¥ wix, y, 2) = e
Por otre lado, usando Ja regla de la cadena,
¢h df éu Of ov of ow

— =+ — T = 2w+ 200+ (- 1)z D
éx  Ou dx JOv éx Ow Ox

= Q)(2my) + ze 7,

que coincide con la ecuacidén precedente.
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P = Dadas g(x, y) = o+ 1, v‘) y flu, v) =@ +o v ) calcular la derivada
fog 1 el punm {x, ) = (1, 1) usando la regla de la cadena.

Solucién

Las matrices de derivadas parciales son:

Ju (v .
5F B »
D/, v) = ‘OZ %j =/t o ¥ Dewmy-= [25 22}
0 2v
o5 of
ou  Ov

Nétese que, cuande (x, y) = (1, 1), glx, ¥) = (u, v) = (2, 1). Por tanto

1 2 2

2 0
D(fog)(l, 1) = D2, Dg(l, =] 1 0 [0 2]:{2 0
0 2 0 4

¢s la derivada pedida.
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Dados f(x, y) y ¢l cambio de variables x = rcos 8, y = rsen 6 (coordenadas p
lares), dar una formula para &f/46.

Solucién

Por la regla de la cadena

E_f (chx‘ﬁf@y

80 oxad ov &4

es decir

of er of

A
== —rsenl —— + rcosd ——
a6 fx dy
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Ejemplo

. ) 2 )
Sean f(x,y) = (cosy + x% & T y glu, v) = (&, u — senv).

a) Dar una férmula para fog.

b) Caleular D(f - g)0, 0) por medio de la regla de la cadena.
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Ejemplo

Sean f(x,y) = (cosy + 2Ty gl v) = (e, u — senv).

a) Dar una férmula para fog.
b) Caleular D(f - g)0, 0) por medio de la regla de la cadena.
Solucién

a) Tenemos (Fog)u v) = e, u — senv)

= (cos (u — senv) + ™, &% THTIEY),
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Ejemplo

Sean f(x, y) = (cosy + 5, & Ty glu, v) = (e*. u — senv).

a) Dar una férmula para fog.
b) Caleular D(f - g)0, 0) por medio de la regla de la cadena.
Solucién

a) Tenemos (fe2)(u, ©) = f(e*, u — senv)

= (cos (u — senv} + elui EE“Z'* uosenny
b) Por la regla de la cadena,

D(f o g)0. 0) = [Df(g(0, ONIDEO, 0)) = (1. )DL, O)].

pe0, 0y = |27 © o
& 1 —COS U o= (0.0 1 -1

¥y -
2x —seny 2 0

Df(l, 0 = . - = .

U0 LX” vy ‘J{r‘y)"(l,f)) L EJ

Recuérdese que Df se evalia en g(0. 0), jno en (0, 0. Por tanto,

wsoaao [0 -0 )

Ahora bien,
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Recorrido

© 2.6 Gradientes y derivadas direccionales
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Gradientes en R?

Si f:U C R?® — R es diferenciable, el gradiente de f en (x,y,2) es el
vector del espacio dado por

_(Of of Of
vi= (%’a—m)'

Este vector también se denota por V f(x,y, z). Por tanto, Vf es
exactamente la matriz de la derivada D f escrita como vector.
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Gradientes en R?

Si f:U C R?® — R es diferenciable, el gradiente de f en (x,y,2) es el
vector del espacio dado por

_(Of af of
vi= (%’a—m)'

Este vector también se denota por V f(x,y, z). Por tanto, Vf es
exactamente la matriz de la derivada D f escrita como vector.

Ejemplo 2.48 Si f(x,y,2) = zy + z, entonces

vf(x7 y7 Z) =
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Gradientes en R?

Si f:U C R?® — R es diferenciable, el gradiente de f en (x,y,2) es el
vector del espacio dado por

_(Of af of
vi= (%’a—m)'

Este vector también se denota por V f(x,y, z). Por tanto, Vf es
exactamente la matriz de la derivada D f escrita como vector.

Ejemplo 2.48 Si f(x,y,2) = zy + z, entonces

Vi(z,y,2) = (y,z,1).

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 27/35



Derivadas direccionales

Definicion
Si f:R3 = R, la derivada direccional de f en x en la direccién del
vector unitario v es

d _ o S+ ) - f(x)
= (x+1tv) t:o_’lllg(l) - ,

siempre que exista.
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Férmula de calculo de la derivada direccional

Teorema (Férmula de célculo de la derivada direccional)

Si f : R? = R es diferenciable, entonces todas las derivadas direccionales
existen. La derivada direccional en x en la direccion v es:

Df(x)v =Vf(x)-v,

donde v = (v1,v2,v3).
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Férmula de calculo de la derivada direccional

Teorema (Férmula de célculo de la derivada direccional)

Si f : R? = R es diferenciable, entonces todas las derivadas direccionales
existen. La derivada direccional en x en la direccion v es:

Df(x)v =Vf(x)-v,

donde v = (v1,v2,v3).

v

Dem: sea c(t) = x + tv, de forma que f(x +tv) = f(c(t)). Aplicando la
regla de la cadena, podemos derivar

d d / _
s/ (xttv) T 5 (feo)) o V() -c'(t) L VIx)-v.
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Direcciones de maximo crecimiento

Teorema

Si f : R™ — R es diferenciable y V f(x) # 0, entonces V f(x) apunta en
la direccion de maximo crecimiento de f.
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Direcciones de maximo crecimiento

Teorema

Si f : R™ — R es diferenciable y V f(x) # 0, entonces V f(x) apunta en
la direccion de maximo crecimiento de f.

Dem: Si n es un vector unitario, la variacién de f en la direccién de n es
Vi) n=|Vf)|]|n]| cosb = [V f(x)] cos,
1

donde 6 es el angulo entre n y V f(x).
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Direcciones de maximo crecimiento

Teorema

Si f : R™ — R es diferenciable y V f(x) # 0, entonces V f(x) apunta en
la direccion de maximo crecimiento de f.

Dem: Si n es un vector unitario, la variacién de f en la direccién de n es
Vi) n=|Vf)|]|n]| cosb = [V f(x)] cos,
1

donde 6 es el angulo entre n y V f(x). El mdximo se alcanza cuando
6 = 0, es decir, cuando n y V f(x) son paralelos.
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Direcciones de maximo crecimiento

Teorema

Si f : R™ — R es diferenciable y V f(x) # 0, entonces V f(x) apunta en
la direccion de maximo crecimiento de f.

Dem: Si n es un vector unitario, la variacién de f en la direccién de n es
Vi) n=|Vf)|]|n]| cosb = [V f(x)] cos,
1

donde 6 es el angulo entre n y V f(x). El mdximo se alcanza cuando
6 = 0, es decir, cuando n y V f(x) son paralelos.
Observacion: cuando V f(x) = 0, esta variacién es 0 para todo n.
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Ejemplo

iEn qué direccién crece mas rapidamente la funcién f(z,y) = 2% — 32

desde el punto (0,1)?
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Ejemplo

iEn qué direccién crece mas rapidamente la funcién f(z,y) = 2% — 32
desde el punto (0,1)?

vf(x) = (2.73, _2y); Vf(O, 1) = (O’ _2)
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Ejemplo

iEn qué direccién crece mas rapidamente la funcién f(z,y) = 2% — 32

desde el punto (0,1)?

vf(x) = (2.73, _2y); Vf(O, 1) = (O’ _2)
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Gradientes y planos tangentes a los conjuntos de nivel

Teorema (EI gradiente es normal a las superficies de nivel)

Sea f : R3 — R una aplicacién de clase C' y sea xo = (x0,v0, 20) un
punto de la superficie de nivel S definida por f(x,y,z) = k para una
constante k. Entonces V f(xo, yo, z0) €s normal a la superficie de nivel.
(Es decir que si v es el vector tangente ent = 0 de una trayectoria c(t) en
S con ¢(0) = x¢, entonces V f(xo, Yo, 20) - v=0.)

v
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Gradientes y planos tangentes a los conjuntos de nivel

Teorema (EI gradiente es normal a las superficies de nivel)

Sea f : R3 — R una aplicacién de clase C' y sea xo = (x0,v0, 20) un
punto de la superficie de nivel S definida por f(x,y,z) = k para una
constante k. Entonces V f(xo, yo, z0) €s normal a la superficie de nivel.
(Es decir que si v es el vector tangente ent = 0 de una trayectoria c(t) en
S con ¢(0) = x¢, entonces V f(xo, Yo, 20) - v=0.)

v

Dem: Sea c(t) una trayectoria en S, con ¢(0) = xg € S. Entonces
f(c(t)) =k y, si v es el vector tangente en ¢ = 0 de c(t), entonces

v =c/(0). Como f(c(t)) es constante en ¢, % (c(t)) =0y, por la

regla de la cadena,
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Planos tangentes a superficies de nivel

Definicién

Sea S la superficie que estd formada por aquellos (z,y, ) tales que

f(z,y,2) = k, para k = cte. El plano tangente a S en el punto (zg, yo, 20) de
S se define por

Vf(ffo,yo,zo)- (I—mo,y—yo,z—zo) =0 (1)

si Vf(zo,y0,20) # 0. Es decir, el plano tangente es el conjunto de puntos
(x,y, 2) que satisface la ecuacién (1).
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Planos tangentes a superficies de nivel

Definicién

Sea S la superficie que estd formada por aquellos (z,y, ) tales que
f(z,y,2) = k, para k = cte. El plano tangente a S en el punto (zg, yo, 20) de
S se define por

Vf(ffo,yo,zo)- (:C—mo,y—yo,z—zo) =0 (1)

si Vf(zo,y0,20) # 0. Es decir, el plano tangente es el conjunto de puntos
(x,y, 2) que satisface la ecuacién (1).

Observacion: de forma similar se define recta tangente a una curva de nivel
de una funcién de dos variables.

vl yo. %)
¥ firanslated

¥

vk, ¥o, 20)

v translated parallel translated so
[ that it begins

at (19,0 20)

Tangent line to C
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El campo vectorial gradiente

El campo vectorial gradiente

A menudo nos referimos a Vf como un campe vectorial s,rradiente. La palabra «campo» signifi-
ca que V/ asigna un vector u cada punto en el dominio de /. En la Figora 2.6.4 describimos el
gradiente V/ po por medio de su gréfica que, s1 f- R* »«»R serfa un subconjunto de R°, es
decir, el conjunto de pares (x, V.f(x)}, sino representando V f(P). para cada punto P como un
vector que parte del punto P, no del origen. Como en una grifica, este método de representacion
de Vf contiene el punto Py cl valor VF(P) en la misma figura.

2.6.4 The gradient v of a function
— Ris a vector field on B3; at each peint
P;. Vf(P;) is a vector emanating from P;.
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A curve of \ N . Countour
steepest ascent |\ S~ / map of a hill
up the hill N rd 250 feet high

(@) (b)

figure 2.6.5 A physicalillustration of the two facts (a) V1 is the direction of fastest increase of f,
and (b) Vf is orthogonal to the level curves.
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