UNIDAD 1: Funciones de varias variables

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Recorrido

© 1.1 Diferenciacién
@ Definiciones
@ Gréficas y conjuntos de nivel

© Limites y continuidad en dimensiones superiores
o Limites
o Continuidad

© Derivadas parciales
@ Introduccién

@ Diferenciabilidad

@ Aproximacién lineal
Diferenciabilidad en dos variables
Plano tangente
Diferenciabilidad

o
o
o
@ Gradientes

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Recorrido

© 1.1 Diferenciacién
@ Definiciones
@ Gréficas y conjuntos de nivel

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Ejemplos

Densidad
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Algunas definiciones

Definicidon

Una funcién de varias variables es una funcién f que tiene su dominio A
contenido en R™ y sus imagenes son nimeros reales:

f:ACR" R / (z1,22, ,2p) > w= f(x1,22,  ,Zn).
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Algunas definiciones

Definicion
Una funcién de varias variables es una funcién f que tiene su dominio A
contenido en R™ y sus imagenes son nimeros reales:

f:ACR" R / (z1,22, ,2p) > w= f(x1,22,  ,Zn).
Ocasionalmente escribimos x en lugar de (z1,z2, -+ ,x,) y f(x) en lugar
de f(z1,z2, -+ ,2,) o bien

ftACR" >R / x-— f(x).
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Algunas definiciones

Definicidon

Una funcién de varias variables es una funcién f que tiene su dominio A
contenido en R™ y sus imagenes son nimeros reales:

f:ACR" R / (z1,22, ,2p) > w= f(x1,22,  ,Zn).
Ocasionalmente escribimos x en lugar de (z1,z2, -+ ,x,) y f(x) en lugar
de f(z1,z2, -+ ,2,) o bien

ftACR" >R / x-— f(x).

El conjunto de valores reales w asignados por f es el rango o recorrido de
la funcién.
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Algunas definiciones

Definicidon

Una funcién de varias variables es una funcién f que tiene su dominio A
contenido en R™ y sus imagenes son nimeros reales:

f:ACR" R / (z1,22, ,2p) > w= f(x1,22,  ,Zn).
Ocasionalmente escribimos x en lugar de (z1,z2, -+ ,x,) y f(x) en lugar
de f(z1,z2, -+ ,2,) o bien

ftACR" >R / x-— f(x).

El conjunto de valores reales w asignados por f es el rango o recorrido de
la funcién.

Cada z;, 2 =1,2,--- ,n, es una variable independiente, mientras que w es
variable dependiente.

Ejemplo: f : (z,y) — 2% + 12
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Algunas definiciones

Algunos ejemplos:
f:D — R dada por f(z,y) = Vy — 22

D(f) ={(z,y) eR* : y > 2*};
I(f) =10, +0o0)
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Algunas definiciones

Algunos ejemplos:
f:D — R dada por f(z,y) = Vy — 22

D(f) ={(z,y) eR* : y > 2*};
I(f) =10, +0o0)

2 — a2y

g(x,y,z) :ZW
D(g) ={(z,y,2) €ER* : 2> 0,y > 0,z # y}
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Definiciones de grafica y conjunto de nivel

Definicion
Dada una funcién f: D — R, (D C R"), se llama grafico o grafica de f

al subconjunto de R™**!
Gr={(x1, s Tn, f(@1, ey 7)) € R (24, .0,2) € D}
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Definiciones de grafica y conjunto de nivel

Definicion
Dada una funcién f: D — R, (D C R"), se llama grafico o grafica de f

al subconjunto de R™**!
Gr={(x1, s Tn, f(@1, ey 7)) € R (24, .0,2) € D}

Observacion: si n = 1, la gréfica de f es una curva en R2: sin =2, la
grafica de f es una superficie en R?. Si n = 3, la gréfica de f es un
subconjunto de R* y no podemos representarla.

z
Graph of £
Craph of £ T

¥
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Definiciones de grafica y conjunto de nivel

Definicidon

Conjunto de nivel (k) de f es el conjunto
{(z1,...,xn) € D : f(x1,...,zn) =k}, para k € Im(f).
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Definiciones de grafica y conjunto de nivel

Definicidon

Conjunto de nivel (k) de f es el conjunto
{(z1,...,xn) € D : f(x1,...,zn) =k}, para k € Im(f).

Casos especiales:

n=2:

Curva de nivel de f es el conjunto {(z,y) €€ D : f(z,y) = k}, para
ke Im(f).

Curva de contorno de f es el conjunto {(z,y,k) € R : f(z,y) = k},
para k € Im(f).
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Definiciones de grafica y conjunto de nivel

Definicidon

Conjunto de nivel (k) de f es el conjunto
{(z1,...,xn) € D : f(x1,...,zn) =k}, para k € Im(f).

Casos especiales:

n=2:

Curva de nivel de f es el conjunto {(z,y) €€ D : f(z,y) = k}, para
ke Im(f).

Curva de contorno de f es el conjunto {(z,y,k) € R : f(z,y) = k},
para k € Im(f).

n = 3:
Superficie de nivel de f es el conjunto {(z,y,2) €€ D : f(x,y,z) = k},
para k € Im(f).

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Definiciones de grafica y conjunto de nivel

figure 2.1.6 Some level curves for the function

=243

Curvas de nivel

figure 2.1.7 Level curves in Figure 2.1.6 raised to
the graph.

Curvas de contorno
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Representacion de funciones de dos variables

Grdfico de f Curvas de nivel de f

(Ejemplo de Stewart)
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Curvas de contorno y curvas de nivel
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Representacion de funciones de tres variables: superficies

de nivel

f(l',y,Z):l'2+y2—22
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Ejercicio

59. - = sin(xy) 60. - = e"cos y 61. z = sin(x — y)
xX—y
1+ x2+ 2

(5

62. z=sinx —siny 63 z= (1 —x’)(1 —y°) 64
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Ejercicio

59. - = sin(xy) 60. - = e"cos y 61. z = sin(x — y)
. . xX—y
62. z=sinx —siny 63 z= (1 — xH(1 - _yz) 64. z = m

50 cll; 60 alV;61fl;:62elll; 63 bVI;64dV

17/73
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Recorrido

© Limites y continuidad en dimensiones superiores
o Limites
o Continuidad
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Conceptos topoldgicos

Llamamos bola abierta o disco abierto de centro xq y radio » > 0 al
conjunto
D, (xg) ={x € R": ||x — x| < 7}.
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Conceptos topoldgicos

Llamamos bola abierta o disco abierto de centro xq y radio » > 0 al
conjunto

D, (xg) ={x € R": ||x — x| < 7}.
En R%:

Dy (x0,y0) = {(2,y) € B : /(& — 20)* + (y — 90)* < r}.
En R3:

Dy (x0,0,20) = {(2,9,2) € R* : /(& = 20)2 + (y — 90)> + (2 — 20)? < }.

figure 2.2.1 What diisks D; (o) look like in (@) one, (b) two, and (c) three dimensions.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Conceptos topoldgicos

Sea U C R™ y sea Py un punto de R™ (Py(xo,y0) o Po(zo, Yo, 20))-

Py es un punto interior de U si existe un entorno abierto (bola) de P,
incluido en U.

Py es un punto frontera de U si para todo entorno abierto (bola) de P

hay puntos del entorno que pertenecen a U y hay puntos del entorno que
no pertenecen a U.

_Punto

R frontera

®- Punto

interior

\Fronlera de R

x

La frontera y los puntos interiores de una region R
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Conceptos topoldgicos

U es un conjunto abierto si para todo punto x € U existe un entorno
D,(x) C U. Es decir, si todo punto de U es un punto interior de U.

U es un conjunto cerrado si todos los puntos frontera de U pertenecen a
U.

U es un conjunto acotado si existe una bola B tal que U C B.

U es un conjunto no acotado si ninguna bola lo incluye.

/‘——‘\
s Y 4
’ A ’
1 a A} 1 a
1 hd 1 I} .
1 I \
AY 4 AY
N ; N Arjea
Sen -7 N
43 2 1 ‘
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(z,y) = \/y — 22 es
D(f) = {(z,y) € R? : y > 2%}, D no es abierto, es cerrado y no es

acotado.

El dominio de la funcién dada por g(z,y) = \/172 es
y—x

D = {(z,y) € R? : y > 2%} y es abierto, no es cerrado y no es acotado.

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Un disco abierto de R? es abierto, no es cerrado y es acotado.

Un disco abierto en el plano zy como subconjunto de R3 no es abierto, no
es cerrado y es acotado.
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Recorrido

© Limites y continuidad en dimensiones superiores
o Limites
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Definicidn de limite

Sea f: D — R, con D C R". Sean xg € R" y L € R. Decimos que f
tiende al limite L cuando x tiende a xg, y escribimos

lim f(x) =L,

X—X0

si f(x) puede hacerse arbitrariamente préximo a L, haciendo que x sea
suficientemente préximo a Xg.

Observacidn: Se escribe equivalentemente

lim f(x) =L o f(x) — L.

X—X0 X—XQ
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Definicidn de limite

Sea f: D — R, con D C R". Sean xg € R" y L € R. Decimos que f
tiende al limite L cuando x tiende a xg, y escribimos

lim f(x) =L,

X—X0

si f(x) puede hacerse arbitrariamente préximo a L, haciendo que x sea
suficientemente préximo a Xg.

Observacidn: Se escribe equivalentemente

lim f(x) =L o f(x) — L.

X—X0 X—XQ

Propiedad de unicidad del limite: si 1Lm f(x)=1Liy li)m f(x) = Lo,
X—X0 X—X0
Ly = Ly.
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Definicién de limite en R2

En R2:

N
S o \/{x,f(x))
e -\- N

NN

I
i .
P ‘11
- ‘
pr- T8 ¥

7 o X
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Propiedades de limites de funciones de dos variables

Si lim f(x)=L y lim g(x)= M, donde L y M son nimeros
X—X0 X—X0
reales, entonces:
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Propiedades de limites de funciones de dos variables

Si lim f(x)=L y lim g(x)= M, donde L y M son nimeros
X—X0 X—X0
reales, entonces:
1.Sumayresta lim (f+g)(x)=L+tM
X—X0
2.Producto lim (fg)(x) = LM
X—X0
3 Cocient i (L) )= £, sim£0
.Cociente Jim P X) =5 S
4.Potencia lim (f(x))" =L",sineN
X—X0
5.Raiz lim ¥/f(x) = VL, sin € N; sin es par, L > 0.
X—X0
6. en la siguiente diapositiva!

SIN DEMOSTRAR
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Propiedades de limites de funciones de dos variables

Propiedad

6.Componentes: Si f(x) = (fi(x),--- , fm(x)), donde f; : A — R,
1=1,---,m, son las funciones componentes de f, entonces

lim f(x) =b= (b1, -+ ,by) sii lim f;(x) = b;, para cada
X—X0 X—X0

1=1,---,m.

SIN DEMOSTRAR
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Ejemplos: limites que existen.

lim STy ES
(z,9)—(0,1) 22y + by — 33
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Ejemplos: limites que existen.

lim LS g
(z,9)—(0,1) 22y + by — 33

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Ejemplos: limites que existen.

lim _rTozy+d _3
(z,y)—(0,1) 22y + by — y3
lim :I:Q—xy B lim (1: —zy) (VT + /1Y)
()00 VI =T w001 (VE—/5) (VE+ /D)
— im Z(—)(f+\f):0
(z,y,2)—(0,0,1) =Yy
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

(z,y)—+(0,0) 22 +y
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lim Yy 5
(z,y)—+(0,0) 22 +y

f(z,y) =

Ty

s S0 =0 F(0.) =0
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lim Yy 3
(z,y)—+(0,0) 22 +y

f@y) = sy J@,0) = 0; f(0,4) =0
21
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

T
lim v no existe
(zy)—(0,0) % + y?

J@y) = oy S0 =0; f(0.9) =
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2
11 it

o
(2,y)—(0,0) 2 + y4
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2
i
(z,y)—(0,0) T + Y

2

flz,y) = x;:—iyzl; f(z,0) =0; f(0,y) =0;
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2
lim
(z,y)—(0,0) 2 + Yy
2
Ty . — 0
f(l',y) - m; f(CU,O) =0; f(oay) =0;
z(mz)® ma

flx,mz) =

= = — 0;
22+ (mz)* 1+ m*a? (2)—(0,0)
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2
11 it

o
(2,y)—(0,0) 2 + y4

2

flz,y) = xfiiy‘l; f(z,0) =0; f(0,y) =0;

£ ) x(mx)? mz .
x,mx) = =

2?2+ (mx)t 1+ mia? (2,9)-(00)
xt 1
Coptgat 2

0;
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2

xT
lim % no existe
(z,y)—(0,0) x= + ¥

2

flz,y) = xfiiy‘l; f(z,0) =0; f(0,y) =0;

£ ) x(mx)? mz .
x,mx) = =

2?2+ (mx)t 1+ mia? (2,9)-(00)
xt 1
Coptgat 2

0;
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Continuidad

DEFINICION: Continuidad Sea 7: A < R* - ™ una funci6én dada con dominio A. Sea
X, € A. Decimos que f es confirua en x; sl y solamente si

Lm f(x) = f(Xo).
X—Xg

Si decimos solamente que f es continua, gueremos decir que f es continua en cada punto Xg
de A. Si f no es continua en X,, decimos que f es discontinua en X, Si f es discontinua en
alglin punto de su dominio decimos que f es discontinua.
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Recorrido

© Limites y continuidad en dimensiones superiores

@ Continuidad
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Continuidad de campos escalares

Definicidn
Una funcién f es continua en un punto Py si:
o f esta definida en Fp;

@ existe Plin]’go f(P)y
o Jim f(P)=J(Fy).

Una funcién f es continua en un conjunto D si es continua en todos los
puntos de D.

Observacién

Los polinomios y las funciones racionales son continuos en los puntos de
sus respectivos dominios.

Analizar ejemplos.
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Continuidad

Z

N

Break in the
surface z=flx, y)

7=fix. )

o — ———|-— »

=1

X
Set of discontinuities of £
i.e., the set of points
where fis discontinuous

34/73
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Continuidad de la composicidn

Composicion

A continuacion estudiemos la compasicion, otra operacidn bdsica que se puede realizar con fun-
ciones. Si g aplica A en B y f aplica B en C, la compesicidn de g con f, o de f sobre g, que se
denota por feog, aplica A en C vy lleva X — f(g(x)) (véase 1a Figura 2.2.15). Por ejemplo, sen(x”)
es la composicion de x — x* con ¥ —+ seny,

s .
2.2 5‘;:3; La composicién de £ sobre g

Teorema

Seag: ACR"” > R™ ysea f: BCR"™— RP. Supongamos que
g(A) C B, de forma que f o g esté definida en A. Si g es continua en
xg € A y f es continua en'yy = g(Xq), entonces f o g es continua en xg.
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Continuidad: ejemplos

Sea flx, v, ) = (& + 3% + 22 + senz’. Probar que f es continua.

Solucion

Podemos escribir f como suma de dos funciones &+ ¥ + 2%y sen £, por tanto es suficien-
te_demostrar que cada una de ellas es continua. La pnmcra es la composicitn de (x, v, z) =
(* + ¥+ ) con u— u "y la segunda, la composicidn de (x, y, z) 7 con u — sen u, ¥y por
tanto obtenemos la continuidad por el Teorema 5.
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Continuidad: ejemplos

a) g Bxiste lim  x%G* + y7)?
x.3)+0,0)

[Véase la Figura 2.2.18(a).]
b) Demostrar que [véase la Figura 2.2.18(b))
2%
lim ——m—=
0,0 X + ¥
Cuando (x, ¥) se acercan

a(0,0) alo largo de
este borde, £ — 1

et

Cusndo {x, §) s aproxima
a (0, O) en estz
valle, z= 0

iFignra 229858 (2) La funcian 2= x%(x* + ¥¥) no tiene limite en (0, 0). (b) La funcién 7= (2x2y)(x? = y?)
' tiene limite 0 en {0, Q).

(a) (h)
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Continuidad: ejemplos

a) Probar que el limite no exite.
b) Se prueba usando la definicion FORMAL de limite. Usamos un gréfico,
en su lugar.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Recorrido

© Derivadas parciales
@ Introduccién
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Recorrido

© Derivadas parciales
@ Introduccién
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Definicién de derivada parcial

DEFINICION: Derivadas parciales Sea U/ < R" un conjunto abierto y supdngase que
f: U = R" - R es una funcién con valores reales. Entonces 8f/dxy, ..., ¢f/dx,, las derivadas
parciales de | respecto de la primera, segunda, ..., n~ésima variable, son las funciones con
valores reales de » vaniables que, en el punto (x,. ..., X,) = X, se definen como

af i Xq. Xos - X TR, LX) 7 F(Xy s X,
Y ) = tim T T 2 B D S e )
X, h—0 h

Tt he) — f(x)
=lim—m,
h==0 A

si los limites existcn, donde 1 <j < ny e es el vector j€simo de la base canénica definido
pore; = (0, ..., 1, ..., 0), con el 1 en la posicién j-ésima (véase la Seccién 1.5). El dominio de
ta funcién & j /ox; es el conjunto de x € R” para los que el limite existe.
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Definicién de derivada parcial (D(f) C R?)

Definicidon

La derivada parcial de f con respecto a = en el punto (xg,yo) es

fz(z0,%0) = ? — lim f(@o + h,yo) — f(l“o,yo)’
Tl(@owo) H0 h

si tal limite existe.
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Definicién de derivada parcial (D(f) C R?)

Definicién
La derivada parcial de f con respecto a = en el punto (xg,yo) es

fz(z0,%0) = or

~ lim f(zo + h,yo) — f(x0,0)
ox

h—0 h ’

(330,?40)

si tal limite existe.

Definicidon

La derivada parcial de f con respecto a y en el punto (zg,yo) es

of . f(zo,y0 +h) — f(x0,%0)
o, === = lim ,
fy(wo, o) B | oy A Y

si tal limite existe.
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Interpretacién geométrica derivadas parciales (D C R?)

z

Esta recta
P(xq, Yo fxg. yo)) Esta recta

tangente tiene una

pendiente £,(xg. Yo)- ™

Lacurva z = flx,, ¥)
enel plano x =x;,

tangente tiene
pendiente f.(xg, ¥o).

Lacurva z = fix, y)
enel planoy =y,

i

I

I z= fix,y)
. 'd

Y =Xo (. yg) X=X
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)

f' - -
- .‘I
1
1

X Po(3.5,1.5)
|
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)

< (B
L S o
- [ 2 1
1
1

X Po(3.5,1.5)
1
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)

£.(3.5,1.5) = 1.8

N

I
1
X Po(3.5,1.5)!1
|
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Definicién de derivada parcial (D C R?)

La derivada parcial de f(z,y, z) con respecto a z en el punto (xg, Yo, 20) €s

fl‘(an Yo, ZO) = g

8 _ T f(.’])() I h7y07 20) - f(x()ay()a 20)
X

h—0 h ’

(%0,Y0,20)

si tal limite existe.
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Definicién de derivada parcial (D C R?)

Definicidn
La derivada parcial de f(z,y, z) con respecto a z en el punto (xg, Yo, 20) €s

0
Fulwo,0,20) = 30

_ i f(xo + h, yo, 20) — f (0, Yo, 20)
= lim ,
h—0 h

(%0,Y0,20)

si tal limite existe.

Similarmente se definen las derivadas parciales de una funcién de tres
variables con respecto a y y a z.
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Definicién de derivada parcial (D C R?)

Definicidn
La derivada parcial de f(z,y, z) con respecto a z en el punto (xg, Yo, 20) €s
of . f(wo + h,y0,20) — f (0, Yo, 20
fz(%0, Yo, 20) = e = lim ( }1 ( ),
(@o.yo,20) 0
si tal limite existe.

Similarmente se definen las derivadas parciales de una funcién de tres
variables con respecto a y y a z.

En este caso la derivada se interpreta como la razén instantanea de
cambio de la funcién en la direccién que corresponda (z, y o z).
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Calculo de derivadas parciales (D C R")

Forma de calcular derivadas parciales

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(zq,--- ,zy,) con
respecto a una de sus variables, z;, derivamos aplicando las reglas de
derivacion usuales, considerando a las otras variables como constantes.
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Forma de calcular derivadas parciales

Calculo de derivadas parciales (D C R")
(

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(zq,--- ,zy,) con

respecto a una de sus variables, z;, derivamos aplicando las reglas de
derivacion usuales, considerando a las otras variables como constantes. |
Ejemplo

Dada f(z,y) = sen(x)y?, se tiene que

folz,y) = cos(:c)y2 y fylz,y) = sen(x)2y.
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Ejemplo

Sea f(x,y) = y*. Halle f;(0,1). Halle f, y f, como funciones. Interprete
los graficos.

fix,y)=y?
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R> — R dada por

|0, sizy#O0;
f(m’y)_{l, si 2y = 0.
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R> — R dada por

|0, sizy#O0;
f(f”’?J)_{l, si 2y = 0.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R> — R dada por

flz,y) = { (1)’ oy 7 0;

@ No existe lim z,Yy),
Si TY = O (x’y)ﬁ(ovo) f( y)
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R> — R dada por

flz,y) = { (1)’ oy 7 0;

@ No existe lim z,Yy),
Si TY = O (x’y)ﬁ(ovo) f( y)

@ f no es continua en (0,0),
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R> — R dada por

flz,y) = { (1)’ oy 7 0;

@ No existe lim z,Yy),
Si TY = O (x’y)ﬁ(ovo) f( y)

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas
parciales de f en (0,0):
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R> — R dada por

flz,y) = { (1)’ oy 7 0;

@ No existe lim z,Yy),
Si TY = O (x’y)ﬁ(ovo) f( y)

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas
parciales de f en (0,0):

f(O+h,0)— f(0,0)

z\Y, =1
f2(0,0) = lim
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R> — R dada por

flz,y) = { (1)’ oy 7 0;

@ No existe lim z,Yy),
Si TY = O (x’y)ﬁ(ovo) f( y)

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas
parciales de f en (0,0):

f(O+h,0)— f(0,0)

z\Y, =1
f2(0,0) = lim

| ™, £,(0,0) = 0.

Observacion: la existencia de derivadas parciales en un punto no implica la
continuidad de la funcién en dicho punto.
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Recorrido

@ Diferenciabilidad
@ Aproximacién lineal
@ Diferenciabilidad en dos variables
@ Plano tangente
@ Diferenciabilidad
o Gradientes
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Recorrido

@ Diferenciabilidad
@ Aproximacién lineal
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2= flx y) Peak

Pit

(@)

figure 2.3.1 (a) A smooth graph and (b) a nonsmooth one.
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Aproximacion lineal

Dada f: R? — R, la ecuacién del plano tangente al grafico de f en
x0 = (z0,y0) si f es suave es:

z=ar+by+c + ecuacién de un plano no vertical en R3

0 0
~ o b=

a

Debe pasar por el punto (xo, %o, f(70,%0)) : f(x0,y0) = axo + byo + ¢
of 0 of af

= %(a:o,yo)x + a“;(xa,yo)y + f(zo,v0) — %(l’o,yo).xg - @(xo,yﬂ)yo

= a0, 90) + S0 o) = ) + 5 (o, )0~ 30)
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Plano tangente (informal)

Z Tangent plane

of graph fat

(xo, yo, flxg, )
! figure 2.3.3 For points (x, y) near (xg, y).
: the graph of the tangent plane is close fo
i (x0, o, Alxo, yu)) the graph of f.
I
. ¥
[ (x5

X P /

(xo, 30)
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Motivacién definicidon funcién diferenciable

Si f: ACR — R es diferenciable en g, se tiene

i L@ =F@0) _ iy

T—T0 T — X0

lim f(z) = f(zo) = lim f'(z0)

T T — X0 T—T0

lim M — f'(x0)| =0

T—T0 T — X0

o £(@) = F@0) — f'@n)(a—z0) _
T—=T0 Tr — X0
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Recorrido

@ Diferenciabilidad

@ Diferenciabilidad en dos variables
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Diferenciabilidad de funciones de dos variables

Diferenciabilidad, dos variables Una funcién f : R? — R es diferenciable en
(x0,y0) si existen fz(z0,v0) Y fy(zo,%0) y si se cumple

|#(2.) = F(20,50) = 3 (z0,30) (@ — 0) = G (w0, 30)(y = o))

1@ ) — @, 50)] e

cuando (z,y) — (o, Yo)-
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Diferenciabilidad de funciones de dos variables

Diferenciabilidad, dos variables Una funcién f : R? — R es diferenciable en
(x0,y0) si existen fz(z0,v0) Y fy(zo,%0) y si se cumple

|#(2.) = F(20,50) = 3 (z0,30) (@ — 0) = G (w0, 30)(y = o))

1@ ) — @, 50)] e

cuando (z,y) — (o, Yo)-

Observacidn: Esta ecuacién expresa lo que queremos decir cuando
decimos que

f(zo0,90) + gi(ﬂ?oyyo)(fﬂ —x0) + g“;(xo,yo)(y — %)

es una buena aproximacidn de la funcién f (en un entorno de (xg, o))
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Recorrido

@ Diferenciabilidad

@ Plano tangente
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El plano tangente

DEFINICION: Plano tangente Sea f: R? — R diferenciable en Xy = (Xp, Yo). El plano de
[R® definido por la ecuacion

= f (x 0: }’O) =+ {:..f

(X, W):I (x — xp) + ‘7 o (xo. VO)JO = Yo)s

se lama plano tangente de Ja grafica de f en el punto (x5 yg).

Definition Tangent Plane Let £: R? — Rbe differentiableatxy = (xo, J).
The plane in R® defined by the equation

z= f(x, ) + [B_f(m }’0)] (x—x0) + [g—;

- (xo, yo)] (=)
ox

is called the tangent plane of the graph of f at the point (xo, o, (X0, }0))-
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Calcular el plano tangente a la grifica de z = x* + y* + ¢% en el punto (1, 0, 2).
p =) < B p

~ Solucién

Utilicese la Férmula (1) con x; = 1. y; = 0, V 24 = f{xo, yo) = 2. Las derivadas parciales son

iz ! dz 5 )
= 2x + ye¥ y — =4y + xe”.
X oy

| 2

jas)

En (1, 0, 2) estas derivadas parciales son 2 y 1 respectivamente, por tanto, por la Formula (1), el
plano tangente es

z=2(x - D+ 1y -0 + 2, es decir, 7= 2x + y.
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Escribamos D f(z¢, y0) = {%(mo,yo) %(xo,yo)] Eso implica

F(xo,y0)+ L (x0,y0) (@ = w0) + G (20, 90) (y — vo) =

= [(z0,y0) + D f(zo,y0) [ z:z(? ]

En la definicién de diferenciabilidad podemos sustituir:

f(z,y) = f(zo.%0) — % (0, yo)(z — z0) — %(ﬂfo,yo)(y — o)

1) — (@0, 50)] -0

f(2,y) — f(@o,90) — D f(x0,0) [ Z:xo }

1(z: ) = (20, 90)|
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Recorrido

@ Diferenciabilidad

@ Diferenciabilidad
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Funcién diferenciable, caso general

Ahora estamos preparados para dar una definicién de diferenciabilidad de funciones f de R" en
R™ utilizando la discusién precedente coma motivacion. La derivada Df(xg) de = (fy, .-, f)
en un punto X, es una matriz T cuyos elementos son 1; = ¢.f; /0x; evaluadas en X,°.

DEFINICION: Diferenciable, n variables, m funciones Sea U un conjunto abierto en R”
y sea f: U < " — R™ una funcién dada. Decimos que f es diferenciable en x, € U si las
derivadas parciales de f existen en X, ¥, ademas,

R AT A L 0, @
e x — Xl “@

donde T = Df(x,) es la matdz m X n con elementos Jf;/8x; evaluadas en x,, y T(x — x;) es
el producto de T por x — X; (Visto como matriz columna). Llamamos a T la derivada de f
en Xg,-

0
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Funcién diferenciable, caso general

Ahora estamos preparados para dar una definicién de diferenciabilidad de funciones f de R" en
R™ utilizando la discusién precedente coma motivacion. La derivada Df(xg) de = (fy, .-, f)
en un punto X, es una matriz T cuyos elementos son 1; = ¢.f; /0x; evaluadas en X,°.

DEFINICION: Diferenciable, n variables, m funciones Sea U un conjunto abierto en R”
y sea f: U < " — R™ una funcién dada. Decimos que f es diferenciable en x, € U si las
derivadas parciales de f existen en X, ¥, ademas,

R AT A L 0, @
e x — Xl “@

donde T = Df(x,) es la matdz m X n con elementos Jf;/8x; evaluadas en x,, y T(x — x;) es
el producto de T por x — X; (Visto como matriz columna). Llamamos a T la derivada de f
en Xg,-

0

Aqui siempre denotaremos la derivada T de f en X, por D f(X,), aunque en algunos libros se
denota por df(Xo) ¥ se refieren a ella como la diferencial de f. En el cascenel que m =1 1la
matriz T es simplemente el vector fila

l:?l (x0) - fi(1’40)}
0x,

&x,,
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En el caso general en el que f estd definida sobre un conjunto de R" con valores en R™, la
derivada es la matriz m x n dada por

8x, x,
Df(xg) = | b
% O
&, | o,

donde las &f;/0x; se evaldan en Xo. La matriz Df(xy) se llama, con propiedad, matriz de las
derivadas parciales de f en x,.
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st ponemos h == x — x,;, una funcidén con valores reales f de n varia-
bles es diferenciable en un punto x; si

m — L3 o] =
fim 0o = 1) = f(xo) j; o (x)h; | = 0,

ya que

=
=1 J

Th= ) h}ﬁ{ (Xg).
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Ejemplos

Calcular las matrices de derivadas parciales para las funciones:
a) flr, ¥) = (&7 +p ¥y
b)  F(x,y) = (x* + cosy, ye*).

c) flxy 2) = (ze, —ye)
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Ejemplos

Calcular las matrices de derivadas parciales para las funciones:
a) flr, ¥) = (&7 +p ¥y
b)  F(x,y) = (x* + cosy, ye*).

c) flxy 2) = (ze, —ye)
Solucion

a) Aquf f: R* — R se define por medio de fi(x, ¥) = ¥ + 3, yde fx, ¥) = yix: por tan-
e, DF(x, v) es la matriz 2 x 2 )

Ty Xty g
Df("»y}:i:iz ‘ 2y 1:}.

b) Tenemos que

P ]

¢} En este caso

o [ze* 0 &
Dfl, y. = L . }

0 —e  —yve
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Recorrido

@ Diferenciabilidad

@ Gradientes
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Gradientes

Para funciones con valores reales utilizamos una terminologia especial para la derivada.

DEFINICION: Gradiente Considérese el caso especial f: U = R"* — R. En este caso Df(x)
es una matriz 1 X n:
. of of
Df(x) = [5* ‘:—J
X} ox,

Podemos formar el vector correspondiente (&1 /8xy, ..., 8f/0x,), lamado gradiente de [y de-
notado por Vf o grad f.
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Gradientes

Para funciones con valores reales utilizamos una terminologia especial para la derivada.

DEFINICION: Gradiente Considérese el caso especial f: U = R"* — R. En este caso Df(x)
es una matriz 1 X n:
. of of
Df(x) = [5* ‘:—J
X} ox,

Podemos formar el vector correspondiente (&1 /8xy, ..., 8f/0x,), lamado gradiente de [y de-
notado por Vf o grad f.

A partir de la definicién vemos que, para f: KR,

mientras que para f: B* — R,

El significado geométrico del gradiente se discutird en la Seccién 2.6. En términos del pro-
ducto escalar podemos escribir la derivada de f como

Df(x)(h) = Vf(x)-h.



Ejemplos

Sea f: R® = R, f(x, y. 2) = x¢’. Entonces

Vf= (ﬁ _5_[ Q) = (&, xe*, 0).

ax’ 8y’ oz

Si f: W2 — R esta definida por (x, y) = ¢¥ + sen.xy, entonces

Vi, v) = (ye® + ycosxyi + (x¢™ + xcosxy)j

= (™ + cosxy)(3i + xj).
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo: sea f : R? — R dada por

0, siaxy#D0;

f(z,y) = { :
(@) 1, sizy=0. o Noexiste lim f(x,y),
(2,y)—(0,0)

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas
parciales de f en (0,0):
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo: sea f : R? — R dada por

0, siaxy#D0;

f(z,y) = { :
(@) 1, sizy=0. o Noexiste lim f(x,y),
(2,y)—(0,0)

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas
parciales de f en (0,0):
existe V£(0,0).
fx(ov 0) =0
f4(0,0) = 0;
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo: sea f : R? — R dada por

0, siaxy#D0;

f(z,y) = { :
(@) 1, sizy=0. o Noexiste lim f(x,y),
(2,y)—(0,0)

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas
parciales de f en (0,0):
existe V£(0,0).
fx(ov 0) =0
f4(0,0) = 0;V£(0,0) = (0,0).
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo: sea f : R? — R dada por

0, siaxy#D0;

f(z,y) = { :
(@) 1, sizy=0. o Noexiste lim f(x,y),
(2,y)—(0,0)

z @ f no es continua en (0,0),
e PERO existen las derivadas
parciales de f en (0,0):
| existe V£(0,0).
i . 12(0,0) = 0;
- i ~ 2 f4(0,0) = 0;V£(0,0) = (0,0).

Observacion: la existencia de gradiente en un punto no implica la
continuidad de la funcién en dicho punto.
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Teoremas

Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea f: U C R™ — R™ diferenciable en x¢ € u. Entonces f es continua en
X0-
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Teoremas

Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea f: U C R™ — R™ diferenciable en x¢ € u. Entonces f es continua en
X0-

Sin demostracién.
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Teoremas

Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea f: U C R™ — R™ diferenciable en x¢ € u. Entonces f es continua en
X0-

Sin demostracién.

Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sea f: U C R™ — R™. Supongamos que todas las derivadas parciales
0fi/Ox; de f existen y son continuas en un entorno de un punto x € U.
Entonces f es diferenciable en x.
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Teoremas

Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea f: U C R™ — R™ diferenciable en x¢ € u. Entonces f es continua en
X0-

Sin demostracién.

Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sea f: U C R™ — R™. Supongamos que todas las derivadas parciales
0fi/Ox; de f existen y son continuas en un entorno de un punto x € U.
Entonces f es diferenciable en x.

Con desmotracion del caso m = 1.
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Teoremas

Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea f: U C R™ — R™ diferenciable en x¢ € u. Entonces f es continua en
X0-

Sin demostracién.

Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sea f: U C R™ — R™. Supongamos que todas las derivadas parciales
0fi/Ox; de f existen y son continuas en un entorno de un punto x € U.
Entonces f es diferenciable en x.

Con desmotracion del caso m = 1.
i[ Condicién suficiente Definicién !
para la diferenciabilidad de derivada
! i
Parciales continuas  =»  Diferenciable = Parciales existen
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Teoremas

Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea f: U C R™ — R™ diferenciable en x¢ € u. Entonces f es continua en
X0-

Sin demostracién.

Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sea f: U C R™ — R™. Supongamos que todas las derivadas parciales
0fi/Ox; de f existen y son continuas en un entorno de un punto x € U.
Entonces f es diferenciable en x.

Con desmotracion del caso m = 1.

! Condicién suficiente Definicién !
l para la diferenciabilidad =~ de derivada
I i
Parciales continuas = Diferenciable = Parciales existen

Se dice que una funcién es de clase C' si sus derivadas parciales existen ¥ son continuas;
por tanto, el Teorema 9 dice que fada funcion C' e diferenciable.
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