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1.2 Derivadas de orden superior y extremos
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Recorrido

© 3.1 Derivadas parciales iteradas
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Definiciones y notacién

Definicidn
Una funcién f : R3 — R es de clase C'! o diferenciable con continuidad si

existen las derivadas parciales 0f/0x, 0f /Oy y Of/0z y son continuas.
Si estas derivadas, a su vez, tienen derivadas parciales continuas, diremos
que f es de clase C? o dos veces diferenciable con continuidad.

Las derivadas parciales iteradas de f se anotan de distintas maneras:

2 2
8f: 0 <af> = fax; o7 0 <af> = fyas

922~ Oz \ Oz 6:)083/:% oy

Bf 0 (0 [of
dxdydz  Ox <6y (82)) = fayas etc.

fzy ¥ fye se llaman derivadas parciales cruzadas o mixtas.
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Ejemplo 3.1

Hallar las derivadas parciales segundas de f(x, y) = xy + (x + 2y)%
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Ejemplo 3.1

Hallar las derivadas parciales segundas de f(x, y) = xy + (x + 2y)%

Soluciéon

Las primeras parciales son

ér

ax

af
=y 20x + 2y), P + 4(x + 2y).
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Ejemplo 3.1

Hallar las derivadas parciales segundas de f(x, y) = xy + (x + 2y)%

Soluciéon
Las primeras parciales son

é 3
(:f =y 20x + 2y), _—f =x + 4(x + 2y).
oy

ox

Ahora derivamos cada una de estas expresiones con respecto a x ¢ y:

.a“-f:7 a_zfzg

'wx). 6}12

[

& a*f
Ox6y Oyox
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|lgualdad de las derivadas parciales mixtas

Teorema (Teorema 1: igualdad de las derivadas parciales cruzadas)

Si f es de clase C2, entonces las derivadas parciales cruzadas son iguales,
es decir

oF _f
oxdy  Oydx’

Sin demostracion.
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Recorrido

© 3.2 El Teorema de Taylor
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Repaso: férmula de Taylor para una variable

Dada f: R — R suave,

f(k)(:co)

k! hk+Rk($07h)a

Flao+ ) = flan) + o+ 02 gy

f(k+1)(c) hk—s-l.

Ri(wo, h) = (k+1)!
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Férmula de Taylor de primer orden para varias variables

Dada f : R® — R diferenciable en xq, sabemos que

o G0+ h) = f(x0) = D (x0) (0)]
h—0 sy

=0.

Si llamamos R;(x¢,h) = f(x0 +h) — f(x0) — Df(x0)(h), entonces
f(xo+h) = f(x0) + Df(x0)(h) + Ri(x0, h),

con

‘Rl(XO,h‘

— 0, cuando h — 0.
[
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Férmula de Taylor de primer orden para varias variables

Teorema (Férmula de Taylor de primer orden)

Sea f: U C R™ — R diferenciable en xo € U. Entonces

f(x0+h) = f(x0) +Zh xo ) + Ri(x0, h),

donde P "
% — 0, cuandoh — 0 en R".
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Férmula de Taylor de primer orden para varias variables

Teorema (Férmula de Taylor de primer orden)

Sea f: U C R™ — R diferenciable en xo € U. Entonces

f(X0+h Xo —i—Zh XO +R1(X0,h),

donde
Rl (Xo, h)

B — 0, cuandoh — 0 en R".

Forma del resto:

1 9°f

Rl(Xo,h) = Z an 81‘ (C )hihj,
? J

7]7
donde c;; es un punto del segmento que une xg con xq + h.
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Ejemplo: férmula de Taylor de primer orden

Obtener la férmula de Taylor de primer orden para f(x,y) = sen(x + 2y)
alrededor de xo = (0, 0).

f(x0) = f(0,0) =0

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Ejemplo: férmula de Taylor de primer orden

Obtener la férmula de Taylor de primer orden para f(x,y) = sen(x + 2y)
alrededor de xo = (0, 0).

f(x0) = f(0,0) =0
fe(@,y) = cos(z + 2y); f2(0,0) =1
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Ejemplo: férmula de Taylor de primer orden

Obtener la férmula de Taylor de primer orden para f(x,y) = sen(x + 2y)
alrededor de xo = (0, 0).

f(x0) = £(0,0) =0
fo(z,y) = cos(z + 2y); f-(0,0) =1
Jy(x,y) = 2cos(z + 2y); fy(0,0) =2
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Ejemplo: férmula de Taylor de primer orden

Obtener la férmula de Taylor de primer orden para f(x,y) = sen(x + 2y)
alrededor de xo = (0, 0).

f(x0) = £(0,0) =0
fo(@,y) = cos(z +2y); f(0,0) =1
fy(z, y) = 2‘303(35 +2y); £,(0,0) =2

R h
f(xo+h) = f(xo0) +Zh xo ) + R1(x0,h), lim 1(x0, h)

h—>0 | b =0
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Ejemplo: férmula de Taylor de primer orden

Obtener la férmula de Taylor de primer orden para f(x,y) = sen(x + 2y)
alrededor de xo = (0, 0).

f(x0) = £(0,0) =0
fo(@,y) = cos(z +2y); f(0,0) =1
fy(z, y) = 2‘303(35 +2y); £,(0,0) =2

R h
f(xo+h) = f(xo0) +Zh xo ) + R1(x0,h), lim 1(x0, h)

h—>0 | b =0

oF (x0) + R1(x0, h)

2
£((0,0)+h) =0+ Zhiax‘
i=1 v
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Ejemplo: férmula de Taylor de primer orden

Obtener la férmula de Taylor de primer orden para f(x,y) = sen(x + 2y)
alrededor de xo = (0, 0).

f(x0) = £(0,0) =0
fo(@,y) = cos(z +2y); f(0,0) =1
fy(z, y) = 2‘303(35 +2y); £,(0,0) =2

R h
f(xo+h) = f(xo0) +Zh xo ) + R1(x0,h), lim 1(x0, h)

h—>0 | b =0

OF (x0) + Ri(x0. )

£((0,0) + h) —O+Zh 30,

F(0) = 0+ hy fo(xo) + hafy(%0) + 52y 45 (cij)hih
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Ejemplo: férmula de Taylor de primer orden

Obtener la férmula de Taylor de primer orden para f(x,y) = sen(x + 2y)
alrededor de xo = (0, 0).

f(x0) = £(0,0) =0
fo(@,y) = cos(z +2y); f(0,0) =1
fy(z, y) = 2‘305(35 +2y); £,(0,0) =2

R h
f(xo+h) = f(xo0) +Zh XO ) + R1(x0,h), lim 1(x0, h)

h—>0 | b =0

0
oL (x0) + (30, )

£((0,0) + h) —O+Zh

F(0) = 0+ hu folx0) + hafy(%0) + X3y §5ds (cij)hihy

f(h) = hy + 2hy + Ri(x0,h), con lim Falxoh) _
hoo ]
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Férmula de Taylor de segundo orden para varias variables

Teorema (Férmula de Taylor de segundo orden)

Sea f:U C R" = R de clase C3. Entonces

_ ~ Of 1, Of
f(xo+h) = f(Xo)+;hza—m(xo) - 5”2231 hzh]m(XO)JrRQ(Xo,h),
donde
RQ(XO,h)

— 0, cuando h — 0.
[h?

Forma del resto:
n

1 93f
RQ(XO,h): g gm(cwk)hzhjhk,
2,J,k=1

donde c;; es un punto del segmento que une xq con xq + h.
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Férmula de Taylor de segundo orden para varias variables

hi
of of
h) = = 2L :
o+ 1) = o) + (51 )
n
oy err . 9%
6x128m1 83?126.7}2 0110Tn hl
ol L A . h
+ %(hl, e hn) 6ac2-8901 322.81'2 axzamn .2
0xn0x1 O0Tn0x2 0TnO0xn

donde las derivadas de f se evaliian en xg.
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Ejemplo: férmula de Taylor de segundo orden

Obtener la férmula de Taylor de segundo orden para f(z,y) = sen(z + 2y)
alrededor de xo = (0,0).

f(x0) = f(0,0) =0
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Ejemplo: férmula de Taylor de segundo orden

Obtener la férmula de Taylor de segundo orden para f(z,y) = sen(z + 2y)
alrededor de xo = (0,0).

f(x0) = £(0,0) =0
fe(z,y) = cos(z + 2y); f-(0,0) =1; fy(x,y) = 2cos(z + 2y); fy(0,0) =2
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Ejemplo: férmula de Taylor de segundo orden

Obtener la férmula de Taylor de segundo orden para f(z,y) = sen(z + 2y)
alrededor de xo = (0,0).

f(x0) = f(0,0) =0
fa(z,y) = cos(z + 2y); f2(0,0) =1; fy(z,y) = 2cos(x + 2y); f,(0,0) =2
fxf’?(o’o) = fyy(0,0) = fCL‘y(OvO) =0
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Ejemplo: férmula de Taylor de segundo orden

Obtener la férmula de Taylor de segundo orden para f(z,y) = sen(z + 2y)
alrededor de xo = (0,0).

f(x0) = f(0,0) =0
fa(z,y) = cos(z + 2y); f2(0,0) =1; fy(z,y) = 2cos(x + 2y); f,(0,0) =2
f:c:c(o 0) = fyy(o 0) = f:cy(o 0) =0
F(0) = 0+ hu f(x0) + hafy(%0) + X3,y 35 (X0)hih; + Ra(xo, h)
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Ejemplo: férmula de Taylor de segundo orden

Obtener la férmula de Taylor de segundo orden para f(z,y) = sen(z + 2y)
alrededor de xo = (0,0).

f(x0) = f(0,0) =0
fa(z,y) = cos(z + 2y); f2(0,0) =1; fy(z,y) = 2cos(x + 2y); f,(0,0) =2
f22(0,0) = fyy(o 0) = f:cy(o 0)=0
f(h) =0+ hy fr(x0) + hafy(xo) + Z” 1 éaﬁax (x0)hihj + Ra(xo, h)

65
f( ) = hl + 2h2 + sz k=1 :;l' 8118xjfazk (cljk)hlh]h’k
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Ejemplo: férmula de Taylor de segundo orden

Obtener la férmula de Taylor de segundo orden para f(z,y) = sen(z + 2y)
alrededor de xo = (0,0).

f(x0) = £(0,0) =0
fa(z,y) = cos(z + 2y); f2(0,0) =1; fy(z,y) = 2cos(x + 2y); f,(0,0) =2
f22(0,0) = fyy(o 0) = f:cy(o 0)=0
f(h) =0+ hy fr(x0) + hafy(xo) + Z” 1 éaﬁax (x0)hihj + Ra(xo, h)
f(h) = hy + 2ho + Z” k=1 ?}' 8113261,6 (ciji)hihjhy
F(h) = hy + 2hs + Ro(x0,h)
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Recorrido

© 3.3 Extremos de funciones con valores reales
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Maximos y minimos de funciones de n variables

DEFINICION  Si f: U/ = " — R es una funcién escalar dad, se dice que un punto X, € U es un
punto de minimo local de f si existe un entorno V de x, tal que para todos los puntos x de
V., fF(x) = f(xy) (véase la Figura 3.3.2). Andlogamente, X, & {7 s un punto de maximeo local si
cxisic un cntorno Vde X, tal que fF(x) < f{x,) para todo x ¢ V. El punto x, € U ¢s un punto de
extremo local o relative si es punto de minimo local o de maximo local. Un punto x, es un
punto crifico de f si, o bien fno es diferenciable en X, 0 bien Bfix,) = 0. Si un punta critico
no es punto de extremo local, se dice que ¢s un punto de silja®,

T Grafica de f
i Grafica de [

1
|
E T x
i
|
L]
X5 X
Punto de minimo local Punto de mdximo local
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Teorema 4

DEMOSTRACION Supongamos que f alcanza un maximo local en X,. Entonces para cual-
quier h ¢ R Ta funcidén g(n) = f(x, + ) tiene un médximo local en 1 = 0. Por consiguiente, el cilcufo
de una variable nos dice que g'(0) = 0. Por owra parte, per la regla de la cadena,

g = [Dfxylh.

Asf pues, [Df(xg)h = 0 para todo h, de modo que Df(xy) = §. Bl caso en que f alcanza un mini-
mo local en X, es completamente andlogo.
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Ejemplos 3.13 y 3.14

. 2 3
Hallar todos los puntos criticos de = = oy + vy,
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Ejemplos 3.13 y 3.14

Obsérvese la Figura 3.3.4, una gréfica dibujada con computador de la funcién
Y iDdnde estdn los puntos criticos?

N =N
= 7/ ﬂé' vw”“ o
L IORRRN
P NS
w2 NG
< 0%
2 wﬁ% %
L =g
Eje s

Fxgnmaal. Elvolcan: z = 2(x% + 3" exp (- x* — y9).
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Definicidon Hessiana

DEFINICION  Supongamos que f1 U < R" — R dene derivadas de segundo orden continvas
(Erzf/éx,-ﬁxj)(xo), para i, j = 1, ... n. en el punto X, € U. La hessiana de [ en % es 1a forma
cuadrdtica definida por:

e o)
&y x, x,0x,, ()
1 n & 1 . .
HEGo)h) = 5 3 =2 (b, = (g, e ) : S
< =1 00X, < a?f (3?.[ hn
\\3xn6x] T oxx,

Nétese que, por la iguaidad de las derivadas parciales cruzadas, la marriz de las derivadas
segundas es simétrica.

Esta funcion se usa, por lo comin, en puntos criticos x, € U. En este caso, Df(xp) = 6,
de manera que la férmula de Taylor (véase ¢l Teorema 3. Seccidén 3.2) se puede escribir de la
forma

F(xp + h) = fxo) + Hf(x)h) = Ra(xe, hy.

Asi, en un punro critico la hessiana es igual al primer término no constante de la serie de
Taxlor de f.

Una forma cuadrética g: R" — R se dice definida positiva si g(h) 2= 0 para todo h e R" y
g(h) = 0 s6lo para h = 0. De manera andloga, g cs definida negativa si g(h) < 0y gth) =0
56lo para h = 0. Obsérvese que sin = 1, Hf (x,}(h) = % ""(xu)hz, que es definida positiva si y
solo si f'(xg) > 0.
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Teorema 4
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Teorema 4
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Criterio para formas definidas positivas

Criterio del determinante para decidir si una forma
cuadratica es definida positiva

Hay criterios similares para una matriz n ¥ n simétrica B. Consideramos 1as n submatrices cua-
dradas a lo largo de la diagonal (véase la Figura 3.3.5). B es definida positiva (eslo es, la forma
cuadrética asociada con B es definida posiliva) si v s6lo si los determinantes de estas subma-
trices diagonales son todos mayores que cero. Para B definida negativa, los signos deben ser

i En el criterio para decidir si una forma cuadratica es
definida positiva se usan submatrices «diagonaless: todas
deben tener determinante >0

alternativamente <0 y >0. No demostraremos aquf el caso general®. Si los determinantes de
las submatrices diagonales son todos distintos de cero, pero la mairiz no ¢s definida positiva ni
negativa, el punto critico es de fipe silfa; en este caso se puede demostrar, como en el Ejemplo
3.12, que el punto no es ni de maximo ni de minimo.
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Criterio derivada segunda

Funciones de v.
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