
UNIDAD 1: Funciones de varias variables
1.2 Derivadas de orden superior y extremos
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Definiciones y notación

Definición

Una función f : R3 → R es de clase C1 o diferenciable con continuidad si
existen las derivadas parciales ∂f/∂x, ∂f/∂y y ∂f/∂z y son continuas.
Si estas derivadas, a su vez, tienen derivadas parciales continuas, diremos
que f es de clase C2 o dos veces diferenciable con continuidad.

Las derivadas parciales iteradas de f se anotan de distintas maneras:

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
= fxx;

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
= fyx;

∂3f

∂x∂y∂z
=

∂

∂x

(
∂

∂y

(
∂f

∂z

))
= fzyx; etc.

fxy y fyx se llaman derivadas parciales cruzadas o mixtas.
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Ejemplo 3.1
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Ejemplo 3.1
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Igualdad de las derivadas parciales mixtas

Teorema (Teorema 1: igualdad de las derivadas parciales cruzadas)

Si f es de clase C2, entonces las derivadas parciales cruzadas son iguales,
es decir

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
.

Sin demostración.
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Repaso: fórmula de Taylor para una variable

Dada f : R→ R suave,

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h +
f ′′(x0)

2
h2 + · · ·+ f (k)(x0)

k!
hk + Rk(x0, h),

Rk(x0, h) =
f (k+1)(c)

(k + 1)!
hk+1.
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Fórmula de Taylor de primer orden para varias variables

Dada f : Rn → R diferenciable en x0, sabemos que

ĺım
h→0

‖f(x0 + h)− f(x0)−Df(x0)(h)‖
‖h‖

= 0.

Si llamamos R1(x0,h) = f(x0 + h)− f(x0)−Df(x0)(h), entonces

f(x0 + h) = f(x0) + Df(x0)(h) + R1(x0,h),

con ∣∣R1(x0,h
∣∣

‖h‖
→ 0, cuando h→ 0.
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Fórmula de Taylor de primer orden para varias variables

Teorema (Fórmula de Taylor de primer orden)

Sea f : U ⊂ Rn → R diferenciable en x0 ∈ U . Entonces

f(x0 + h) = f(x0) +

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(x0) + R1(x0,h),

donde
R1(x0,h)

‖h‖
→ 0, cuando h→ 0 en Rn.

Forma del resto:

R1(x0,h) =
n∑

i,j=1

1

2

∂2f

∂xi∂xj
(cij)hihj ,

donde cij es un punto del segmento que une x0 con x0 + h.
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Ejemplo: fórmula de Taylor de primer orden

Obtener la fórmula de Taylor de primer orden para f(x, y) = sen(x + 2y)
alrededor de x0 = (0, 0).

f(x0) = f(0, 0) = 0

fx(x, y) = cos(x + 2y); fx(0, 0) = 1

fy(x, y) = 2 cos(x + 2y); fy(0, 0) = 2

f(x0 + h) = f(x0) +
n∑

i=1

hi
∂f

∂xi
(x0) + R1(x0,h), ĺım

h→0

R1(x0,h)

‖h‖
= 0.

f((0, 0) + h) = 0 +
2∑

i=1

hi
∂f

∂xi
(x0) + R1(x0,h)

f(h) = 0 + h1fx(x0) + h2fy(x0) +
∑2

i,j=1
1
2

∂2f
∂xi∂xj

(cij)hihj

f(h) = h1 + 2h2 + R1(x0,h), con ĺım
h→0

R1(x0,h)
‖h‖ = 0.
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Fórmula de Taylor de segundo orden para varias variables

Teorema (Fórmula de Taylor de segundo orden)

Sea f : U ⊂ Rn → R de clase C3. Entonces

f(x0 +h) = f(x0) +
n∑

i=1

hi
∂f

∂xi
(x0) +

1

2

n∑
i,j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(x0) +R2(x0,h),

donde
R2(x0,h)

‖h‖2
→ 0, cuando h→ 0.

Forma del resto:

R2(x0,h) =

n∑
i,j,k=1

1

3!

∂3f

∂xi∂xj∂xk
(cijk)hihjhk,

donde cij es un punto del segmento que une x0 con x0 + h.
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Fórmula de Taylor de segundo orden para varias variables

f(x0 + h) = f(x0) +

(
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn

) h1
...
hn



+
1

2
(h1, · · · , hn)


∂2f

∂x1∂x1

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2∂x2

· · · ∂2f
∂x2∂xn

...
...

...
∂2f

∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

· · · ∂2f
∂xn∂xn




h1
h2
...
hn


+ R2(x0,h),

donde las derivadas de f se evalúan en x0.
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Máximos y ḿınimos de funciones de n variables
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Teorema 4
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Ejemplos 3.13 y 3.14
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Ejemplos 3.13 y 3.14
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Definición Hessiana
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Teorema 4
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Teorema 4
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Criterio para formas definidas positivas
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Criterio derivada segunda
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