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1.2 Derivadas de orden superior y extremos
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Multiplicadores de Lagrange

flz,y) = 2 + 29 g(z,y) =2 +y* — 1

Buscamos los extremos de f sujeta a la restriccién g(z,y) = 0.
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Multiplicadores de Lagrange

Teorema (Método de multiplicadores de Lagrange)

Sean f:UCR" =R yg:U CR"— R funciones C'. Sean xog € U y
g(x0) = ¢ y sea S el conjunto de nivel de g con valor c. Supongamos que
Vg(x0)) # 0.

Si f|S (f restringida a S) alcanza en x¢ un extremo local en S, entonces
existe un ndmero real \ tal que

Vf(Xo) = )\vg(X()).
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Multiplicadores de Lagrange

Teorema (Método de multiplicadores de Lagrange)

Sean f:UCR" =R yg:U CR"— R funciones C'. Sean xog € U y
g(x0) = ¢ y sea S el conjunto de nivel de g con valor c. Supongamos que

Vg(xo)) # 0.
Si f|S (f restringida a S) alcanza en x¢ un extremo local en S, entonces
existe un ndmero real \ tal que

Vf(Xo) = )\vg(X()).

Un punto xo donde se cumple V f(x¢) = AVg(xo) se llama punto critico
de f|S.
A se llama multiplicador de Lagrange.
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Another way of looking at these equations is as follows: Think of A as an additional
variable and form the auxiliary function

h(xy, ..., X0 A) = Flx, ..., x,) — Algln, ..., x,) — cl.

The Lagrange multiplier theorem says that to find the extreme points of £]5, we should
examine the critical points of 4. These are found by solving the equations

ahor . og

= A
8X1 3X1 8X1

an  af a
0= _ g

= - (3)
dx, dXx, dx,
ah

:ﬁ:g(xl,...,x,,) —c

which are the same as equations (2) above.
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; Sea § = [? la recta quc pasa por {— 1. 0) con una inclinacién de 45Y, y sea
fiRPSR, (4 ) - 17 + 3% Hallar los extremos de £ 5.

Solucion

Aqui § = {{x, ¥)|y — x — 1 = 0}, y por consiguiente hacemos g(x, y) =y —x - 1y ¢ = 0. Te-
pemos Vg(r, v) = —i+ j £ 0. Los puntos de extremo relativo de /|8 deben hallarse entre
aquellos punios en gue Vi es ortogonal a 8, esto es, en rectas con una inclinacion de —435°

x
Conjunto de nivel =3

La geometria ascciada con la
busqueda de los extremeos de
Fix. y) = x* + y® restringida a
S= e yHy - ¥— 1 =0}
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Varias restricciones

Varias restricciones
51 una supérﬁcie § estd definida por varias restricciones, a saber,

gl x,) =y

'
8%, e ) G
) , )

gr":l:""'!-. ] ‘x'i) = CkJ

entonces el teorema de los multiplicadores de Lagrange se puede generalizar coma sigue: sf f
tiene un mdximo o un minimo sobre S en X, deben existir constantes Ay, ..., A, tales que’

V(%) = AVgi(xp + - + LV z2u(xo) &)
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Hallar Jos puntos de exmremo de f(x, y, 2) = x + ¥ + z sujeta a las dos condicio-

nes ¥ Fy2=2yx b g= 1

Solucion
Aqui hay dos restricciones:

aluyd=x"+y 2=0 v g vd=x+z-1=0

Asi, debemos encontrar x, ¥, z. 4, ¥ ; fales que
VG o = Vgl p 2) + A Vga(x, v, 2,

gl =0 ¥y gy =0
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nes x* + y =2y x bog= 1l
Solucion
Aqui hay dos restricciones:

sy a=x+y 2=0 vy gxvd=xtz-1=0
Asi, debemos encontrar x, ¥, z. 4, ¥ ; fales que
VS, vy, @)= 4,Vg(x, y, 0 + Vg, v, 2.

gl =0 ¥y gy =0

Estas son cinco ecuaciones para x, y, z, 4, v 4. De la tercera ecuacién i, = 1, y por
tanto 2x4; = 0, 2yd, = 1. Como lz segunda implica 4, # O, tenemos x = 0. Por consiguicnte,

y— + \.4'12 vz=1.Porlo @nto, los posibles puntos de extremo son g), ‘I\;’Q, 1). Una sanple
inspeccidn muestra que (9, \;'2, 1) da un médxima relativo y (0, — \,’/?., 1) un minimo relativo.

La condicion x° + y~ = 2 implica que x ¢ y tienen que estar acotadas. La condicion
x + ;= 1 implica que también 7 cstd acotada. Se deduce que el conjunto § dado por las restric-
ciones es cerrado y acotado. Del Teorema 7 se sigue que f tiene un mdximo y un minimo en S,
que se deben alcanzar en (0, | 1y (0, — £

1}, respectivamente.

N

Funciones de v. variables

Hallar Jos puntos de exmremo de f(x, y, 2) = x + ¥ + z sujeta a las dos condicio-
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Extremos globales

Maximos y minimos globales

El método de los multiplicadores de Lagrange refuerza nuestras técnicas para hallar maximos v
minimos globales. En este senudo, es arl o que sigue.

DEFINICION Sea U una regidon abierta en K" con frontera 8L, Decimos que 0U cs suave si
07 es el conjunto de nivel de nna funcion snave g cuyo gradiente Vg nunca se anula (esto es
Vg = (). Entonces podemos scguir la estuategia que sigue.

]
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Criterio de la derivada segunda para extremos
condicionados
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Teorema de la funcién implicita

Teorema

Sea F : R™™! — R con derivadas parciales continuas. Denotamos los puntos de
R por (x, 2), donde x € R™ y z € R y suponemos que (xq, z0) cumple

oF
F(x,20) =0 y a(xoyzo)¢0~

Entonces hay dos bolas: U C R" tal que xo € U y V C R tal que zy € V, tales
que existe una dnica funcién z = g(x) definida parax € U y z € V que satisface

F(x,9(x)) = 0.

Mads ain, six € U y z € V satisfacen F(x, z) = 0, entonces z = g(x). Finalmente
z = g(x) es continuamente diferenciable, con derivada dada por

Dyg(x) = —;DXF(X, z)}

& (x,2)

2=g(x)’

donde Dx F' denota las derivadas parciales de F' con respecto a la variable x, esto
es DyF = [0F/0z1,- -+ ,0F/0xy. En otras palabras

g OF/ou;
dr;  OF/9z’
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Teorema de la funcién implicita

El teorema general de la funcién implicita

A continuacién enunciaremos, sin demostracién, el reorema general de la funcidn implicita*®.
En lugar de tratar de despejar una variable de una ecuacidn. intentamos despejar m variables
de m ecuaciones:

v vees T

Flxy, o X 24y o Zg) = 0

F._,(r,, N z,-. :,,,J:{‘I 3
FoulX1e ooy o Zpe v 2 = O

En el Teorema 11 tenfamos la condicidn dF/8z # 0. La condicidn adecuada para el teorema ge-
neral de lu funcidn implicita es que A # 0'°, donde A es e dererminante de la matriz m * m

oF, OF,
dz, 2,
c F’“ O FA‘“
az, Oz,

evaluado en el punto (X, zy); en un entorno de dicho punio podemos despejar z, de manera

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Teorema de la funcién implicita

Teorema

Si A # 0, entonces la ecuacion (3) define de manera tnica funciones
(suaves)

Zz‘:k‘i(l'l,"',l‘n) (izla"'7m)a

cerca del punto (X, zo). Sus derivadas se pueden calcular mediante
diferenciacion implicita.
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Teorema de la funcién inversa

El teorema de la funcién inversa

El teorema de la funcidn inversa es un caso particular del reorema general de la funcidn impli-
cita. Aqui trataremos de despejar x,, ..., x, como funciones de y. ..., y, en las ecuaciones
Al e X)) =30
(4}

Flxls ey X0) = Wy

es decir, estamos intentando invertir las ecuaciones del sistema (4).

A la pregunta de si es posible despejar, se responde mediante el teorema general de la funcién
implicita aplicado a las funciones v, — fi{x, ..., x,} con las incdgnitas (x;, ..., x,) (anteriormente
Namadas (z;, ..., 2,)). La condicién para poder despejar en un entorno de un punto Xy es A # 0,
donde A es el determinante de la mawriz Df(x,), v F= (f1,
Sy wos FO(x0, oy 2D, 800y, s ¥,/ 000,

... ). La cantidad A se denota por
Jacobiano de [. Explicitamcnte,

X)) 0 JOFXxy,), y recibe el pombre de determinante

afi ifl
| 61’; (Xﬂ) . 6'1:11 (Xﬂ)
Ofr. o fdl - ) = :
1_f1__.___{u ! J(F) (%) : v
OXy, s X)) Iv=xq 2, o,
Cln N Cn
E; o) e Ox o)
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Teorema de la funcidn inversa

Teorema

Sea U C R™ abierto y sean f1 : U = R,--- , f1 : U = R con derivadas paricales
continas. Consideramos las ecuaciones

fi(my, - on) = Y1
(1)

fn(lh ce 7$n) = Yn

cerca de una solucién dada xg, yo. Si el determinante jacobiano

g (x0) - F(x0)

Ihmo) = gl ]
1,7 5 Zn) |xexg Bfn(x) 6fn( )
Oz1 \ A0 Ozn X0

es no nulo, entonces en (1) se puede despejar® de manera tnica x = g(y), para x
cerca de xg y'y cerca de yog. Ademds, la funcién g tiene derivadas parciales
continuas.

?En el sentido de considerar como funcién, no siempre se podrd despejar.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 18/18




	Multiplicadores de Lagrange
	Teoremas

