
UNIDAD 1: Funciones de varias variables
1.3 Funciones con valores vectoriales
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Ĺıneas de flujo

4 Sección 4.4 La divergencia y el rotacional
Divergencia
Interpretación de la divergencia
Rotacional
Los campos gradiente son irrotacionales
Rotacional escalar o componente k del rotacional
Divergencia de un rotacional
Laplaciano
Identidades vectoriales

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 3 / 65



Diferenciación de trayectorias
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Propiedades
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Trayectoria de módulo constante
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Trayectoria de módulo constante
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Ejemplo 4.2

Una part́ıcula se mueve con aceleración −k. Si en t = 0 se encuentra en
(0, 0, 1) y la velocidad en t = 0 es i + j, ¿cuándo y en qué punto cruza la
part́ıcula el plano z = 0? Describir la trayectoria seguida por la part́ıcula,
suponiendo t ≥ 0.

Buscaremos c(t).

c′′(t) = −k = (0, 0,−1)

c′(t) = (k1, k2,−t+ k3)

= (1, 1,−t)

c(t) =

(
t+ k4, t+ k5,−

t2

2
+ k6

)
=

(
t, t,− t

2

2
+ 1

)

c′′(0) = k = (0, 0, 1)

c′(0) = i + j = (1, 1, 0)

k1 = k2 = 1, k3 = 0

c(0) = (0, 0, 1) = (k4, k5, k6)

⇒ k4 = k5 = 0, k6 = 1
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part́ıcula el plano z = 0? Describir la trayectoria seguida por la part́ıcula,
suponiendo t ≥ 0.

c(t) =
(
t, t,− t2

2 + 1
)

corta el plano z = 0 cuando su tercera componente

se anule:

− t
2
0

2
+ 1 = 0⇒ t20

2
= 1⇒ t0 =

√
2 (t0 ≥ 0).

¿En qué punto?

c(
√

2) =
(√

2,
√

2, 0
)
.

La trayectoria que sigue es una parábola en el plano x = y.
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Trayectoria regular
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Longitud de arco

Definición (Longitud de arco en R2 y R3)

La longitud de arco de la trayectoria c(t) = (x(t), y(t)) para t0 ≤ t ≤ t1 es

L(c) =

∫ t1

t0

‖c′(t)‖dt =

∫ t1

t0

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt.

La longitud de arco de la trayectoria c(t) = (x(t), y(t), z(t)) para
t0 ≤ t ≤ t1 es

L(c) =

∫ t1

t0

‖c′(t)‖dt =

∫ t1

t0

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2dt.
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Ejemplos 4.5 y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (r cos t, r sen t), 0 ≤ t ≤ 2π:

c′(t) = (−r sen t, r cos t), ‖c′(t)‖ =
√

[−r sen]2 + [r cos t]2 = r.

L(c) =

∫ 2π

0

√
[−r sen]2 + [r cos t]2dt =

∫ 2π

0
r dt = 2πr.

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (cos t, sen t, t2), 0 ≤ t ≤ π:

c′(t) = (− sen t, cos t, 2t), ‖c′(t)‖ =
√

[− sen]2 + [cos t]2 + [2t]2.

L(c) =

∫ π

0

√
[− sen]2 + [cos t]2 + [2t]2dt =

∫ π

0

√
4t2 + 1 dt ≈ 10, 63.
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Curva suave por partes

Ejemplo

La curva dada por

c(t) =

{
(t, 1), si 0 ≤ t ≤ 1,

(1, 2− t), si 1 ≤ t ≤ 2,

es suave por partes, suave a trozos o C1 a trozos.

Observación: con frecuencia trabajaremos con dos trayectorias, tales que
las curvas que definan estén unidas por sus extremos.
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Diferencial de la longitud de arco

Dada c(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k = (x(t), y(t), z(t)), consideramos un
incremento pequeño ∆t de la variable independiente y el correspondiente
incremento en la trayectoria,

c(t+ ∆t) = (x(t+ ∆t), y(t+ ∆t), z(t+ ∆t)).

La diferencia c(t+ ∆t)− c(t) es un vector y representa un desplazamiento.

c(t+ ∆t)− c(t) = (x(t+ ∆t), y(t+ ∆t), z(t+ ∆t))− (x(t), y(t), z(t))

= (x(t+ ∆t)− x(t), y(t+ ∆t)− y(t), z(t+ ∆t)− z(t))
= (∆x(t),∆y(t),∆z(t))

≈ (x′(t) dt, y′(t) dt, z′(t) dt)
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Diferencial de la longitud de arco

Definición (Diferencial de la longitud de arco)

Dada c(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k = (x(t), y(t), z(t)), un desplazamiento
infinitesimal de una part́ıcula que sigue esta trayectoria es

ds = dxi + dyj + dzk =
(
x′(t)dt, y′(t)dt, z′(t)dt

)
y la longitud de tal desplazamiento,

ds =
√
dx2 + dy2 + dz2 =

√
[x′(t)2] + [y′(t)2] + [z′(t)2]dt,

es la diferencial de la longitud de arco.

Observación: L(c) =

∫ t1

t0

ds.
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Longitud de arco en Rn

Definición (Longitud de arco)

Sea c : [t0, t1]→ Rn un camino C1 a trozos. Su longitud se define como

L(c) =

∫ t1

t0

‖c′(t)‖dt,

es decir

L(c) =

∫ t1

t0

√
[x′1(t)]

2 + [x′2(t)]
2 + · · ·+ [x′n(t)]2dt.

Observación: L(c) =

∫ t1

t0

ds.
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Ejemplo 4.9

c(t) = (cos t, sen t, cos(2t), sen(2t)), 0 ≤ t ≤ π.

L(c) =

∫ π

0

√
sen2(t) + cos2(t) + 4 sen2(2t) + 4 cos2(2t)dt =

√
5π.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 17 / 65



Ejemplo 4.9

c(t) = (cos t, sen t, cos(2t), sen(2t)), 0 ≤ t ≤ π.

L(c) =

∫ π

0

√
sen2(t) + cos2(t) + 4 sen2(2t) + 4 cos2(2t)dt =

√
5π.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 17 / 65



Longitud de arco

Definición (Función longitud de arco)

Sea c : [t0, t1]→ Rn una trayectoria C1 a trozos. La función longitud de
arco s(t) asociada a c(t) se define como

s(t) =

∫ t

t0

‖c′(u)‖du,

y, por el TFC1,

s′(t) = ‖c′(t)‖ y

∫ t1

t0

s′(t) dt = s(t1)− s(t0) = s(t1).
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Ejemplo 4.10

La gráfica de una función de una variable y = f(x) para x ∈ [a, b], puede
verse como una curva parametrizada por

c(x) = (x, f(x)), a ≤ x ≤ b.

La longitud de esta curva es

L(c) =

∫ b

a
‖c′(t)‖dt =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2dx.
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Justificación de la fórmula de la longitud de arco

Dada c : [a, b]→ R3, tomamos una partición de [a, b],
P = {t0, t1, · · · , tn}, con a = t0 < t1 < · · · < tn = b,

que determina n
subintervalos de igual longitud:

ti − ti−1 =
b− a
n

, 1 ≤ i ≤ n,

y consideramos la ĺınea poligonal obtenida uniendo los pares de puntos
c(ti−1), c(ti), para 1 ≤ i ≤ n.
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Justificación de la fórmula de la longitud de arco

Dada c : [a, b]→ R3, tomamos una partición de [a, b],
P = {t0, t1, · · · , tn}, con a = t0 < t1 < · · · < tn = b, que determina n
subintervalos de igual longitud:

ti − ti−1 =
b− a
n

, 1 ≤ i ≤ n,
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Justificación de la fórmula de la longitud de arco

Dada c : [a, b]→ R3, tomamos una partición de [a, b],
P = {t0, t1, · · · , tn}, con a = t0 < t1 < · · · < tn = b, que determina n
subintervalos de igual longitud:

ti − ti−1 =
b− a
n

, 1 ≤ i ≤ n,
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Justificación de la fórmula de la longitud de arco

En cada subintervalo tenemos

‖c(ti)−c(ti−1)‖ =
√

[x(ti)− x(ti−1)]2 + [y(ti)− y(ti−1)]2 + [z(ti)− z(ti−1)]2.

Aplicamos el TVM a las funciones x, y y z en el intervalo [ti−1, ti] y
obtenemos que existen puntos t∗i , t

∗∗
i y t∗∗∗i en [ti−, ti] tales que

x(ti)− x(ti−1) = x′(t∗i )(ti − ti−1)
y(ti)− y(ti−1) = y′(t∗∗i )(ti − ti−1)
z(ti)− x(ti−1) = z′(t∗∗∗i )(ti − ti−1)

‖c(ti)− c(ti − 1)‖ =
√

[x′(t∗i )]
2 + [y′(t∗∗i )]2 + [z′(t∗∗∗i )]2(ti − ti−1).

Sn =
n∑
i=1

√
[x′(t∗i )]

2 + [y′(t∗∗i )]2 + [z′(t∗∗∗i )]2(ti − ti−1)

L = ĺım
n→∞

Sn =

∫ b

a

√
[x′(t)]2 + [y′(t]2 + [z′(t]2dt

que existe si las derivadas x′, y′ y z′ son continuas.
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n→∞

Sn =

∫ b

a

√
[x′(t)]2 + [y′(t]2 + [z′(t]2dt

que existe si las derivadas x′, y′ y z′ son continuas.
UNIDAD 1: Funciones de varias variables 21 / 65



Recorrido

1 Sección 4.1 del libro: la aceleración y la segunda ley de Newton

2 Sección 4.2 Longitud de arco

3 Sección 4.3 Campos vectoriales
Campo vectorial gradiente
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Concepto de campo vectorial

Definición

Un campo vectorial en Rn es una aplicación F : A ⊂ Rn → Rn que asigna
a cada punto x ∈ A un vector F(x).

Observación: si n = 2, F se denomina campo vectorial en el plano; si
n = 3, F se denomina campo vectorial en el espacio.
Observación: un campo vectorial en Rn tiene n funciones componentes,
cada una de las cuales es un campo escalar.
Nota: si cada componente es de clase Ck, entonces diremos que el campo
vectorial F es de clase Ck.
Nota: en adelante supondremos que los campos vectoriales son al menos
de clase C1, salvo que se diga expresamente lo contrario.
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Ejemplo 4.11

Cuando fluye agua a través de una tubeŕıa, en cada punto hay una
velocidad que afecta a la part́ıcula en esa posición.

Esta velocidad, que depende de la posición, puede también depender del
tiempo. Si no depende del tiempo, decimos que el flujo es estacionario
(que no es lo mismo que decir que la velocidad es constante o que el agua
no se mueve). El campo de velocidades V asigna a cada punto la
velocidad del fluido en ese punto y, si el flujo es estacionario, V no
depende del tiempo, sino solo de la posición en el espacio. La velocidad es
una magnitud vectorial, su módulo es la rapidez; se aprecia cómo rapidez y
dirección pueden cambiar de un punto a otro.
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Ejemplo 4.12

V(x, y) = (−y, x)

Nota: se suele ajustar la escala de los campos vectoriales.
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Ejemplo

Sea f definida en Rn tal que existen sus derivadas parciales. El gradiente

∇f : Rn → Rn
∣∣x 7→ (fx1(x), · · · , fxn(x))

es un campo vectorial en Rn.

Ejemplo: f(x, y) = x2 + 2y2, ∇f(x, y) = (2x, 4y).

Imagen de ∇f y del gráfico de f junto con algunas curvas de nivel de f .
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Ejemplo 4.14

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 30 / 65



Ejemplo 4.15
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Ejemplo 4.17

Probar que no hay una función f de clase C1 tal que ∇f(x, y) = V(x, y)
para V(x, y) = (y,−x).

Si la hubiera, debeŕıa ocurrir

fx(x, y) = y y fy(x, y) = −x

pero derivando tendŕıamos

fxy(x, y) = 1 y fyx(x, y) = −1

y seŕıan continuas, por ser f de clase C1; luego debeŕıan ser iguales (por
teorema), lo cual es absurdo.
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Ĺıneas de flujo

Definición (Ĺıneas de flujo de campos vectoriales)

Si F es un campo vectorial, una ĺınea de flujo de F es una trayectoria
c(t) tal que c′(t) = F(c(t)). Es decir que F da el campo de velocidades de
la trayectoria c(t).

Observación: si F es un campo de velocidades de un fluido, una ĺınea de
flujo es la trayectoria seguida por una pequeña part́ıcula suspendida en el
fluido. Las ĺıneas de flujo también se llaman ĺıneas de corriente o curvas
integrales.
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Definición (Ĺıneas de flujo de campos vectoriales)

Si F es un campo vectorial, una ĺınea de flujo de F es una trayectoria
c(t) tal que c′(t) = F(c(t)). Es decir que F da el campo de velocidades de
la trayectoria c(t).

Observación: geométricamente, una ĺınea de flujo para un campo
vectorial F dado es una curva sobre el dominio de F tal que el vector
tangente a la curva en cada punto coincide con el campo vectorial.
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Ĺıneas de flujo

Definición (Ĺıneas de flujo de campos vectoriales)

Si F es un campo vectorial, una ĺınea de flujo de F es una trayectoria
c(t) tal que c′(t) = F(c(t)). Es decir que F da el campo de velocidades de
la trayectoria c(t).

Observación: una ĺınea de flujo puede iterpretarse como la solución de un
sistema de ecuaciones diferenciales:

c′(t) = F(c(t)) equivale a


x′(t) = P (x(t), y(t), z(t)),
y′(t) = Q(x(t), y(t), z(t)),
z′(t) = R(x(t), y(t), z(t)),

donde c(t) = (x(t), y(t), z(t)) y F = (P,Q,R).

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 36 / 65



Ejemplo 4.18

Demostrar que la trayectoria c(t) = (cos t, sen t) es una ĺınea de flujo para
el campo vectorial F(x, y) = (−y, x). ¿Hay más ĺıneas de flujo?

Veamos que c′(t) = F(c(t)):

c′(t) = (− sen t, cos t) y F(c(t)) = (− sen t, cos t),

o sea que c(t) es una ĺınea de flujo.

En cada punto del dominio de F pasa una ĺınea de flujo; son
circunferencias:

c(t) = (r cos(t− t0), r sen(t− t0)), r y t0, constantes.
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En cada punto del dominio de F pasa una ĺınea de flujo; son
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Operador nabla

Operador nabla:

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
.

El gradiente de una función se forma operando con nabla sobre f :

∇f =

(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y

)
f = i

∂f

∂x
+ j

∂f

∂y

∇f =

(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
f = i

∂f

∂x
+ j

∂f

∂y
+ k

∂f

∂z
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Definición de divergencia de un campo vectorial

Definición

Si F = (f1, f2, · · · , fn) es un campo vectorial en Rn, su divergencia es

div F = ∇ · F =
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

+ · · ·+ ∂fn
∂xn

=

n∑
i=1

∂fi
∂xi

.

En R2, si F = (M,N), ∇ · F = Mx +Ny.
En R3, si F = (M,N,P ), ∇ · F = Mx +Ny + Pz.

Ejemplo: si F(x, y, z) = (x2y, z, xyz),

(∇ · F)(x, y, z) = 2xy + 0 + xy = 3xy.
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Interpretación de la divergencia

Si F es el campo de velocidades de un fluido, entonces divF representa la
razón de expansión del fluido por unidad de volumen bajo el flujo. Si
∇ · F < 0, el fluido se está comprimiendo; si ∇ · F > 0, el fluido se está
expandiendo.
Si ∇ · F = 0 en todo su dominio, el campo vectorial se llama solenoidal.
Se llama fuente a un punto x en el dominio de F tal que (∇ · F)(x) > 0.
Se llama sumidero a un punto x en el dominio de F tal que (∇·F)(x) < 0.
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Ejemplo 4.21
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Interpretación

Sea W una pequeña región alrededor de un punto x0. Para cada x ∈W ,
sea x(t) la ĺınea de flujo que parte de x; llamemos W (t) a la imagen de W
por x(t) y V(t) a su volumen.

Entonces la razón relativa de cambio de volumen es la divergencia:

1

V(0)

d

dt
V(t)

∣∣∣∣
t=0

≈ div F(x0)
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Ejemplo 4.20

Sea V(x, y) = (x, 0). Relacionar el signo de ∇ ·V con la razón de cambio
de áreas bajo el flujo.

∇ ·V(x, y) = 1
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Ejemplo 4.22

Sea F(x, y) = (−x,−y).

∇ · F(x, y) = −2 < 0
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Ejemplo 4.22

Sea F(x, y) = (−y, x).
∇ · F(x, y) = 0
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Ejemplo 4.22

Sea F(x, y) = (x,−y).
∇ · F(x, y) = 0
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Definición de rotacional de un campo vectorial en R3

Si F = (M,N,P ), entonces el rotacional de F es el campo vectorial

rot F = ∇× F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

M N P

∣∣∣∣∣∣ = (Py −Nz,Mz − Px, Nx −My)
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Ejemplos

1 F(x, y, z) = (−y, x, 0), (∇× F)(x, y, z) = (0, 0, 2).

2 F(x, y, z) =
(
− y
x2+y2

, x
x2+y2

, 0
)

, (∇× F)(x, y, z) = (0, 0, 0).

Campo irrotacional.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 54 / 65



Ejemplos

1 F(x, y, z) = (−y, x, 0), (∇× F)(x, y, z) = (0, 0, 2).

2 F(x, y, z) =
(
− y
x2+y2

, x
x2+y2

, 0
)

, (∇× F)(x, y, z) = (0, 0, 0).

Campo irrotacional.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 54 / 65



Ejemplos

1 F(x, y, z) = (−y, x, 0), (∇× F)(x, y, z) = (0, 0, 2).

2 F(x, y, z) =
(
− y
x2+y2

, x
x2+y2

, 0
)

, (∇× F)(x, y, z) = (0, 0, 0).

Campo irrotacional.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 54 / 65



Ejemplos

1 F(x, y, z) = (−y, x, 0), (∇× F)(x, y, z) = (0, 0, 2).

2 F(x, y, z) =
(
− y
x2+y2

, x
x2+y2

, 0
)

, (∇× F)(x, y, z) = (0, 0, 0).

Campo irrotacional.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 54 / 65



Recorrido

1 Sección 4.1 del libro: la aceleración y la segunda ley de Newton

2 Sección 4.2 Longitud de arco

3 Sección 4.3 Campos vectoriales
Campo vectorial gradiente
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Rotacional de un gradiente

Teorema (Rotacional de un gradiente)

Sea f una función C2. Entonces

∇× (∇f) = 0.

Ya que ∇f = (fx, fy, fz),

∇× (∇f) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

fx fy fz

∣∣∣∣∣∣ = (fzy−fyz, fxz−fzx, fyx−fxy) = (0, 0, 0).
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Rotacional de un gradiente

Teorema (Rotacional de un gradiente)

Sea f una función C2. Entonces
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∂x
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∂y
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∂z
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Ejemplo 4.29
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Ĺıneas de flujo

4 Sección 4.4 La divergencia y el rotacional
Divergencia
Interpretación de la divergencia
Rotacional
Los campos gradiente son irrotacionales
Rotacional escalar o componente k del rotacional
Divergencia de un rotacional
Laplaciano
Identidades vectoriales

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 58 / 65



Componente k del rotacional

Si F(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)), llamamos
G(x, y, z) = (P (x, y), Q(x, y), 0) y buscamos ∇×G = (0, 0, Qx − Py).

La función de dos variables dada por Qx − Py es el rotacional escalar de F
o componente k del rotacional.
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Los rotacionales tienen divergencia nula

Teorema (Divergencia de un rotacional)

Sea F un campo vectorial de clase C2, entonces ∇ · (∇× F) = 0.

Sea F = (M,N,P ), entonces

∇·(Py−Nz,Mz−Px, Nx−My) = Pyx−Nzx+Mzy−Pxy+Nxz−Myz = 0

ya que por continuidad, las derivadas de segundo orden mixtas son iguales.
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Laplaciano

El laplaciano de un campo escalar f se define por

∆f = ∇2f = ∇ · (∇f) = fxx + fyy + fzz.
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Identidades del análisis vectorial
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