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1.3 Funciones con valores vectoriales
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Recorrido

@ Seccidn 4.1 del libro: la aceleracién y la segunda ley de Newton
© Seccién 4.2 Longitud de arco

© Seccién 4.3 Campos vectoriales
@ Campo vectorial gradiente
@ Lineas de flujo

@ Seccién 4.4 La divergencia v el rotacional
@ Divergencia
Interpretacion de la divergencia
Rotacional
Los campos gradiente son irrotacionales
Rotacional escalar o componente k del rotacional
Divergencia de un rotacional
Laplaciano
Identidades vectoriales
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Recorrido

@ Seccidn 4.1 del libro: la aceleracién y la segunda ley de Newton
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Diferenciacion de trayectorias

Diferenciacion de trayectorias

Recordemos gue una trayectoria en B” es una aplicacidn ¢ de R o un intervalo en R con valores
en [R” Si la travectoria es diferenciable, su derivada en cada instante 7 es una matriz # x 1. Mds
concrelamente, si las componentes del vector ¢{f) son x;(r), ..., x,(r), la matriz derivada es

dx,/dr
dx;/df

c(n = .
d;k LAt

gue también puede escribirse en forma de vector como

(dx,/dt, ..., dx,/di) 0 (X0, oy X,
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Propiedades

nes de varias



Trayectoria de médulo constante

] { Demostrar que si e(r) ¢s una funcioén veetorial tal que |[e(z)]] es constante, enton-
ces © (r es perpendicular a e(f) para todo 1.

Selucion

Puesto que [le(7)]| es constante, entonces su cuadrado lie(|* = €(7)  ¢(r) también lo es. La deri-
vada de una constante es cero, de modo que aplicando la férmula para la derivada del producio
escalar de dos funciones vectoriales,

0= dit [e(r) - elr)] = '(1)  e(F)y + ¢(r) - (D) = 2c(r)- (D),

por tanto, (i) - ¢'(z) = 0; es decir, ¢'(#) es perpendicular a ¢(r).
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Trayectoria de médulo constante

{ Demostrar que si e(r) ¢s una funcioén veetorial tal que |[e(z)]] es constante, enton-
ces © (ﬂ es perpendicular a e(f) para todo 1.

Selucion

Puesto que [le(7)]| es constante, entonces su cuadrado lie(|* = €(7)  ¢(r) también lo es. La deri-
vada de una constante es cero, de modo que aplicando la férmula para la derivada del producio
escalar de dos tfunciones vectoriales,

0= dit [e(r) - elr)] = '(1)  e(F)y + ¢(r) - (D) = 2c(r)- (D),

por tanto, (i) - ¢'(z) = 0; es decir, ¢'(#) es perpendicular a ¢(r).

Paru una trayectoria que describe un movimiento rectilineo v uniforme, el vector velocidad cs
constante. En general, el vecior velocidad es una funcién vectorial v = ¢'(r) que depende de ¢, Su
derivada a = dv/dt = ¢" (1) se denomina aceferacion de la curva. Si la curva es (x(r), ¥(1), z(r)),
entonces ia aceleracidén en el instante r viene dada por

ally = xX"(Oi + ¥ + 2Ok
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleracién —k. Si en t = 0 se encuentra en

(0,0,1) y la velocidad en ¢t = 0 es i + j, jcudndo y en qué punto cruza la
particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢t > 0.
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleracién —k. Si en t = 0 se encuentra en

(0,0,1) y la velocidad en ¢t = 0 es i + j, jcudndo y en qué punto cruza la

particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢t > 0.

Buscaremos c(t).

() = —k = (0,0, 1)
c(t) = (k1, k2, —t + k3)
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleracién —k. Si en t = 0 se encuentra en

(0,0,1) y la velocidad en ¢t = 0 es i + j, jcudndo y en qué punto cruza la

particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢t > 0.

Buscaremos c(t).

() = —k = (0,0,-1)
C,(t) = (kl, ko, —t + k‘g) CH(O) =k= (07 0, 1)
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleracién —k. Si en t = 0 se encuentra en

(0,0,1) y la velocidad en ¢t = 0 es i + j, jcudndo y en qué punto cruza la

particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢t > 0.

Buscaremos c(t).

() = —k = (0,0,-1)
C,(t) = (kl, ko, —t + k‘g) C”(O) =k= (07 0, 1)
d0)=i+j=(1,1,0)
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleracién —k. Si en t = 0 se encuentra en

(0,0,1) y la velocidad en ¢t = 0 es i + j, jcudndo y en qué punto cruza la

particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢t > 0.

Buscaremos c(t).

() = —k = (0,0,-1)

C,(t) = (k1, ko, —t + k3) C”(O) =k =(0,0,1)
<(0) =i+j=(1,1,0)
ki =ko=1k3=0
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleracién —k. Si en t = 0 se encuentra en

(0,0,1) y la velocidad en ¢t = 0 es i + j, jcudndo y en qué punto cruza la

particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢t > 0.

Buscaremos c(t).

c"(t) =~k = (0,0, 1)
C,(t) = (k1, ko, —t + k3) C”(O) =k =(0,0,1)
= (1,1,-1) c0)=i+j=(1,1,0)
ki =ky=1k3=0
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleracién —k. Si en t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en ¢t = 0 es i + j, jcudndo y en qué punto cruza la

particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢t > 0.

Buscaremos c(t).

() = —k = (0,0,—1)

c(t) = (ki, kg, —t + ks) c”(0) =k =(0,0,1)
= (1,1,-1) cd0)=i+j=(1,1,0)
2 ki =ky=1,ks=0
C(t): <t+k4,t+k§5,t2+k6> ! 2 3
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleracién —k. Si en t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en ¢t = 0 es i + j, jcudndo y en qué punto cruza la

particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢t > 0.

Buscaremos c(t).

() = —k = (0,0,—1)

c,(t):(kjl’kj27—t+k3) C/I(O>:k:(07071)
= (17 17 _t) C,<0) = i+j = (17 170)
c(t) = <t + k4,t+ k;57 75 + k6> C(O) = (07 0, 1) == (k4ak57k6)
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleracién —k. Si en t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en ¢t = 0 es i + j, jcudndo y en qué punto cruza la

particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢t > 0.

Buscaremos c(t).

() = —k = (0,0,—1)

c,(t):(kjl’kj27—t+k3) C/I(O>:k:(07071)
= (17 17 _t) C,<0) = i+j = (17 170)
c(t) = <t + k4,t+ k;57 75 + k6> C(O) = (07 0, 1) == (k4ak57k6)

=kyi=ks=0,kg=1
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleracién —k. Si en t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en ¢t = 0 es i + j, jcudndo y en qué punto cruza la

particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢t > 0.

Buscaremos c(t).

() = —k = (0,0,—1)

c(t) = (ky, ko, —t + k3) c”(0) =k = (0,0,1)
= (1,1,-1) cd0)=i+j=(1,1,0)
" . 2 N ki=ko=1k3=0
C(t) = <t + kq,t + ks, 75 + 6> C(O) = (07 Oa 1) = (k4ak57k6)
_ (t,t, _5 . 1) = k‘4 k‘5 0, kﬁ
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleraciéon —k. Si en ¢t = 0 se encuentra en

(0,0,1) y la velocidad en t = 0 es i+ j, jcudndo y en qué punto cruza la
particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢ > 0.

ct) = (t,t, 24 1)
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleraciéon —k. Si en ¢t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en t = 0 es i+ j, jcudndo y en qué punto cruza la
particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢ > 0.

c(t) = (t,t, —% + 1) corta el plano z = 0 cuando su tercera componente

se anule:
2
_ 20

1=0
2+
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleraciéon —k. Si en ¢t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en t = 0 es i+ j, jcudndo y en qué punto cruza la
particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢ > 0.

c(t) = (t,t, —% + 1) corta el plano z = 0 cuando su tercera componente

se anule:

3 3
——+1=0=—=1
2+ 2
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleraciéon —k. Si en ¢t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en t = 0 es i+ j, jcudndo y en qué punto cruza la
particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢ > 0.
c(t) = (t,t, —% + 1) corta el plano z = 0 cuando su tercera componente
se anule:

5 t3
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleraciéon —k. Si en ¢t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en t = 0 es i+ j, jcudndo y en qué punto cruza la
particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢ > 0.

c(t) = (t,t, —% + 1) corta el plano z = 0 cuando su tercera componente

se anule:
t2 t3
_72+1__0:>72 —_1:>t0—_\/§ (toZO)

iEn qué punto?
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleraciéon —k. Si en ¢t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en t = 0 es i+ j, jcudndo y en qué punto cruza la
particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢ > 0.

c(t) = (t,t, —% + 1) corta el plano z = 0 cuando su tercera componente

se anule:
t ta
iEn qué punto?

c(v2) = (V2,v2,0).
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleraciéon —k. Si en ¢t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en t = 0 es i+ j, jcudndo y en qué punto cruza la
particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢ > 0.

c(t) = (t,t, —% + 1) corta el plano z = 0 cuando su tercera componente

se anule:
t2 t3
_72+1__0:>72 —_1:>t0—_\/§ (toZO)

iEn qué punto?

c(v2) = (V2,v2,0).

La trayectoria que sigue es
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Ejemplo 4.2

Una particula se mueve con aceleraciéon —k. Si en ¢t = 0 se encuentra en
(0,0,1) y la velocidad en t = 0 es i+ j, jcudndo y en qué punto cruza la
particula el plano z = 07 Describir la trayectoria seguida por la particula,
suponiendo ¢ > 0.

c(t) = (t,t, —% + 1) corta el plano z = 0 cuando su tercera componente

se anule:
t2 t3
_72+1__0:>72 —_1:>t0—_\/§ (toZO)

iEn qué punto?

c(v2) = (V2,v2,0).

La trayectoria que sigue es una parabola en el plano x = y.
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Trayectoria regular

La imagen de una trayectoria C ! no es necesariamente «muy suaver; en efecto, puede tener
bruscos cambios de direccion. Por ejemplo, 1a hipocicloide de
cuatro puntas, ¢ [0, 2n) — R, 1 - (cos’ 1, sen’ 1), que tiene picos o cdspides en cuatro puntos
(véase la Figura 4.1.2). En tales puntos, ¢'(7) = 0, lo que es coherente con la no existencia de
recla tangente. Evidenternente, la dircecion de la velocidad ¢'(1) puede cambiar abruptamente en
los puntos en los que la particula se ha parado.

Diremos que una trayectoria diferenciable ¢ es regular en r = ry si ¢'(1;) # 0. Si se verifica
¢'(7) 5 0 para todo 1, diremos que ¢ es una trayectoria regular. En este caso, la curva imagen
tiene un aspecto suave.

e

La imagen de la trayectoria regular
Imagen de ¢ c(i) = (q:ﬁs3 t sen® t). una hipocicloide,
no tiene un «aspecto suave».

ra &
s %
e 0N ()
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Recorrido

© Seccién 4.2 Longitud de arco
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Longitud de arco

Definicién (Longitud de arco en R? y R3)

La longitud de arco de la trayectoria c(t) = (x(t), y(t)) para to <t <t; es

L(c) = / i)t = ¢ OF + [y OFd.
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Longitud de arco

Definicién (Longitud de arco en R? y R3)

La longitud de arco de la trayectoria c(t) = (x(t), y(t)) para to <t <t; es

L(C):/ttlHC )lldt = \/[w @2 + [y’ ()]t

La longitud de arco de la trayectoria c(t) = (z(t),y(t), 2(t)) para
to S t S t1 es

L(c) = / e/ (6)dt = / VEOPE+ WOP + 7O
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost),
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

L(c)
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

27
L(c) = /0 V/[—rsen]? + [r cos t]2dt
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

27 27
L(c) :/0 V/[—rsen]? + [rcost]th:/O rdt
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

27 2
L(c) = / V/[—rsen]2 + [r cos t]2dt = / rdt = 27r.
0 0
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

27 2
L(c) = / V/[—rsen]2 + [r cos t]2dt = / rdt = 27r.
0 0

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (cost,sent,t?), 0 <t <
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

27 2
L(c) = / V/[—rsen]2 + [r cos t]2dt = / rdt = 27r.
0 0

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (cost,sent,t?), 0 <t <

c'(t) = (—sent,cost,2t),
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

27 2
L(c) = / V/[—rsen]2 + [r cos t]2dt = / rdt = 27r.
0 0

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (cost,sent,t?), 0 <t <

c/(t) = (—sent,cost, 2t), ||c'(t)|| = /[ sen]? + [cos t]? + [2t]2.
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

27 2
L(c) = / V/[—rsen]2 + [r cos t]2dt = / rdt = 27r.
0 0

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (cost,sent,t?), 0 <t <

c/(t) = (—sent,cost, 2t), ||c'(t)|| = /[ sen]? + [cos t]? + [2t]2.

L(c)
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

27 2
L(c) = / V/[—rsen]2 + [r cos t]2dt = / rdt = 27r.
0 0

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (cost,sent,t?), 0 <t <

c/(t) = (—sent,cost, 2t), ||c'(t)|| = /[ sen]? + [cos t]? + [2t]2.

L(c) = /07T V= sen]? + [cos t]2 4 [2t]2dt
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

27 2
L(c) = / V/[—rsen]2 + [r cos t]2dt = / rdt = 27r.
0 0

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (cost,sent,t?), 0 <t <

c/(t) = (—sent,cost, 2t), ||c'(t)|| = /[ sen]? + [cos t]? + [2t]2.

L(c):/07r \/[—sen]2—|—[cost]2+[2t]2dt:/0ﬂ NIRRT
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Ejemplos 4.5y 4.6

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 27:

c/(t) = (—rsent,rcost), ||c'(t)|| = /[~rsen]? + [rcost]2 =1

27 2
L(c) = / V/[—rsen]2 + [r cos t]2dt = / rdt = 27r.
0 0

Longitud de arco de la trayectoria c(t) = (cost,sent,t?), 0 <t <

c/(t) = (—sent,cost, 2t), ||c'(t)|| = /[ sen]? + [cos t]? + [2t]2.

L(c) = / V/[—sen]? + [cos ]2 + [2t]2dt = / V42 + 1dt ~ 10, 63.
0 0
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Curva suave por partes

Si una curva estd formada por un niimero finito de trozos cada uno de los cuales es C' (con
derivada acotada), calculamos su longitud de arco samando las longitudes de cada uno de sus
trozos. Tales curvas se denominan C' @ trozos. A veces diremos simplemente «suaves a trozos».
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Curva suave por partes

Si una curva estd formada por un niimero finito de trozos cada uno de los cuales es C' (con
derivada acotada), calculamos su longitud de arco samando las longitudes de cada uno de sus
trozos. Tales curvas se denominan C' @ trozos. A veces diremos simplemente «suaves a trozos».

Ejemplo

La curva dada por

[ 1), sio<t<l,
c(t)_{ (1,2—1), sil<t<2,

€s suave por partes, suave a trozos o Cl a trozos.
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Curva suave por partes

Si una curva estd formada por un niimero finito de trozos cada uno de los cuales es C' (con
derivada acotada), calculamos su longitud de arco samando las longitudes de cada uno de sus
trozos. Tales curvas se denominan C' @ trozos. A veces diremos simplemente «suaves a trozos».

Ejemplo

La curva dada por

[ 1), sio<t<l,
c(t)_{ (1,2—1), sil<t<2,

€s suave por partes, suave a trozos o Cl a trozos.

Observacidn: con frecuencia trabajaremos con dos trayectorias, tales que
las curvas que definan estén unidas por sus extremos.
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Diferencial de la longitud de arco

Dada c(t) = x(t)i + y(t)j + 2(t)k = (x(t),y(t), 2(t)), consideramos un
incremento pequefio At de la variable independiente y el correspondiente
incremento en la trayectoria,

c(t + At) = (x(t + At), y(t + At), z(t + At)).
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Diferencial de la longitud de arco

Dada c(t) = x(t)i + y(t)j + 2(t)k = (x(t),y(t), 2(t)), consideramos un
incremento pequefio At de la variable independiente y el correspondiente
incremento en la trayectoria,

c(t + At) = (x(t + At), y(t + At), z(t + At)).

La diferencia c(t + At) — c(t) es un vector y representa un desplazamiento.
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Diferencial de la longitud de arco

Dada c(t) = x(t)i + y(t)j + 2(t)k = (x(t),y(t), 2(t)), consideramos un
incremento pequefio At de la variable independiente y el correspondiente
incremento en la trayectoria,

c(t + At) = (x(t + At), y(t + At), z(t + At)).

La diferencia c(t + At) — c(t) es un vector y representa un desplazamiento.

c(t+ At) —c(t) = (z(t + At),y(t + At), z(t + At)) — (z(t), y(¢), 2(¢))
= (z(t + At) — z(t),y(t + At) — y(t), z(t + At) — z(t))
Ax(t), Ay(t), Az(t))

o' (t) dt,y' (t) dt, 2 (t) dt)

A~~~ I/~~~

~
~
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Diferencial de la longitud de arco

Definicién (Diferencial de la longitud de arco)

Dada c(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k = (z(t), y(t), 2(t)), un desplazamiento
infinitesimal de una particula que sigue esta trayectoria es

ds = dzi + dyj + dzk = (2/(t)dt, y' (t)dt, 2/ (t)dt)
y la longitud de tal desplazamiento,

ds = \/de? + dy? + d2? = /o' ()] + [y ()] + [/ ()] dt,

es la diferencial de la longitud de arco.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Diferencial de la longitud de arco

Definicién (Diferencial de la longitud de arco)

Dada c(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k = (z(t), y(t), 2(t)), un desplazamiento
infinitesimal de una particula que sigue esta trayectoria es

ds = dzi + dyj + dzk = (2/(t)dt, y' (t)dt, 2/ (t)dt)

y la longitud de tal desplazamiento,

ds = \/de? + dy? + d2? = /o' ()] + [y ()] + [/ ()] dt,

es la diferencial de la longitud de arco.

t1
Observacion: L(c) :/ ds.

to

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Longitud de arco en R”

Definicién (Longitud de arco)

Sea c : [to, 1] — R™ un camino C'! a trozos. Su longitud se define como
t1
/
L = [ I,
¢

0

es decir

£©) = [ @R + (0P + -+ )Pt
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Longitud de arco en R”

Definicién (Longitud de arco)

Sea c : [to, 1] — R™ un camino C'! a trozos. Su longitud se define como
t1
/
L = [ I,
¢

0

es decir

£©) = [ /B OF + B + - + o ()Pt

t1
Observacion: L(c) :/ ds.

to
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Ejemplo 4.9

c(t) = (cost,sent,cos(2t),sen(2t)), 0 <t < .
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Ejemplo 4.9

c(t) = (cost,sent,cos(2t),sen(2t)), 0 <t < .

L(c) = /07r V/sen2(t) 4 cos2(t) + 4sen2(2t) + 4 cos?(2t)dt = /5.
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Longitud de arco

Definicién (Funcién longitud de arco)

Sea c : [to, 1] — R™ una trayectoria C'! a trozos. La funcién longitud de
arco s(t) asociada a c(t) se define como
t
/
s(t) = [ llc'(v)]|du,
to
y, por el TFC1,
t1
SO =IOy / s'(t) dt = s(t1) — s(to) = s(t)-
to
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Ejemplo 4.10

La grafica de una funcién de una variable y = f(x) para = € [a, ], puede
verse como una curva parametrizada por

c(z) = (z, f(x)), a <z <D
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Ejemplo 4.10

La grafica de una funcién de una variable y = f(x) para = € [a, ], puede
verse como una curva parametrizada por

c(z) = (z, f(x)), a <z <D

La longitud de esta curva es

b b
L) = [ @it = [ VIT [P
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Justificacién de la férmula de la longitud de arco

Dada c : [a, b] — R3, tomamos una particién de [a, ],
P:{to,tl,-" ,tn}, cona=tg <ty <--- <tp =0,

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Justificacién de la férmula de la longitud de arco

Dada c : [a, b] — R3, tomamos una particién de [a, ],
P ={to,t1, -+ ,tn}, cona=tyg <ty <---<t,=>, que determina n
subintervalos de igual longitud:

b—a .
by —ti-1 = . 1<i<n,
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Justificacién de la férmula de la longitud de arco

Dada c : [a, b] — R3, tomamos una particién de [a, ],
P ={to,t1, -+ ,tn}, cona=tyg <ty <---<t,=>, que determina n
subintervalos de igual longitud:

b—a
ti —ti1 =

, 1<i<mn,

y consideramos la linea poligonal obtenida uniendo los pares de puntos
c(ti—1), c(t;), para 1 <i < n.

c
/7—7 — cliy) = c()
as=ty 4 & K ty="5b < (ty-y)
c ((;;JC,\
¥

figure 4.2.4 A path e may be cle)

approximated by a polygonal c(4)

path obtained by joining each =

e(f) to e(fi11) by a straight line. clw) = <la)
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Justificacién de la férmula de la longitud de arco

En cada subintervalo tenemos

le(t:)—c(ti—1)|| = V]x(t:) — 2(tim1)]2 + [y(t:) — y(tiz1)]? + [2(t:) — 2(tim1)]2-
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Justificacién de la férmula de la longitud de arco

En cada subintervalo tenemos

le(t:)—c(ti—1)|| = V]x(t:) — 2(tim1)]2 + [y(t:) — y(tiz1)]? + [2(t:) — 2(tim1)]2-

Aplicamos el TVM a las funciones z, y y z en el intervalo [t;—1,¢;] y
obtenemos que existen puntos ¢}, t* y t5** en [t;_, ;] tales que
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Justificacién de la férmula de la longitud de arco

En cada subintervalo tenemos

le(t:)—c(ti—1)|| = V]x(t:) — 2(tim1)]2 + [y(t:) — y(tiz1)]? + [2(t:) — 2(tim1)]2-

Aplicamos el TVM a las funciones z, y y z en el intervalo [t;—1,¢;] y
obtenemos que existen puntos ¢}, t* y t5** en [t;_, ;] tales que

a(ty) — w(tio1) = o' (6) (4 — )
y(ti) —yltic1) =y (ti‘*)(tz )
2(ti) — x(tia) = 2'(¢ Z‘**)(tz ~1)
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Justificacién de la férmula de la longitud de arco

En cada subintervalo tenemos

le(t:)—c(ti—1)|| = V]x(t:) — 2(tim1)]2 + [y(t:) — y(tiz1)]? + [2(t:) — 2(tim1)]2-

Aplicamos el TVM a las funciones z, y y z en el intervalo [t;—1,¢;] y
obtenemos que existen puntos ¢}, t* y t5** en [t;_, ;] tales que

(ti) — a(ti1) = 2/ (8)(t: — )
y(ti) —y(tio) =o' (tf*)(tz )
2(t) = w(tia) = /(¢ Z‘**)(tz -1)

lle(ti) —c(ti = D] = \/[l"(lﬁ;“)]2 + [y P+ [ ()P — tia)-
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Justificacién de la férmula de la longitud de arco

En cada subintervalo tenemos

le(t:)—c(ti—1)|| = V]x(t:) — 2(tim1)]2 + [y(t:) — y(tiz1)]? + [2(t:) — 2(tim1)]2-

Aplicamos el TVM a las funciones z, y y z en el intervalo [t;—1,¢;] y
obtenemos que existen puntos ¢}, t* y t5** en [t;_, ;] tales que

a(ty) — w(tio1) = o' (6) (4 — )
y(ti) —yltic1) =y (ti‘*)(tz )
2(ti) — x(tia) = 2'(¢ Z‘**)(tz ~1)

lle(ti) —c(ti = D] = \/[ﬂf’(lﬁ;“)]2 + [y P+ [ ()P — tia)-

=P+ GO+ FEPE — o)
i=1
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Justificacién de la férmula de la longitud de arco

En cada subintervalo tenemos

le(t:)—c(ti—1)|| = V]x(t:) — 2(tim1)]2 + [y(t:) — y(tiz1)]? + [2(t:) — 2(tim1)]2-

Aplicamos el TVM a las funciones z, y y z en el intervalo [t;—1,¢;] y
obtenemos que existen puntos ¢}, t* y t5** en [t;_, ;] tales que

a(ty) — w(tio1) = o' (6) (4 — )
y(ti) —yltic1) =y (ti‘*)(tz )
2(ti) — x(tia) = 2'(¢ Z‘**)(tz ~1)

lle(ti) —c(ti = D] = \/[ﬂf’(lﬁ;“)]2 + [y P+ [ ()P — tia)-

n

So=>_ \/[93'@?)]2 + [y P+ [ ()P — tia)
i=1

b
L= lim S, = / VIEOP T I + @Rt

que existe si las derivadas 2, 3 y 2’ son continuas.
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Recorrido

© Seccién 4.3 Campos vectoriales
@ Campo vectorial gradiente
@ Lineas de flujo
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Concepto de campo vectorial

Definicidon

Un campo vectorial en R™ es una aplicacién F : A C R™ — R"™ que asigna
a cada punto x € A un vector F(x).
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Concepto de campo vectorial

Definicidon

Un campo vectorial en R™ es una aplicacién F : A C R™ — R"™ que asigna
a cada punto x € A un vector F(x).

Observacion: si n = 2, F se denomina campo vectorial en el plano; si
n = 3, F se denomina campo vectorial en el espacio.
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Concepto de campo vectorial

Definicion
Un campo vectorial en R™ es una aplicacién F : A C R™ — R"™ que asigna
a cada punto x € A un vector F(x).

Observacion: si n = 2, F se denomina campo vectorial en el plano; si

n = 3, F se denomina campo vectorial en el espacio.

Observacién: un campo vectorial en R" tiene n funciones componentes,
cada una de las cuales es un campo escalar.
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Concepto de campo vectorial

Definicion
Un campo vectorial en R™ es una aplicacién F : A C R™ — R"™ que asigna
a cada punto x € A un vector F(x).

Observacion: si n = 2, F se denomina campo vectorial en el plano; si

n = 3, F se denomina campo vectorial en el espacio.

Observacién: un campo vectorial en R" tiene n funciones componentes,
cada una de las cuales es un campo escalar.

Nota: si cada componente es de clase C*, entonces diremos que el campo
vectorial F es de clase C*.
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Concepto de campo vectorial

Definicion
Un campo vectorial en R™ es una aplicacién F : A C R™ — R"™ que asigna
a cada punto x € A un vector F(x).

Observacion: si n = 2, F se denomina campo vectorial en el plano; si

n = 3, F se denomina campo vectorial en el espacio.

Observacién: un campo vectorial en R" tiene n funciones componentes,
cada una de las cuales es un campo escalar.

Nota: si cada componente es de clase C*, entonces diremos que el campo
vectorial F es de clase C*.

Nota: en adelante supondremos que los campos vectoriales son al menos
de clase C, salvo que se diga expresamente lo contrario.
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Ejemplo 4.11

Cuando fluye agua a través de una tuberia, en cada punto hay una
velocidad que afecta a la particula en esa posicion.

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 24 / 65



Ejemplo 4.11

Cuando fluye agua a través de una tuberia, en cada punto hay una
velocidad que afecta a la particula en esa posicion.

Esta velocidad, que depende de la posicién, puede también depender del
tiempo. Si no depende del tiempo, decimos que el flujo es estacionario
(que no es lo mismo que decir que la velocidad es constante o que el agua
no se mueve). El campo de velocidades V asigna a cada punto la
velocidad del fluido en ese punto vy, si el flujo es estacionario, V no
depende del tiempo, sino solo de la posicidn en el espacio. La velocidad es
una magnitud vectorial, su médulo es la rapidez; se aprecia como rapidez y
direccién pueden cambiar de un punto a otro.
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Ejemplo 4.12

Nota: se suele ajustar la escala de los campos vectoriales.
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Ejemplo 4.12

V(1:7 y) = (_yv SL’)

Y N P SN SRS N S
i
0 ]1
Ghi b
N
2peiey
) [
DR
N
A 4 K

Nota: se suele ajustar la escala de los campos vectoriales.
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Ejemplo 4.12

V(x7 y) = (*yv l‘)

P SN
Pl N N\
PP S NN
PR DI
J /oo N A
\ N~ /7
NN > S
N e
NN T
N~

Nota: se suele ajustar la escala de los campos vectoriales.
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Recorrido

© Seccién 4.3 Campos vectoriales
@ Campo vectorial gradiente

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Ejemplo

Sea f definida en R™ tal que existen sus derivadas parciales. El gradiente
Vf:R"— ]R”|x = (foy (%), fa, (X))

es un campo vectorial en R".
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Ejemplo

Sea f definida en R™ tal que existen sus derivadas parciales. El gradiente
Vf:R"— ]R”|x = (foy (%), fa, (X))

es un campo vectorial en R".
Ejemplo: f(x,y) = 2® + 2y%, V f(z,y) = (2z,4y).

“r ”:‘:Li - 75:1;’ !
[ R
3t s e St A A
2 o
T
st
T
: ' H i ! (e
1k b Toaoadl A R T

) ARG
R
AR
R
2

Imagen de V f y del grafico de f junto con algunas curvas de nivel de f.
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Ejemplo 4.14

Considérese un objeto sélido que esta siendo calentado por un extremo y enfria-
do por el otro. [.a temperatura en cada puntw del interior del cuerpo en un instante dado viene
descrita por una funcion escalar T(x, y. z). El flujo de calor puede representarse por un campo
vectorial, donde las flechas indican la dircccion y magnitud del flujo (Figura 4.3.5). Este campo
vectorial flujo de calor o energia viene dado por J = —4iVT, donde &k > 0 es una constante
llamada cenductividad, y VT cs ¢l gradienie de la funcion escular 7. Los conjuntos de nivel de
T se laman isotermas. Obsérvese que el calor fluye de las regiones calientes hacia las frias,
puesto que - V7 apunta en la direccion en que T decrece.

Un campo vectorial que describe la
direccién y magnitud del Ttujo de caior.
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Ejemplo 4.15

IVIPIX L.a fuerza de atraccion de la Tierra sobre una masa m puede describirse median-
tc un campo vectorial, llamado campo gravitatorio. Tomamos un sistema de coordenadas cuyo
origen estd situado en el centro de la Tierra (que suponemos esférica). De acuerdo con la ley de
Newton de la gravitacion, este campo viene dado por

mMG

r,
3

F=-

donde r(x, y, 2} = (x, y, 2), ¥y # = {Ir|| (véase la Figara 4.3.6). El dominio de este campo vectorial
consiste en aquellos valores de r para los que Jir|l es mayor que el radio de la Tierra. Como
vimos en el Ejemplo 2.52, Seccién 2.6, F es un campo machcmc F = —VV, donde

mMG

-
¢s el potencial gravitatorio. Obsérvese nuevamente que F apunta en la direccién hacia la que V
decrece. Escribiendo F en términos dc sus componentes, vemos que

V=—

—mMG  —mMG  —mMG
F(x,y,2 = 3 X, 3 7, 3 z).

SN\ 3 Vas

el
>
e

> -
—— y
- Al
el

|l El campo vectorial F dado por la ley
t de la gravitacién de Newton.
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Ejemplo 4.17

Probar que no hay una funcién f de clase C! tal que V f(z,y) = V(z,y)
para V(z,y) = (y, —x).

UNIDAD 1: Funciones de varias variables



Ejemplo 4.17

Probar que no hay una funcién f de clase C! tal que V f(z,y) = V(z,y)
para V(z,y) = (y, —x).
Si la hubiera, deberia ocurrir

fo(@,y) =y y fy(z,y) = -z
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Ejemplo 4.17

Probar que no hay una funcién f de clase C! tal que V f(z,y) = V(z,y)
para V(z,y) = (y, —x).
Si la hubiera, deberia ocurrir

fo(@,y) =y y fy(z,y) = -z

pero derivando tendriamos

fay(z,y) =1y fya(z,y) =—1
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Ejemplo 4.17

Probar que no hay una funcién f de clase C! tal que V f(z,y) = V(z,y)

para V(z,y) = (y, —x).
Si la hubiera, deberia ocurrir

folz,y) =y y fy(z,y) = —=
pero derivando tendriamos
fmy(xay) =1y fym(wyy) =-1

y serfan continuas, por ser f de clase C; luego deberian ser iguales (por
teorema), lo cual es absurdo.
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Recorrido

© Seccién 4.3 Campos vectoriales

@ Lineas de flujo
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Lineas de flujo

Definicién (Lineas de flujo de campos vectoriales)

Si F es un campo vectorial, una linea de flujo de F es una trayectoria

c(t) tal que ¢/(t) = F(c(t)). Es decir que F da el campo de velocidades de
la trayectoria c(t).

A
/////

Observacidn: si F' es un campo de velocidades de un fluido, una linea de
flujo es la trayectoria seguida por una pequena particula suspendida en el
fluido. Las lineas de flujo también se llaman lineas de corriente o curvas
integrales.
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Lineas de flujo

Definicién (Lineas de flujo de campos vectoriales)

Si F' es un campo vectorial, una linea de flujo de F es una trayectoria
c(t) tal que ¢/(t) = F(c(t)). Es decir que F da el campo de velocidades de
la trayectoria c(t).

/
//ﬁirf/

Observacién: geométricamente, una linea de flujo para un campo
vectorial F dado es una curva sobre el dominio de F' tal que el vector
tangente a la curva en cada punto coincide con el campo vectorial.
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Lineas de flujo

Definicién (Lineas de flujo de campos vectoriales)

Si F' es un campo vectorial, una linea de flujo de F es una trayectoria
c(t) tal que ¢/(t) = F(c(t)). Es decir que F da el campo de velocidades de
la trayectoria c(t).

Observacidn: una linea de flujo puede iterpretarse como la solucién de un
sistema de ecuaciones diferenciales:

c'(t) =F(c(t)) equivale a Y () =Q
R
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Ejemplo 4.18

Demostrar que la trayectoria c(t) = (cost,sent) es una linea de flujo para
el campo vectorial F(x,y) = (—y, z). i{Hay mas lineas de flujo?
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Ejemplo 4.18

Demostrar que la trayectoria c(t) = (cost,sent) es una linea de flujo para
el campo vectorial F(x,y) = (—y, z). i{Hay mas lineas de flujo?
Veamos que c'(t) = F(c(t)):
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Ejemplo 4.18

Demostrar que la trayectoria c(t) = (cost,sent) es una linea de flujo para
el campo vectorial F(x,y) = (—y, z). i{Hay mas lineas de flujo?
Veamos que c'(t) = F(c(t)):

c/(t) = (—sent,cost) y F(c(t)) = (—sent,cost),

o sea que c(t) es una linea de flujo.
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Ejemplo 4.18

Demostrar que la trayectoria c(t) = (cost,sent) es una linea de flujo para
el campo vectorial F(x,y) = (—y, z). i{Hay mas lineas de flujo?
Veamos que c'(t) = F(c(t)):

c/(t) = (—sent,cost) y F(c(t)) = (—sent,cost),

o sea que c(t) es una linea de flujo.

/////h\\\\\
[/ /s N
/.///K‘\\\\\X
V Vvt
NN NS o)
\NANN~F+ /)

En cada punto del dominio de F pasa una linea de flujo; son
circunferencias:

c(t) = (rcos(t — to), rsen(t — tp)), 1y to, constantes.
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Recorrido

@ Seccién 4.4 La divergencia v el rotacional

Divergencia

Interpretacion de la divergencia

Rotacional

Los campos gradiente son irrotacionales
Rotacional escalar o componente k del rotacional
Divergencia de un rotacional

Laplaciano

Identidades vectoriales
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Operador nabla

Operador nabla:
0 0 0
=i—+j— +k—.
v 183: +J8y + 0z

El gradiente de una funcién se forma operando con nabla sobre f:
0 0 0 0
Vf= <ia: —|—jy> f= i—f —i—jl

(00 DY, _0f, 0f  of
vf(l a:+‘] y+k z)flaz +‘]8y+k82
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Recorrido

@ Seccién 4.4 La divergencia v el rotacional
@ Divergencia
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Definicién de divergencia de un campo vectorial

Definicién
Si F = (f1, fo, -+, fn) €s un campo vectorial en R™, su divergencia es
. 0f1 | 0fs Ofn  ~=0fi
dvF=v.F=21 %2, %n _ :
W ox1 + 0xo Tt Oz, pa 0x;
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Definicién de divergencia de un campo vectorial

Definicién
Si F = (f1, fo, -+, fn) €s un campo vectorial en R™, su divergencia es
. 0f1 | 0fs Ofn  ~=0fi
dvF=v.F=21 %2, %n _ :
W ox1 + 0xo Tt Oz, pa 0x;
EnR2, si F = (M,N), V-F =M, + N,
EnR3, siF=(M,N,P), V-F=M,+N,+ P,
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Definicién de divergencia de un campo vectorial

Definicién
Si F = (f1, fo, -+, fn) €s un campo vectorial en R™, su divergencia es
. 0f1 | 0fs Ofn  ~=0fi
dvF=v.F=21 %2, %n _ :
W ox1 + 0xo Tt Oz, pa 0x;
EnR2, si F = (M,N), V-F =M, + N,
EnR3, siF=(M,N,P), V-F=M,+N,+ P,

Ejemplo: si F(x,y,2) = (2%y, 2, 7y2),

(V-F)(z,y,2) =22y + 0 + 2y = 3zy.
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Recorrido

@ Seccién 4.4 La divergencia v el rotacional

@ Interpretacién de la divergencia
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Interpretacion de la divergencia

Si F es el campo de velocidades de un fluido, entonces divF representa la
razén de expansién del fluido por unidad de volumen bajo el flujo. Si

V- F <0, el fluido se estd comprimiendo; si V - F > 0, el fluido se estd
expandiendo.

Si V- F =0 en todo su dominio, el campo vectorial se llama solenoidal.
Se llama fuente a un punto x en el dominio de F tal que (V- F)(x) > 0.
Se llama sumidero a un punto x en el dominio de F tal que (V- F)(x) < 0.
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Ejemplo 4.21

The flow lines of the vector field F = xi + yj are straight lines directed away from the

origin (Figure 4.4.3).

¥

A
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" e ¥ e
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figure 4.4.3 The vector field F(x, ) = xi + y].
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Ejemplo 4.21

The flow lines of the vector field F = xi + yj are straight lines directed away from the
origin (Figure 4.4.3).

¥
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figure 4.4.3 The vector field F(x, ) = xi + y].

il ]
V:F=—x+—y=2>0.
ax ay
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Ejemplo 4.21

The flow lines of the vector field F = xi + yj are straight lines directed away from the

origin (Figure 4.4.3).

¥

A
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" e ¥ e
L NN

figure 4.4.3 The vector field F(x, ) = xi + y].
d

]
V:F=—x+—y=2>0.

ax ay

Y
S

If these flow lines are those of a fluid, the fluid is expanding as it moves out from the

origin, so div F should be positive.
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Interpretacién

Sea W una pequeia regidn alrededor de un punto xg. Para cada x € W,
sea x(t) la linea de flujo que parte de x; llamemos W (¢) a la imagen de W
por x(t) y V(t) a su volumen.

NI N f@ v
— N X d T
> X
Pl Y A 4 NN TN T
figure 4.4.1 Flowing a region W
gé?gglheﬂow\inesofcvec‘ror / / / / \ \ \ \

Entonces la razdn relativa de cambio de volumen es la divergencia:
1 d

W%V(t) ~ div F(Xo)

t=0
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Ejemplo 4.20

Sea V(z,y) = (z,0). Relacionar el signo de V -V con la razén de cambio
de areas bajo el flujo.

¥
A

- - > —

O
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Ejemplo 4.22

Sea F(z,y) = (—z,—y).

V- -F(z,y) =-2<0

1—-____'LK‘
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v ‘\\\\

g

~

—"




(—y,x).

Sea F(z,y)

0

V- F(.CE, y)
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Ejemplo 4.22

Sea F(x,y) = (z,—y).

V- F(z,y) =
NER Pl perices move o
R L e ot
VAPV O SN
A AR \
- e K oy NOR N —

NN X X 4 A oA g7
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Recorrido

@ Seccién 4.4 La divergencia v el rotacional

@ Rotacional
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o o oy . . Q
Definicién de rotacional de un campo vectorial en R”

Si F = (M, N, P), entonces el rotacional de F es el campo vectorial

i j k
otF=VxF=|& & 0 |=(P,—N.,, M.~ P, N, — M,)
M N P
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Ejemplos

O F(z,y,2) = (—y,z,0), (Vx F)(z,y,2) =(0,0,2).
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Ejemplos

O F(z,y,2) = (—y,z,0), (Vx F)(z,y,2) =(0,0,2).

4 —_—
-
3 T T T
D e
2 e T
1 ———
—_ ==
0 T T T
< S ,_—rf/f
1 g o
e ——
-2 o
- =
3 T T T
e T s
4. o _
——
412
K 5
0 3
4 5
Rotacion
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Ejemplos

O F(z,y,2) = (—y,z,0), (Vx F)(z,y,2) =(0,0,2).

e F(.T,y,Z) = <_$2yTy27 %_H/Q)(O' (v X F)(‘T7yaz) = (07070)
Campo irrotacional.

T
3 /‘_)-“\\T
A e
2 \"“—%__i—r/
1 —_—
==
0 P - \_h\r‘\
< S —_— f/f
A ey —_— _——
e —
-2 o
- =
3 T T T
e T s
4. T, — e
——
4 2
K 5
0
2 0
4 5
Rotacion
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Ejemplos

O F(z,y,2) = (—y,z,0), (Vx F)(z,y,2) =(0,0,2).

e F(.T,y,Z) = <_$2yTy27 %_H/Q)(O' (v X F)(‘T7yaz) = (07070)
Campo irrotacional.

=
2

Rotacion Remolino

UNIDAD 1: Funciones de varias variables 54 /65



Recorrido

@ Seccién 4.4 La divergencia v el rotacional

@ Los campos gradiente son irrotacionales
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Rotacional de un gradiente

Teorema (Rotacional de un gradiente)

Sea f una funcién C?. Entonces

Vx(Vf)=0.
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Rotacional de un gradiente

Teorema (Rotacional de un gradiente)

Sea f una funcién C?. Entonces

Vx(Vf)=0.

Ya que Vf = (f, fy, [2),

VX(Vf): :(fzy_fyzafxz_fzzafym_fry):(Ovoao)'

o ¥l &

J

2
dy
fy

T Sl =
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Ejemplo 4.29

Sea V{x, v. z) = i — xj. Demostrar que V no es un campo gradiente.

Selucion

St V fuera un campo gradiente, scgin el Tcorema | deberfa verificar rot V = 0. Pero

ik
o ¢ o

ot V=|—- = e ko
lex  dy 55‘ ’
by —x 0

de manera que V no puede ser un gradiente.
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Recorrido

@ Seccién 4.4 La divergencia v el rotacional

@ Rotacional escalar o componente k del rotacional
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Componente k del rotacional

Si F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)), lamamos
G(z,y,2) = (P(z,y),Q(z,y),0) y buscamos V x G = (0,0,Qx — P,).
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Componente k del rotacional

Si F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)), llamamos

G(z,y,2) = (P(z,y),Q(x,y),0) y buscamos V x G = (0,0, Q, — P,).
La funcién de dos variables dada por ), — P, es el rotacional escalar de F
o componente k del rotacional.
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Recorrido

@ Seccién 4.4 La divergencia v el rotacional

@ Divergencia de un rotacional
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Los rotacionales tienen divergencia nula

Teorema (Divergencia de un rotacional)

Sea F un campo vectorial de clase C?, entonces V - (V x F) = 0.
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Los rotacionales tienen divergencia nula

Teorema (Divergencia de un rotacional)

Sea F un campo vectorial de clase C?, entonces V - (V x F) = 0.

Sea F = (M, N, P), entonces

V-(Py—N., M, — Py, N, — M,) =
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Los rotacionales tienen divergencia nula

Teorema (Divergencia de un rotacional)

Sea F un campo vectorial de clase C?, entonces V - (V x F) = 0.

Sea F = (M, N, P), entonces

V'(Py_NZaMz_anNw_My) = PyCC_NzCC_'_MZy_PfCZ’J—i_NxZ_Myz
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Los rotacionales tienen divergencia nula

Teorema (Divergencia de un rotacional)

Sea F un campo vectorial de clase C?, entonces V - (V x F) = 0.

Sea F = (M, N, P), entonces
V'(Py_NZaMz_anNw_My) :Pym_Nzx+sz_P$y+Nxz_Myz =0

ya que por continuidad, las derivadas de segundo orden mixtas son iguales.
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Recorrido

@ Seccién 4.4 La divergencia v el rotacional

@ Laplaciano
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Laplaciano

El laplaciano de un campo escalar f se define por

Afzv2f:v'(vf):fxx+fyy+fzz-
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Laplaciano

El laplaciano de un campo escalar f se define por

Af:v2f:v'(vf):fxx+fyy+fzz-
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Recorrido

@ Seccién 4.4 La divergencia v el rotacional

@ |dentidades vectoriales
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Identidades del analisis vectorial

1. V(f+g =Vr+Vg

2. V(cf) = €V £, for a constant ¢

3. V(fg)= fVg+gVr

4. V(f/g = (gV f— fVg) /g’ at points x where g(x) # 0
5. div (F+G) =divF +divG

6. curl (F+ G) =curl F + curl G

7. div (fF) = fdivF+F-Vr

8. div(FxG)=G-curl F—F-curl G

9. divcurl F =0

10. curl (fF) = feurlF+V Fx F

I1. curl VF=10

12. VE(fg) = Vig+gViF4+2(VF-Vg)
13. div(VFx Vg =0

14. div (fVg— gV f) = fV?g— gV’ F
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