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1. Trabajo y Energia

1.1. Introduccidn

Para el desarrollo del tema se considera un s6lido sometido a una carga puntual de intensidad
méaxima P. Esta carga es del tipo CuasiEstatico, que se aplica lentamente para que no sucedan

efectos dinamicos o inerciales.

Durante el proceso de carga, que se gréfica en la Figura 1, se genera un desplazamiento u, a

través del cual P se mueve con lentitud y efectla un trabajo de deformacion W.

P

E[E

1]

Figura 1: Trabajo de deformacion en un proceso cuasiestatico

La fuerza varia desde cero a su maximo valor, siendo P, un valor intermedio entre 0 y P, y u,
el desplazamiento correspondiente a P;. Si posteriormente se aplica un incremento de carga
dP; se producird un desplazamiento du; y un trabajo igual a P;.du,. El Trabajo Total W es

entonces la suma de todos los incrementos:

u
W = J Pl.dul
0

Por el Principio de Conservacion de la Energia, la Energia de Deformacion Interna U es igual

al trabajo entregado por P:

u
U:W:f Pl.dul
0



1.2. Comportamiento elastico lineal

Una de las hipdtesis de la asignatura planteada en la Unidad 1, propone que los materiales

obedecen la Ley de Hooke. Luego, la curva Fuerza — Desplazamiento es una linea recta, como

se muestra en la figura 2.

Figura 2: Trabajo de deformacidn para el caso de linealidad del material.

La energia de deformacion y el trabajo externo, se miden por el area bajo la curva (tridangulo
AOB):

P.u

U=W=—
2

1.3. Energia de deformacion en flexion

Se considera el caso de la viga simplemente apoyada AB de longitud L sometida a flexién pura:

M M
CE 1)
3 A

L N

-

Figura 3: Viga simplemente apoyada sometida a flexion pura.

Para este caso en particular, la curvatura es constante e igual axk = 1/p = M/Ely, por hipotesis

general de giros y desplazamientos pequefios:



Elgstica de De‘formaeio’n

Figura 4: Eléstica de deformacién para una viga sometida a flexion.

)

Figura 5: Trabajo de deformacidn para una viga con material lineal sometida a flexion.

Conforme aumenta M de 0 (cero) a su valor maximo, se efectGa un trabajo W (&rea bajo la
curva) que, por el Principio de Conservacion de la Energia, es igual a la energia de deformacion

U almacenada en la viga:

U w = M. 6

2
Al combinar esta ecuacion con la correspondiente a 6 se obtienen dos expresiones en funcién
de M o de 6:



_ EL®?

MZ.L_U
T 2L

U=

Si el momento flector interno M, varia a lo largo de la viga, aplicamos las ecuaciones a un

elemento de viga de longitud dx e integramos:

i
ldxl

Figura 6: Elastica de deformacion para una viga sometida a flexion simple.

d?v

de=K.dX=@.dX

El cambio en la energia interna vendra dado por:

M
du = Z(X).de

por lo que reemplazando se obtienen:

_Me® oy _FI@e)?  EL (dv © B (d 2d
T T 2axc\ae ) T2\axE)

du = T

Integrando en toda la longitud de la viga obtenemos la Energia de Deformacion Total

2 2
(Mg _ [EI [d%
U= f SEl dx ; U= f? @ dx



1.4. Calculo de giros y desplazamientos a traves de la
energia de deformacion

1.4.1 Viga empotrada con una carga P en su extremo libre

)

Y

MA=-P.L

Figura 7: Viga en voladizo con una carga P aplicada en el extremo libre.

La variacion de momento flector interno viene dada por:
My =-P.(L—x) ; 0<x<L

Integrando, se obtiene la energia de deformacion segin:

2
M
_ [ (X)] dx

U 2EI

dx

U_JL[—P.(L—X)]Z _p?
A 2EI  2EI

L
J (L2 — 2Lx + x?)dx
0

p2.13
~ T6EI

Dado que el trabajo W resulta U = P.v/2, igualando la Energia Interna U debido a la flexion

con dicho trabajo, se puede obtener el desplazamiento en el punto B de aplicacién de la carga

P como:
_pr p
~ B6EI 2
p P.L? . : . :
VB =T ggr (Hacia abajo segun el sentido de la carga P)

9



1.4.2 Viga empotrada con un par M en su extremo libre

N ~
>
=X

A
\=)

-M

h @

Figura 8: Viga en voladizo con un par M aplicado en el extremo libre.
Teniendo que el momento flector M es constante, para el intervalo de interés:
M(X)=—M ; 0<x<L

la energia de deformacion se obtiene nuevamente mediante:

28 = 2E

_(M[=M]? M2.L
o=

Teniendo en cuenta que el trabajo de deformacion por flexon W = M. 6/2, podemos obtener

el giro en el punto B de aplicacion del par M (giro maximo) siguiendo el procedimiento del
ejercicio anterior. Resulta:

U= M2 L M 0
~O2EL 2
oM = — F ;  (Horario segun el sentido del par)

10



2. Elastica de deformacion

2.1. Introduccion y Conceptos

Cuando las cargas actuan de forma perpendicular al eje longitudinal de un elemento estructural
(como por ejemplo una viga) ocasionan que ésta se flexione, con lo que dicho eje, antes recto,
se deforma en una curva. Dicha curva es denominada Elastica de Deformacién (o curva de
deflexion) y representa, para las estructuras sometidas a flexion, los movimientos

perpendiculares al eje de la pieza considerada.

Considerando por ejemplo una viga AB de longitud L en voladizo sometida a una carga P en

su extremo libre:

/

%A 8 x
B

Figura 9: Viga en voladizo con una carga P aplicada en el extremo libre.

La elastica de deformacion toma la siguiente forma:

Yy Dejrlexio’n \7 | B . .
/%Ela’sﬁcs de Defermac:ion
}
A A v
L |
~

Figura 9: Elastica de deformacion para una viga en voladizo con una carga P aplicada en

el extremo libre.



2.2. Ecuacion diferencial de la elastica.

Se considera una viga implemente apoyada sometida a flexion pura, como se observa en la

Figura 10.
M

)

(

Figura 10: Viga simplemente apoyada sometida a flexion pura.

i pll

i L

T $rp

La elastica de deformacidn, como ya se ha visto en el apartado 1.3 Energia de Deformacion en

flexion, posee el Centro de Curvatura O, con Radio de Curvatura p:

Elgstica de De{ormacioﬁ

Figura 11: Esquema de la elastica de deformacion.

La Curvatura x, como se ha definido en la seccién 1.3 se define como:

1M
LT

donde I es el Momento de Inercia de la seccion transversal con respecto al eje neutro de la

misma y E es el Mddulo de Elasticidad del material.

12



Es importante relacionar al momento flector M con la Tasa de Cambio de Giro d6/dx y con
la tasa de cambio de los desplazamientos perpendiculares al eje de la pieza dv/dx. Por
geometria se tiene que:

doe _ _dv

Tax U T &

Relacionando estas variables se obtiene la Ecuacion Diferencial de la Elastica de

Deformacion:

o d>v M

T T E

2.3. Calculo de la Elastica de Deformacion debido a
acciones mecanicas

La expresion de la eléstica puede integrarse analiticamente para ciertos algunos sencillos. Se
resolverdn a continuacion ejemplos presentados anteriormente para métodos energéticos,

comparando procedimientos y resultados.

2.3.1 Viga empotrada con una carga P en su extremo libre

MA:-"P.L 4

&

Figura 12: Viga en voladizo con una carga P aplicada en el extremo libre y diagrama de

Momentos flectores.

Teniendo que la variacién de momento flector interno viene dada por:

13



Mg =-P.(L—%) ; 0<x<L

utilizamos la Relacion Momento — Curvatura e integramos para obtener la expresion del giro

en funcion de x:

do _ M(X) _ —P. (L - X)
dx  EI El

o _J‘—P.(L—X)d P L x2 .
= El = TR\ T2 1

Aplicando la condicion de borde 6y, = 0, se obtiene C; = 0y asi:

P x?
G(X) = _ﬁ. L.X—7

negativo por girar en sentido horario.

e El giro maximo se produce en x = L y es igual a:

o P. L2 ,
B = Omax =0 = TR (Horario)

La expresion de la eléstica se obtiene aplicando la relacion:

dv_e
dX_ (69]

e integrando:

—JP L= )ax= 2 (LX) 4
V(X)_ EI . X 2 X_EI 2 6 2
Aplicando la condicion de borde vy = 0, se obtiene C, = 0 y asi la Ecuacion de la Elastica

queda expresada como:

negativa por estar orientada hacia abajo.
e El desplazamiento maximo o flecha se produce en x = L y es igual a:

p P.L13 . .
VB = Vmax = V(L) = 3R (Hacia abajo)

14



2.3.2 Viga empotrada con un par M en su extremo libre.

Para la viga de la figura 13, la variacion de momento flector viene resulta:

M(X)=—M ; 0<x<L
los giros y los desplazamientos se obtienen a partir de:

M M
G(X)z—ﬁ.x ; V(X):_ﬁ.x

ambas ecuaciones con un signo negativo por girar en sentido horario y por orientarse hacia
abajo respectivamente.

<

PROONNNNNNNY

X

/
=

Figura 13: Viga en voladizo con un par M aplicado en el extremo libre y diagrama de

Momentos flectores.

e El giroy el desplazamiento maximos se encuentran en el extremo libre B y vienen

dados por:
M M.L _
0 = ~ (Horario)
M M. L2 . (Hacia ahai
VB = T op (Hacia abajo)

15



Observacion: Si se comparan vy con 8% , y si se imponen acciones unitarias M = P = 1, resulta
que el desplazamiento en el punto B debido a un par unitario es igual al giro en dicho punto
debido a una carga unitaria, resultado que se debe a los Teoremas de Betti y Maxwell, que se
enunciardn mas adelante.

L2

M P
= e —_—  —
B B 2EI

\Y

2.3.3 Viga doblemente empotrada con una carga distribuida constante
q

En este ejemplo, para ilustrar la generalidad del procedimiento, se estudia la elastica de una
viga doblemente empotrada, como se observa en la figura 14. Este caso es la primera estructura

hiperestatica que se analiza en el curso.

Zh ..__._Ix %
L |

q
PORERTTRTERERRRRNTRERITIENY

C bk
4 RA RB 4

Figura 14: Viga doblemente empotrada sometida a una carga repartida uniforme.

Por razones de simetria las reacciones de vinculo verticales son iguales:

N|

RA:RBZQ-

Lo mismo sucede con los momentos de empotramiento de los puntos A y B, que son incognitas

del problema: M, = Mg = X;.

Para plantear la funcion del momento flector, se escoge una seccion arbitraria a una distancia

x a la derecha del punto A. Calculando el momento flector en dicho punto resulta:

16



L x?
My = —X; +q.§.x—q.7

Por relacion momento — curvatura obtenemos:

de . M(x)
dx  EI

1 L x?
G(X)zﬁ.f —X1+q.§.x—q.7 dx

3

1 L, x
B(X)zﬁ. —Xl.x+q.z.x —q.? +C4

Aplicando la condicion de borde 6y = 0, se obtiene C; = 0 y asi:

B = = Xy x + qox? X
(X)—EI. 1-X q.4.X q6

Por razones de simetria se tiene que 8y, ;) = O:
2

1 L L /L q (L\?
O =g | Faztag () —5(5) [=0

L3

L
CXym i =
13t a5;=0

LZ
Xi =My =Mp =05

El signo positivo obtenido para el par X, indica que el sentido supuesto es el correcto.

El diagrama de momento flector interno viene dado entonces por:

q
Frntin 1L,
A2| 1é8
.4___...lx Z

. L _Jl |

17



z |
—ql” L ~q.L*
N 95;\ /r@\/ "

Figura 14: Diagrama de Momentos flectores para la viga doblemente empotrada

sometida a una carga repartida uniforme.

e Laecuacion de la elastica entonces es la siguiente:

dv

= Y

1 L x3
V(X)=§.j —Xl.X+q.Z.X —qz dx

1 X; ,,qL 5, q 4)
V(X)—ﬁ.<—7.x +E.X —ﬁX +C2

Aplicando la condicion de borde vy = 0, se obtiene C, = 0 y asi la Ecuacion de la Elastica

queda expresada como:

1 L2 q.L q
= — —_q — 2 - 3 __1 4
V(x) EI.( q.24.X + 12 .X 24X )

donde su valor maximo se presenta en x = L/2:

q.L* .
Vmax = V(L/2) = ~3gag (Hacia abajo)

A

RNNNNNN

7

|__ b2 |, Lp ﬁ|

Figura 15: Eléastica de deformacion de la viga doblemente empotrada sometida a una

carga repartida uniforme.

18



2.4. Calculo de la Elastica de Deformacion debido a
acciones térmicas

En muchos casos de interés hay que analizar la respuesta de las estructuras debida a las
Ilamadas Acciones Térmicas. Por ejemplo, si una estructura de hormigon se construye en
noviembre, el hormigén habra fraguado para unas condiciones de temperatura y humedad
dadas. En pleno invierno, para temperaturas mucho mas bajas, la diferencia de temperatura
respecto de la época de la construccidn provocara dilataciones y giros en los componentes de
las estructuras y, dependiendo del tipo de estructura considerada también pueden originarse

esfuerzos, como es el caso de las estructuras hiperestéaticas.

Para calcular los desplazamientos generalizados Y, si corresponde, los esfuerzos en una barra
sometida a la accion térmica es necesario calcular la expresion de la dilatacion y el giro de una

seccion y de sus tasas de cambio.

2.4.1 Dilataciones y Giros causados por acciones térmicas

Para simplificar el anlisis, consideramos una viga simplemente apoyada sometida a una accion

térmica t uniforme en toda su longitud:

Y
—————— t —— S S S —— d——
AMe—e————————28 x
] { 1
- - -

Figura 16: Viga simplemente apoyada sometida a una accion térmica uniforme.

Consideramos ahora un trozo de dicha viga de longitud dx y lo analizamos:

19



L ____t_
/ -1
T %z i - I
y
______ =
| :
x dx dl

Figura 17: Analisis de un elemento diferencial de una viga simplemente apoyada

sometida a una accién térmica uniforme.

El elemento sufre entonces un alargamiento (suponiendo que el cambio de temperatura
corresponde a un aumento) en la direccion del eje de la pieza igual a:

dL

Fh a.t ; (Deformacién térmica)

dL =a.t.dx ; (Alargamiento Térmico)

en donde o es el Coeficiente de Dilatacion Termica, que es una propiedad del material
considerado y para el caso de aceros y hormigones resulta a. = 10°°.

Si en cambio ahora consideramos que el incremento en la temperatura es distinto en la parte
inferior ti de la viga con respecto a la parte superior ti, como se observa en la figura, entonces

el alargamiento no sera uniforme y vendra acompafiado de un giro de la seccion.

YA
______ b _____
| p————————————{ .| X
T
L i

Figura 18: Viga simplemente apoyada sometida a una carga térmica variable

linealmente en el espesor.

20



yk
—————-—is‘—___ 48
7
______ —1.—.&_.4 b
x dx | odLg

Figura 19: Analisis de un elemento diferencial de una viga simplemente apoyada

sometida a una carga térmica que varia linealmente en el espesor.

Suponiendo que el incremento t; de temperatura en la parte inferior es mayor que el
correspondiente a la parte superior tg, la parte inferior se alarga en mayor medida. El

alargamiento del elemento dx entonces viene dado por el promedio:

dL; + dLs t; + tg
Lot

> ).dx ; (Alargamiento Térmico)

La viga adquiere de esta forma una curvatura positiva, donde el eje gira una cantidad d6 igual

a.

40 = dLl — dLS _ (ti —ts) d
= h = Q. h BN0):¢

por lo que la Curvatura debida a la accion térmica resulta:

de_ ti_ts)
dx_a'( h

Esta curvatura juega el mismo rol, para la carga térmica, que la obtenida en las secciones 1.3 y

2.2 para las cargas mecanicas.

2.4.2 Elastica de deformacidn de una viga simplemente apoyada debido
a accion térmica no uniforme

Como ejemplo tomamos el caso de la viga simplemente apoyada con un incremento de
temperatura t; en la parte inferior y una disminucién en la temperatura t; = —t; en la parte

superior (ambas iguales en modulo):

21



M
_____ {é ‘-":_‘_t.l ——
A ———m——————————————————— AE x
Jt; l_
L *

Figura 20: Viga simplemente apoyada sometida a una carga térmica que varia linealmente en
el espesor.

La curva de deflexion adquiere la forma siguiente:

Vinéix
S

Y

L/2

Figura 21: Elastica de deformacion de una viga simplemente apoyada sometida a una carga
térmica no uniforme.

Considerando los giros positivos tienen sentido anti horario, tenemos que:

de _ (ti + ti) _ 2. 0. ti
x_ “\Un /T

2.0t 2.a.t
G(X)=J h dx = h .X+C1

Aplicando la condicion de borde 8(;,/,y = 0 obtenemos:

h "\2 e
C. = . ti' L
'™ h
2.0 t; (08 ti.L o t;
Si calculamos los giros en A'y en B obtenemos entonces:
. ti' L .
04 =06 =— o ; (Horario)
. ti' L . .
O =0 = iy (Antihorario)

22



Considerando ahora positivos los desplazamientos en el sentido del eje y (hacia arriba):

dv . ti

& GZT(ZX—L)

(X.ti (X.ti 2
V(X) =fT(2X—L)dX=T(X —L.X)+C2

Aplicando la condicion de borde vy = 0 obtenemos que C, = 0y:

(X.ti 2
Ve = (x* = L.x)

La deflexién maxima se produce en x = L/2:

2

——|=- ;  (Hacia abajo)

(L)Z 12 o t;. L2
2 4.h

o t;
Vmax = V(L/2) = T
2.4.3 Elastica de deformacion de una viga Gerber debido a accion

térmica no uniforme

Consideramos ahora una viga Gerber sometida a una accion térmica en el tramo AC de longitud

L como se muestra en la figura siguiente:

Y
g _ _te=t

|| ———
ZK‘“‘{“"‘-‘ AN B
l‘ L . L _l‘ L/2 _|
i o =T

|

Figura 22: Elastica de deformacién de una viga simplemente apoyada sometida a una carga
térmica no uniforme.

Considerando los giros positivos en sentido antihorario, tenemos que:

d9_ (ti+ti _2.(X.ti
dx ~ “\h )_ h

2.(X.ti 2.(X.ti
e(x):f —dx = X+ Cq

h
Aplicando la condicion de borde 6y, = 0 se obtiene C; = 0 y asi:

2.q. t;
G(X) = h . X

23



donde dicha variacion es valida solo para el tramo AC (0 < x < L), que es donde esta

presente la accion térmica.

e Sicalculamos el giro a la izquierda del punto C (donde se encuentra la articulacion)

obtenemos:

iz 2. . tl' L R .
0“1 =0 = — (Antihorario)

Considerando ahora positivos los desplazamientos en el sentido del eje y (hacia arriba):

dV_e_Z.(X.ti
d«. ~h

X

Z.Q.ti (X.ti 2
Vix) =T.fxdx=T.X +C,

Aplicando la condicion de borde vy, = 0 obtenemos que C, = 0y:

. ti

V(X) = T.XZ

también valida solo para el tramo AC (0 < x < L).
e El desplazamiento del punto C viene entonces dada por:

. ti' LZ . .
Ve =V = T ;  (Hacia arriba)

Ahora, si bien no podemos aplicar las ecuaciones obtenidas anteriormente para x > L,
podemos obtener facilmente valores de desplazamientos y giros en otros puntos de la viga
aplicando relaciones geométricas, como se observa en la figura 23, que muestra la elastica de

deformacion aproximada:

ivn T X

BOp=6g

Figura 23: Elastica de deformacion de una viga simplemente apoyada sometida a una carga
térmica no uniforme.
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Por ejemplo, sabemos que por relacion de triangulos, ver figura 23, el valor del desplazamiento
del punto D se relacionara (en valor absoluto) con el correspondiente al punto C de la siguiente

manera:

Ve Vp

L (L/2)

Al estar el punto D ubicado al otro lado del apoyo simple (punto B) y al ser la curvatura nula
en todo el tramo CD (debido a que no esta afectado por la accion térmica), si el desplazamiento
del punto C tiene sentido hacia arriba (positivo), el desplazamiento de D tendra sentido hacia
abajo (negativo). Por consiguiente:

ve ot l?

=Ty 2h

(Hacia abajo)

Ademas, al ser desplazamientos y giros pequefios, podemos calcular el giro en el punto D

como.

Vp oL ti' L

=TT T

(Horario)

donde podemos visualizar facilmente que, por geometria:

. ti' L
h )

Op = 0 = 6.9 = — (Horario)

Por ultimo, podemos calcular también el giro relativo de las secciones a la izquierda y a la

derecha de C como:

o. t1L> (Z(X tlL) _ 3.a. ti.L
h h B h
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3. Teoremas Energéticos

En los enunciados de estos teoremas, la letra 6 se emplea para designar de manera genérica a
los desplazamientos. Es decir que se incluyen tanto los desplazamientos u (o v en el caso de
deflexiones) propiamente dichos asi como los giros 6. Por otro lado, por cargas P y Q nos

referimos a magnitudes estaticas en general (fuerzas y pares).

3.1 Teorema de Clapeyron

Enuncia que el trabajo de deformacion de un solido sometido a una carga puntual P, que

produce un desplazamiento 4 en el punto de aplicacion de la misma resulta:

P.5
W=—

siempre que el sistema sea lineal y no haya variaciones térmicas o inerciales.

En el caso en que exista un numero n de cargas P, que causen n desplazamientos §;

correspondientes, el trabajo total viene dado por:

n
1
W = Ez Pi'6i
i=1

3.2 Teoremas de Castigliano

3.2.1 Primer Teorema de Castigliano

La derivada parcial de la energia de deformacion U de una estructura con respecto a cualquier

desplazamiento &; del punto de aplicacion de una carga genérica P;, da el valor de dicha carga:

aU(Plipz;...;Pi;...;Pn)
25,

=P

donde la derivada parcial se debe a que U es funcidn de todas las cargas del sistema.

3.2.2 Segundo Teorema de Castigliano

La derivada parcial de la energia de deformacion U de una estructura con respecto a cualquier
carga P, es igual al valor del desplazamiento §; correspondiente a dicha carga en su punto de

aplicacién:



aU(pl;Pz;...;Pi;...;Pn)
ap,

=5,

A partir de este teorema se puede deducir el Método de la Fuerza Unitaria para el calculo de

desplazamientos.

3.3 Teorema de Betti

Dado un solido sometido a la accion de dos sistemas de carga P y Q. Si se denomina 6pq, al
desplazamiento en la direccion de P producido por Q; y §4p al desplazamiento en la direccion

de Q producido por P, el trabajo reciproco es igual:
W5PQ = WSQP
Tomando el caso de la viga empotrada libre:

P

SN

L L

o DOSTNNG

>

Figura 24: Ejemplo de aplicacion del Teorema de Betti. Caso de una viga en voladizo sometida
a dos sistemas de cargas diferentes: Una carga P y un par M, ambas en el extremo libre.

. P.I2 M2

Omp = 05 = 55y ; Opm = VB = Sy
we P.12 we —b M. L2
Smp — 1 2EI ’ Spm — - 2EI

3.4 Teorema de Maxwell

Es un caso particular del Teorema de Betti en donde las cargas P y Q son unitarias:
SpQ = SQp

Tomando el caso de la viga empotrada libre:

Smp = O = 5= =



4. Teorema de Trabajos Virtuales (TTV)

Algunos autores se refieren al enunciado como Principio de los Trabajos Virtuales y otros
como Teorema de los Trabajos Virtuales (TTV). Cabe recordar que un principio no requiere
una demostracion mientras que un teorema si. La eleccion de una u otra opcion depende

basicamente de dos criterios:

e Siseconsideravalida la Ley del Paralelogramo para la suma de vectores de fuerzas,
entonces se parte de la nocion de equilibrio y se puede demostrar el Teorema de los
Trabajos Virtuales. La demostracion es posible tanto para solidos rigidos como
deformables.

e En cambio, si se acepta la validez del Principio de los Trabajos Virtuales, se debe
probar el equilibrio.

En la asignatura se escoge el primer criterio y entonces puede demostrarse el teorema.

4.1 Nocion de Trabajo Virtual

Para definir la idea o nocion de Trabajos Virtuales deben definirse algunos conceptos previos,

muy importantes y que juegan un rol muy importante en la practica:

4.1.1 Sistema Equilibrado

Un Sistema Equilibrado SE, simplemente es un sistema que esta en equilibrio, es la Unica

exigencia que tiene.

. e P s 1P se
A
A7 7Jv’0 "lwm \_&' “
| %4 ten  hen i

Figura 24: Ejemplos de Sistema Equilibrado



4.1.2 Deformacion Virtual

Se denomina Deformacién Virtual DV a un conjunto de desplazamientos (de un solido)

pequefios y compatibles con los vinculos (externos e internos).

? ¢ v
% /
2 T~ g No DV
. No Com‘:a'tibie-s

con loa vinculos

2 No DV,

SUSNRY

Zw

Figura 25: Ejemplos de deformaciones que satisfacen el requisito de DV y otras que no lo
cumplen.

La Deformacién Virtual es arbitraria, puede ser una deformacion real de la estructura u otra de

interés. Luego es independiente de la carga.

4.1.3 Términos Complementarios de Trabajo

En primer lugar, se debe recordar la nocién de desplazamientos o deformaciones
complementarias de trabajo. Por ejemplo, el término complementario de trabajo de una fuerza
F es un desplazamiento propiamente dicho, en la direccion de la Fuerza. Andlogamente el

término complementario de trabajo de un par M es una rotacion, aplicados ambos en el mismo

punto.
It : (%,
/ S E— / 2 2 La carga concentrada P, el
x B £, | £
par My el Momento flector
- , .
\ } A M son los términos
S __F . )

s complementarios de trabajo

€ de Us, 0c Yy AeB,
ne 5 .
\M r ( ] A respectivamente.

Figura 26: Ejemplos de términos complementarios de trabajo.

Ademas, cabe indicar otras posibilidades menos intuitivas. Por ejemplo, para el caso de un par
de pares (iguales y de sentido contrario), que responden a la definicion de Momento Flector en

una seccion de una barra, el término complementario de trabajo es el giro relativo de las partes
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de la barra que aparecen al introducir una articulacién, necesaria para poner en evidencia el

Momento Flector en una seccion de una barra.

4.1.4 Nocion de Trabajos Virtuales, Trabajo Virtual Externo y Trabajo
Virtual Interno.

Dado un sélido de interés que esta en equilibrio, luego cumple con las condiciones de Sistema
Equilibrado SE, al cual se le superpone una Deformacion Virtual DV, entonces se denomina
Trabajo Virtual W al trabajo que realizan las acciones y solicitaciones del Sistema Equilibrado
con los desplazamientos y deformaciones de la deformacion virtual. En particular se habla de
Trabajo Virtual de las Fuerzas exteriores 6Wg al que realizan las cargas del Sistema
Equilibrado con el movimiento de sus puntos de aplicacion definidos en la Deformacion
Virtual. Andlogamente se introduce la nocion de Trabajo Virtual de las fuerzas interiores Wy al
que realizan las solicitaciones del Sistema Equilibrado con las deformaciones complementarias

de trabajo propias de la deformacién virtual.

4.2 Teorema de Trabajos Virtuales para solidos rigidos.

Para cualquier solido rigido sometido a la accion de un sistema de fuerzas en equilibrio (SE),
el Trabajo Virtual de las Fuerzas Externas es nulo:

Para demostrar este teorema consideramos un sélido rigido en el plano xy, al cual se le

aplican una carga puntual P; en A, a una distancia x; de un punto pivote y un par M;:

s f

-— — —d—
vao‘te

Figura 27: Movimiento de Sélido Rigido
La Deformacion Virtual que puede imponerse al sélido de interés, al ser indeformable, se
reduce a una rototraslacion, es decir a la suma de un desplazamiento de sélido rigido u, méas

una rotacién de sélido rigido 6. Es importante recordar que en este caso no cambia la distancia

30



relativa entre los distintos puntos del solido y, luego, las deformaciones correspondientes a este

caso son nulas.

Como puede observarse en la figura 26, existe un punto al cual se refiere el movimiento rigido
y hace las veces de pivote. Puede considerarse que el solido se desplaza y gira sobre el pivote
considerado. Luego el movimiento de punto genérico A, es la suma de dos desplazamientos
verticales. El desplazamiento total u; se obtiene como la suma del desplazamiento vertical del
pivote u, igual para todo el sélido, més otro desplazamiento u’ debido a la rotacién 6y que
depende de la posicion del punto A. El desplazamiento u’ se obtiene partiendo de la hip6tesis

general de pequefios giros y desplazamientos, a partir de la cual es valido establecer que:

u’
tan0=—=20
i
con lo cual:

U =u+0.x

Ahora, el trabajo virtual externo viene dado entonces por el trabajo de las cargas Piy los pares

M; del sistema equilibrado con sus correspondientes términos complementarios de trabajo:

n m
SWE = ZPi.ui +ZM19
i=1 j=1

n m
SWE = ZPI (u+ e.Xi) +ZM19
i=1 j=1

Reordenando los términos e igualando a cero tenemos:
n n m
i=1 i=1 j=1
lo cual conduce a dos posibles soluciones:

e Siu = 0= 0 obtenemos la solucion trivial, la cual implica que no hay DV y no es de
utilidad.
e Si YF=XL,P=0y Y¥M=QL,Px)+XZ;M=0, el sistema esta en

equilibrio.
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Es importante resaltar que la segunda condicion es la de interés. La misma expresa que el
sistema de fuerzas esta en equilibrio y, por lo tanto se cumple con la condicién de SE, la cual
se ha obtenido imponiendo la nulidad de §Wf . La demostracion es una doble implicacion ya
que, si se impone a priori que el sistema esté equilibrado (3 F = > M = 0), se obtendréd 6W¢ =
0.

4,3 Teorema de Trabajos Virtuales para solidos
deformables.

Dado un Sistema Equilibrado (SE) al cual se le superpone una Deformacion Virtual (DV), se
debe cumplir que el Trabajo Virtual de la Fuerzas Internas §W; debe ser igual al Trabajo Virtual

de las Fuerzas Externas §Wrg:

8WE = 6WI

Para demostrar este teorema consideramos un Sistema Equilibrado (SE):

Luego cortamos la estructura en un conjunto suficientemente grande de n partes de longitud

diferencial ds:

Por comodidad se hacen coincidir los cortes con los puntos de aplicacion de P; y M; (lo que no

quiere decir que en cada corte haya un P, o un M;).
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Consideramos en una primera instancia tres trozos de la estructura denominados i-1, i e i+1,

los separamos y analizamos las resultantes de fuerzas y momentos en los cortes:

T I
T i-1
Ri. )
Mi+1
3 o
Micq R;D+ )

donde los superindices D e I indican las caras derecha e izquierda, respectivamente, de cada

trozo.

Por ser un sistema equilibrado, en los cortes se cumple que:
MR1 = MiI ) MiD = lV[il+1
R]i)—l = Rli ) R]i) = R{+1

en modulo, pero de sentido contrario.

Analizando ahora los desplazamientos y giros en los cortes se tienen:

56 se:
]
—
g’

donde el prefijo d indica que se trata de desplazamientos y giros virtuales y muy pequefios (no
confundir con la notacion utilizada para desplazamientos en los enunciados de teoremas

energeticos anteriores).

Al tratarse entonces de Deformaciones Virtuales muy pequefias y compatibles con los vinculos

externos e internos, se cumple que:
D _ | D _ I
80;_, =386; ; 86, =80;,,
D _ I . D _ I
duj_; =0u; ; Ouy =duj,,
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Como consecuencia de las definiciones de Resultante y Momento de Reduccion, y por
Compatibilidad de Desplazamientos, el trabajo virtual externo de las mismas es nulo. Asi, el

Trabajo Virtual Externo §Wg corresponde solo al producido por las cargas P, y M;:

n m
i=1 j=1

Para obtener el valor del trabajo virtual interno, consideramos ahora solo un trozo genérico i

de la estructura. En una primera instancia ponemos en evidencia las resultantes y pares:

I
i

y luego ponemos en evidencia también los desplazamientos y giros:

I
1

VA

00

Obtenemos asi que el trabajo virtual interno correspondiente al trozo i es:
(8Wp); = MI. 86} + MP. 80P + Ri.suf + RD. Sup

Conviene descomponer resultantes de fuerzas y desplazamientos en sus componentes normal
y tangencial a las caras laterales del trozo i (lo que es posible suponiendo vélida la ley del
paralelogramo):
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N Q
N
36;
8L 5 % s
8L
Sci 50 'ac!

De esta forma obtenemos:
(6Wp); = M. 86! + MP. 808P + NI sLL + NP, 6LP + +qQl.sc! + QP.scP

Podemos ahora considerar dos simplificaciones. En la primera descomponemos la DV Total

enunaDV IyenunaDV Il:

bDvI:
+

AG;

)
DV I E i AL

NG
en donde tenemos que:
80P = 80! + AB;
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SLY = 8L} + AL;
8CP = 68Cl + A

La deformacion virtual I (DV 1) constituye un movimiento de sélido rigido por lo que el trabajo

virtual interno (SWLI)i correspondiente es nulo:
(SWI,I)i = 0
Asi, el trabajo virtual interno (8Wj); en el trozo i sera el correspondiente a la DV 1I:
(SW)); = (éswm)i = MP.A6; + NP. AL; + QP.AG;

Para la segunda simplificacion, volvemos a poner en evidencia las resultantes de fuerzas y de

momentos:

y consideramos lo siguiente:

MP = M| + AM;

NP =N} + AN;
QP =Qi+ AQ
Reemplazando en la ecuacion de (6Wy);:
(SW); = (M! + AM,).A8; + (NI + AN).AL; + (Q! + AQ)).AC;
donde podemos despreciar los productos de incrementos y asi:
(8W)); = M!. A8; + NI AL; + QL. AC;

Obtenemos entonces el Trabajo Virtual Interno §W; como la suma de los correspondientes a

todos los trozos i:
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n n n n
SW; = Z(SWI)i = z M. AB; + Z Nl AL; + Z QL. AC;
i=1 i=1 i=1

i=1

donde al ser trozos de longitud diferencial, si hacemos tender dicha longitud a cero obtenemos:

8w1=fMde+deL+dec

Debido a que tanto el analisis global como el particular a partir de los cuales se obtuvieron §Wg
y 8W; respectivamente parten del mismo SE y de la misma DV bajo iguales condiciones,
podemos asegurar que la integral del trabajo virtual interno para cada trozo i a lo largo de la
estructura considerada es igual al trabajo virtual externo de toda la estructura:

8WE = 8WI

m

n
PL8u; + ) M,.50, =fl\7ld6+deL+JQdC
1

i=1 j=

Donde los términos que se indican con un segmento superior, corresponden al sistema
equilibrado SE, para distinguirlos de los demas términos que estan asociados a la defomacion
virtual DV.

La deduccion del TTV para sélidos deformables, excepto por las simplificaciones que se

introdujeron en la demostracion, es general y no depende del material del sélido.

4.4 Aplicacion del Teorema de Trabajos Virtuales para
Teoria de Estructuras.

Para utilizar el TTV en Teoria de Estructuras caben dos consideraciones importantes:

a) Los elementos diferenciales d0, dL y dC son los correspondientes a la Teoria de

Estructuras, que se definen de manera similar a lo visto en Resistencia de Materiales:

dO—MdX dL_Ndx dc = Qdx
"m0 T EA TG

b) La Deformacion Virtual DV coincide con la deformacion real de la estructura

Luego el Teorema de los Trabajos Virtuales para Estructuras de Barras se expresarse como:
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n

el

1.6ui+zﬁ,.69j =fM(ME—T()+fN(I\;—CX()+x.fQ<%—(X()

en donde x es un factor de forma de la seccidn transversal, necesario para evaluar la

i=1

deformacion por corte dC.

Es importante destacar que los términos que estan con una linea superior corresponden al SE,
que como se ha indicado es arbitrario, pero debe estar en equilibrio y los términos que no tienen
la linea superior corresponden a la deformacion virtual DV, que para el caso de interés coincide

con la deformacion real.

Luego, es simple calcular desplazamientos de interés mediante el empleo del Teorema de los
Trabajos Virtuales. La Unica variable que puede fijarse a esta altura es el Sistema Equilibrado,

que debe elegirse de manera adecuada.

Si uno desea calcular un movimiento dado, sea un desplazamiento Su; 0 una rotacion

80; recordando el concepto de término complementario de trabajo, debe elegir entonces una
carga P, oun par Wl que junto con los desplazamientos que se pretende calcular definen el

el trabajo externo SWjg. Las cargas P = 1 o pares M = 1 se hacen unitarias asi las integrales
del segundo miembro directamente dan el valor del desplazamiento buscado. Por ejemplo, para

calcular un desplazamiento 8u; 0 un giro 6; se plantean, respectivamente:
B s _jM(MdX> +JN(NdX>+ f_<QdX)
v Ot = El ga) %) Uaa
V.50, = J v (de) 4 f N (NdX) 4 J — (QdX)
0% = El ga) %) Qaa

Ademas, para el caso de estructuras sometidas preponderantemente a flexién, el trabajo virtual

del esfuerzo de corte y del esfuerzo normal pueden despreciarse. Luego los calculos anteriores

se reducen a:

_ _ (Mdx
P1.8ui :fM(F)

— _ (Mdx
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Habitualmente, para casos alternativos de este método, también conocido como de la fuerza
unitaria, hay que calcular los polinomios que representan a las funciones de los diagramas de
momento M y M, calcular su producto y luego integrar. En la practica es el camino que suele
seguirse al aplicar el Segundo Teorema de Castigliano. Sin embargo, existen tablas como la
que se adjunta en el apéndice 1 que directamente permiten calcular el valor de la Integral del
segundo miembro de manera expeditiva, eleccion que se adopta en la asignatura. En el proximo

apartado se presentan un par de ejemplos sencillos.

4.5. Empleo del TTV para calcular desplazamientos y
giros debidos a cargas.

4.5.1 Calculo del desplazamiento del extremo libre de una Viga
empotrada con una carga P en su extremo libre

En este problema se ilustra la aplicacion del TTV para calcular el desplazamiento vg

(deflexidn) del punto B.

En primer lugar, se define el SE. Para ello, el término complementario de trabajo del

desplazamiento vg a calcular es una carga unitaria P = 1 aplicada el punto B:

49 {4

1-'—- N

El diagrama de momentos real de la estructura tiene una forma similar y su valor en la raiz del

empotramiento es P . L. Luego, se puede aplicar la expresion de céalculo del TTV:

1 = lVIMd
Vg = El X

1 M. Md
VB—EI . X
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Como ya se ha indicado queda calcular el producto de los diagramas de las integrales, que,
segun la tabla del apéndice tiene un coeficiente § que multiplicado por los valores significativos

de ambos diagramas: L y P.L respectivamente y por la longitud L. Luego resulta:

171
=—.|z.(-P.L).(—1.L).L
vs =[5 (P11
_P.L3
B T 3EI

El hecho de que el desplazamiento resulte positivo indica que el sentido del mismo coincide

con el de la carga unitariaP = 1.

El valor del desplazamiento coincide en médulo con el obtenido mediante la utilizacion de

otros métodos antes desarrollados. El signo depende de la convencion empleada.

4.5.2 Calculo de la rotacion del extremo libre de una Viga empotrada
con una carga P en su extremo libre.

Se trabaja de manera anéloga al problema anterior. Luego para definir el Sistema Equilibrado,

se impone un par unitario M = 1 aplicado en el punto B. En este casos el diagrama de

; )

Momentos resulta:

De la aplicacion del TTV surge:

En este caso el diagrama de momentos del SE es constante e igual a 1 y el de la Deformacién

Virtual DV es un diagrama triangular de valor P.L en la raiz. Teniendo en cuenta que la longitud

40



.. . . . -y 1 .
es L y que el coeficiente de integracion un rectangulo y un triangulo es 5 segun la tabla, la

rotacion buscada resulta:

11
0p == |5 (-P. L).(—l).L]
o _PL?
B 2EI

Como el valor es positivo el giro y el par tienen ambos el sentido horario. EI médulo de la
rotacion coincide con el obtenido mediante otros métodos planteados antes. El signo depende

de la convencidn adoptada.

4.6 Empleo del TTV para calcular desplazamientos y
giros debidos a acciones térmicas.

En este caso la Deformacion Virtual DV se debera a la accion térmica. Luego, a partir de las
consideraciones del apartado 2.4.1 los diferenciales de la dilataciones dL y rotaciones d6

resultan:

dL =a.t.dx ; (Alargamiento Térmica)

dLi — dLS (ti — tS
— =

de = o o

) .dx (Rotacion Termica)

Las dilataciones y rotaciones definidas de esta manera, se deben emplear en vez de las

Mdx

rotaciones y dilataciones mecénicas do = - dL

Ndx .
== - Recordemos que las acciones

térmicas consideradas no producen deformaciones por corte.

Luego para el caso de Teoria de Estructuras, en presencia de acciones téermicas las integrales

de calculo del TTV resultan:

al o _ -t _
2P1.8u1+ZM].89]-=JM0(.( o S).dx +jN a.t.dx
i=1

j=1

Teniendo en cuenta que los téerminos relacionados con la temperatura son constantes y salen

fuera de la integral queda:
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_ o t—te\ [ — _
1.6ui+z: ].69]-=0(.< h >fM.dx +a.th.dx

Luego, en la practica el calculo es muy sencillo. Se reduce a calcular los términos asociados a
larotacién y a la dilatacién, producidos respectivamente por la accion térmicay calcular el &rea

de los diagramas de Momento M y Esfuerzo Normal N del Sistema Equilibrado.

4.6.1 Calculo de desplazamientos de una viga simplemente apoyada
debido a la accion térmica no uniforme

Se estudia el caso de la viga simplemente apoyada con un incremento de temperatura t; en la

parte inferior y una disminucion en la temperatura ty = —t; en la parte superior (ambas iguales

en modulo):
M
_____ {_5 -?_‘it —————
A———————————— AE x
Jt; o
L

Partiendo de la expresion general deducida en el apartado anterior, observando que la

temperatura uniforme resulta nula t = 0 y el salto térmico [t = ti—ts = 2t resulta:

n m 2t
> BLbui+ ) M50, =a?f1\71 dx
im1 =1

Para el célculo del giro 6, el Sistema Equilibrado

(¢
SR Lo
.

-

W

Luego la integral a calcular queda:
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2.(X.ti —
9A=< h >.l-MdX

donde [ Mdx representa el area del diagrama de Momento Flector del Sistema Equilibrado, en

correspondencia con la zona de la viga afectada por el cambio de temperatura. En este caso

toda la longitud de la viga. Luego el giro resulta:

Para calcular 85 imponemos como SE un par unitario (M = 1) aplicado en B, dandonos el

siguiente diagrama de momento flector:

1
- )
)

|

Reemplazando nuevamente en la formula del TTV se obtiene:

1.0. = I\_AZatld
.B—f ( h )X

2.(X.ti —
GB=( h >fMdX

Asi:

Para calcular la deflexion maxima en el centro del vano, imponemos como SE una carga

unitaria (P = 1) aplicada a una distancia x = L/2 del apoyo:
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4
Por TTV se tiene:
131.8111 =fl\_/[d9

Reemplazando en la férmula se obtiene:
_ (2.0 ti
1.vméx=fM.( m )dx

_(Z.a.ti>fl\_/[d _Z.a.ti[<1 1 L L)+<1 L L L)]
Vmax = (T *=Th 32) T\ e

. ti' L2
Vmax = 4h

La elastica de deformacidn entonces resulta ser:

Vindi
S
I L/2 1

Y7}
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6. Apéndice: Tabla para el calculo de las integrales

Tabla 1: Célculo del producto de integrales f% dx
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par. 29 grau Mg Ly Mg, (3M,+ ) ?
25 & s s T2 B VA 7 2 8 = 0 = | (5-8-6"1%
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par. 2° grau 1 g 1 2
3 o - 1 o ———IMA(JMA+ 1 5 b = 1 1+ B+ %) x
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3 A 12 " Mals + W) 5 Am 15 A'B L x MM
1 o L yr-g-pyx| Ly 2
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