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1. FUNDAMENTOS DEL METODO
1.1 ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS

El Método de las Fuerzas es empleado para el analisis y célculo de estructuras hiperestaticas
y, como su nombre lo indica, se basa en el planteo de incognitas denominadas hiperestaticas

gue son magnitudes estaticas.

Las Estructuras Hiperestaticas por su lado son definidas como todas aquellas que poseen
mas condiciones de vinculos (internos o externos) que las ecuaciones de equilibrio disponibles

para el andlisis.
1.2 PLANTEO DEL METODO DE LAS FUERZAS

Para desarrollar los conceptos tedricos necesarios para la correcta utilizacion de este método
de analisis, consideraremos en una primera instancia un caso particular a partir del cual se
llegard a una generalizacion. Supongamos entonces que contamos con una estructura
hiperestatica como la viga doblemente empotrada sometida a un sistema de cargas, que se

muestra en la figura 1.
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Figura 1: Estructura hiperestatica de analisis.

Definimos ahora el Grado de Indeterminacion Estatica o Grado de Hiperestaticidad GH como
la diferencia entre las NUmero de Incdgnitas Hiperestaticas X; (reacciones) y el Numero de

Ecuaciones de Equilibrio Independientes Eql:
GH = X; — Eq]l
donde para el caso planteado vemos que GH = 3.

El método se basa en plantear un Sistema Fundamental SF que, si bien generalmente es
isostatico, basta con que sea un sistema cuya solucion se conozca (podria elegirse por ejemplo

un sistema hiperestatico con un menor GH y trabajar con tablas).

Para el caso en estudio, el SF se escoge eliminando el empotramiento en B, como se observa

en lafigura 2.



SF % B

Figura 2: Sistema Fundamental (SF) correspondiente a la estructura hiperestatica de analisis.

Para reestablecer las condiciones de vinculo originales, pueden quitarse uno 0 méas vinculos y
poner en evidencia las reacciones correspondientes. Estas reacciones son desconocidas y

constituyen las incognitas del problema, como se muestra en la Figura 3.

ﬁ MB =X3
SF : A Rax =X,
Rayz Xy

Figura 3: Incognitas hiperestaticas aplicadas en el Sistema Fundamental (SF).

Es importante resaltar que las reacciones desconocidas constituyen las incognitas del problema.
En el caso de la estructura sencilla de andlisis, las incognitas X;, X, y X3 se corresponden con

las reacciones del vinculo eliminado para conformar el Sistema Fundamental.

El Sistema Fundamental no es Unico, ya que pueden eliminarse distintas condiciones de vinculo
para conformar el mismo. En general conviene eliminar condiciones de vinculo internos,

aspecto que se tratard mas adelante.

Cuando al SF se le agregan, ademas de las Incognitas Hiperestaticas X;, las cargas aplicadas a

la estructura original, se obtiene el Sistema Isostatico Equivalente SIE:

SIE 2#« 5 EED]]IDq réa X,
Xy

Figura 4: Sistema Isostatico Equivalente (SIE).

Para que el SIE se comporte como la estructura original, hay que reproducir las condiciones de

la misma. Para ello deben imponerse las llamadas condiciones de compatibilidad:
Vg = Ug = GB =0

Estas ecuaciones de compatibilidad permiten reproducir las condiciones de desplazamiento de

la estructura original, como puede verse en la figura 5. Se acostumbra a llamar flexibilidades,
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por generalidad, a los desplazamientos y giros mencionados vg, vg y 8 como §;, 8, Y 6s.
Dichos Desplazamientos y Giros §; se corresponden con las direcciones de las incognitas X,

X, y X3, respectivamente. Las incognitas hiperestaticas se denominan X; en general.

2A ‘73 Va= &,

Figura 5: Desplazamientos asociados a las incognitas hiperestaticas.

Las Ecuaciones de Compatibilidad brindan las ecuaciones adicionales necesarias para resolver
el problema hiperestatico:

[ 5, =0
4 8,=0
§;=0
y en general:
§=0

1.3 PLANTEO DE LAS ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

Como consecuencia de las hip6tesis generales de la asignatura es valido el PIASE. Por lo tanto,

una magnitud cualquiera, por ejemplo M, resulta:

Me = Mool + [Meoly, + Meoly, + Meol,,

donde p indica la correspondencia con cargas genéricas externas y X; la correspondencia con
las incognitas. Al no conocer a priori el valor de dichas incognitas X, X, y X3, los valores de
Mx) seran obtenidos a partir de valores unitarios XJ- = 1 para luego ser multiplicados por los

valores reales correspondientes de las incognitas X;:

Mg = [Meols + Meoly _, X1+ [Meolg Xz + [Meoly _,-Xs



Siempre hay tantas ecuaciones de compatibilidad como vinculos eliminados por lo que
volviendo al caso estudiado tenemos 3 ecuaciones con 3 incdgnitas que, a partir de la aplicacion

del PIASE, vienen dadas por:

81 = Sl(ﬁ) + 61()—(1=1).X1 + 81(22=1).X2 + 81()—(3=1).X3 = 0

|

82 = Sz(ﬁ) + 82(21=1).X1 + 82()—(2=1).X2 + 82()—(3=1).X3 = 0

_ 83 = 63(ﬁ) + 83()—(1=1).X1 + 83()—(2=1).X2 + 83()—(3=1).X3 = 0

Expresamos ahora las ecuaciones en Notacion Indicial &;;, donde el primer indice i indica el

grado de libertad o0 movimiento que se compatibiliza (&; = 0) y el segundo indice j indica la
accion que produce el movimiento. Tenemos entonces un Sistema de Ecuaciones Lineales que

surge de plantear las ecuaciones de compatibilidad en forma compacta:

810 + 611.X1 + 812.X2 + 813.X3 == O
- 820 + 621.X1 + 622.X2 + 623.X3 = O

830 + 631.X1 + 632.X2 + 633.X3 =0

—

donde los &;y (610, 020, 630) Son los valores que toman los desplazamientos asociados a las
incognitas debidos a las cargas exteriores. Por otro lado, las flexibilidades &;; son los valores

que toman los desplazamientos asociados a dichas incdgnitas, para valores unitarios X; = X, =
X5 = 1. Tanto los §;, como los 8;; se calculan en el SE, por ejemplo, mediante el uso del TTV.

En resumen, en el sistema se distinguen:

a) Flexibilidades 6;;: Dependen del material, las dimensiones y las condiciones de
vinculo que definen la estructura. Son independientes de las cargas,

b) Incognitas X;: Son vinculos internos (esfuerzos, generalmente momentos flectores)
0 vinculos externos (Reacciones de Vinculo).

c) Términos Independientes &;,: desplazamientos dependientes de las cargas

exteriores.



1.4 GENERALIZACION

El resultado obtenido puede generalizarse con facilidad para el caso de n incégnitas

hiperestaticas X, X,, ..., X, y el sistema de ecuaciones lineales resulta:

—

810 + 811.X1 + 812.X2 + -+ 81n-Xn == 0

820 + 821.X1 + 822.X2 + -+ SZH'XH == 0

8110 + 8n1.X1 + Snz.Xz + -+ 8nn.Xn - 0

—

El sistema de ecuaciones lineales también puede expresarse en Forma Matricial:
810 811 612 7 8] [X4 0
820 n 821 622 " 8|, |X2| |0
8no On1 On2 Snn Xy 0

Que en notacidén compacta se escribe:
P+D.X=0

donde D es la Matriz de Flexibilidad.
1.5 PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE FLEXIBILIDAD

La matriz de flexibilidad D esta compuesta por coeficientes denominados flexibilidades. Una
flexibilidad se define como el desplazamiento generalizado (desplazamiento o giro) producto

de la accion de una fuerza o par unitario.
Dicha matriz D cumple con las siguientes propiedades:

a) Es cuadrada por construccion.
b) Es simétrica, debido a que las flexibilidades se deben a acciones unitarias (XJ- =1),
y se cumple el Teorema de Maxwell (8;; = §;;).

¢) Esdiagonal dominante (8; > &;;).



d) Es positiva definida (determinante mayor a cero) y luego inversible.

1.6 GUIA DE APLICACION DEL METODO DE LAS FUERZAS

Para asegurar la correcta aplicacion del método, se deben seguir los siguientes pasos:

1.
2.

Determinar el Grado de Hiperestaticidad GH de la estructura.

Plantear un Sistema Fundamental (SF) y, en base al mismo, expresar las Incognitas
Hiperestaticas X; que aplicadas junto a las acciones y cargas exteriores en dicho SF
conforman el Sistema Isostatico Equivalente (SIE).

Plantear las Ecuaciones de Compatibilidad, calcular las flexibilidades &;; y términos
de carga §;¢, para obtener el Sistema de Ecuaciones Lineales (SEL), que representa
a la estructura que se analiza.

Resolver el SEL y determinar las incognitas hiperestaticas.

Aplicar el Principio de Independencia de Acciones y Superposicion de Esfuerzos

(PIASE) y calcular los Diagramas de Esfuerzos Caracteristicos:

M(X) == M(ﬁ) + M(gl=1).X1 + -+ M()_(n=1)'Xn

Es importante destacar que el diagrama de Momentos Flectores final se obtiene como una

combinacion lineal de los diagramas correspondientes a las incognitas unitarias, multiplicados

por las incognitas y el debido a los términos independientes.



2. JUSTIFICACION DEL METODO DE LAS
FUERZAS

Al estar trabajando en régimen lineal, se puede plantear una energia de deformacion U

como:
U = Uiy iXp;.i%Xn)
El Segundo Teorema de Castigliano expresa:

_ aU(P;Xl;Xz;..-;Xn)
! 0X;

Las ecuaciones de compatibilidad imponen la nulidad de los desplazamientos generalizados en

la direccion de las incdgnitas:

_ aU(p;Xl;Xz;...;Xn) _

§; X 0

lo que implica un maximo o un minimo de U.

Analizando las posibilidades desde un punto de vista mecanico:

78\
\aZ

(MINIMO) (MAXIMO)
Figura 5: Condiciones de minimo (equilibrio estable) y méximo (equilibrio inestable).

Por razones mecanicas, para que el equilibrio sea estable la condicién §; = U/ dX; = 0 se

interpreta como un minimo de la Energia de Deformacion U.



3. CALCULO DE DESPLAZAMIENTOS EN
ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS. USO DE
TTV

Se deben seguir los lineamientos del célculo de desplazamientos mediante el Teorema de
Trabajos Virtuales. Para ello deben calcularse la Deformacion Virtual DV, que se toma igual a
la deformacidn de la estructura real y el Sistema Equilibrado SE, que como ya se ha visto en
los problemas de aplicacion de la unidad 2, consiste en aplicar sobre la estructura de interés
una carga unitaria, complementaria de trabajo del desplazamiento generalizado

(desplazamiento propiamente dicho, giro, giro relativo, etc.) que se intenta calcular.

La novedad en este caso viene dada por el hecho que se tienen que calcular desplazamientos
de estructuras hiperestaticas, luego para obtener los diagramas de Momentos Flectores
correspondientes a la DV y al SE hay que calcular una estructura hiperestatica bajo distintos
sistemas de cargas. Se deja al lector la cuestion de cuales son los sistemas de carga

mencionados.
3.1 EJEMPLO DE APLICACION

Para introducir el tema, planteamos una viga continua hiperestatica con GH = 1, como se
observa en la Figura 6, en la cual se desea conocer, la rotacién 6, en el punto A El célculo de

la estructura hiperestatica se realiza aplicando el Método de las Fuerzas.

9
. JJLLHHLULLLUJJLLUJJMMUC EIl=cte.
e L/2 él ® L/2 %

" b |

Figura 6: Viga continua de ejemplo.
3.1.1 CALCULO DE LA VIGA PARA LAS CARGAS REALES (DV)

En primer lugar, se debe calcular viga continua bajo la accién de la carga distribuida. Para su
resolucion, consideramos un sistema fundamental obtenido a partir de la colocacion de una

articulacion en el apoyo central, como se observa en la figura 7.
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Figura 7: Sistemas Fundamental e Isostatico Equivalente para la estructura de ejemplo.

En la figura 8 se muestran los diagramas de momentos y las correspondientes deformadas para

la carga uniforme y la Unica incognita hiperestatica del problema.

9
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Figura 8: Diagramas de Momento y deformadas debido a carga e Incégnita en el SF.

Teniendo en cuenta el PIASE, se obtiene una ecuacion algebraica que, para este problema muy
sencillo, reemplaza al Sistema de Ecuaciones Lineales de los casos generales. Entonces el
problema queda definido por una Unica ecuacion de compatibilidad expresada como:

810 + 811.X1 = 0

11



a partir de la cual se obtiene:

por lo que el diagrama de momento y la deformada final, resultan:

(3) 2
X* - q%-i
M cx;a) ) | 1
- | \_/
Def: < —
\_/

Figura 9: Diagramas de Momento y deformada final

La expresion del diagrama de Momentos final se obtiene, de acuerdo con el PIASE como:
Meo™ =M™ + Mg, - X,

Es importante destacar que al diagrama de momentos que se obtiene como resultado de resolver
la viga continua bajo la accion de la carga distribuida se lo ha indicado con un superindice (a),
para distinguirlo del correspondiente al Sistema Equilibrado que se calcula a continuacion.

3.1.2 CALCULO DE LA VIGA PARA UN PAR UNITARIO APLICADO EN A (SE)

Para calcular la rotacion 04 en el punto A, se debe aplicar el término complementario de trabajo

correspondiente a dicha rotacién. El mismo par unitario M = 1 aplicado en el punto A.

También en este caso se debe resolver un sistema hiperestatico y conviene escoger el mismo
Sistema Fundamental que el adoptado en el punto anterior para calcular la DV. El Sistema

Isostatico Equivalente que resulta para este caso se muestra en la figura 10.

12
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Figura 10: Diagrama de Momento para el SE con M = 1.

Siguiendo los pasos conocidos del Método de las Fuerzas se puede calcular la incognita
hiperestatica M(x)(b), y luego por superposicién, de acuerdo con el PIASE, se obtiene el

diagrama de Momentos final del sistema equilibrado que se ha individualizado con superindice

b b b b
M(x)( ) — M(le)( ) 4 M()_(1=1)( )_Xl( )

3.1.3 CALCULO DEL GIRO 6, MEDIANTEEL TTV

El TTV permite calcular 64. Para ello se consideran la Deformacion Virtual (DV) el sistema
individualizado con el superindice (a), debido a las cargas reales de la estructura y el Sistema

Equilibrado (SE), indicado mediante el superindice (b), debido al par unitario M = 1. Luego

1\7[. OA = 1. GA = f[M(X)(b)] . [M(X)(a)]dx

b b b
04 = j[M(M=1)( "+ Mg, = X1 O] [M® + Mg, 20)®. X, @] dx

y reordenando por propiedad distributiva:
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b
O = f[M(M=1)( (M@ + Mg, —y@. %, )] dx
b b
+ f[Mo—(l:l)( ). (M® + Mg,=y@.X,@).x, P]dx

La segunda integral, de acuerdo con el TTV, calcula el giro relativo en el punto B para la viga
hiperestatica sometida a una carga repartida uniforme. Una de las hipdtesis del Método de las
Fuerzas impone, por compatibilidad, que el giro relativo del punto B en la estructura final es

nulo. Luego la segunda integral, que mide dicho giro relativo, debe ser nula por compatibilidad:
][MO—(l:l)(b). M® +Mg,2y®.X,@). X, ®]dx = 0
Entonces el célculo del giro buscado se reduce a la primera integral:
0 = j M (Me™ + Mg,y @- X, @)] dx

Esta primera integral representa la integracion del SE y la DV en el Sistema Fundamental. En
la misma se observa que el diagrama de momentos en el SE ha quedado reducido a

M(M)(b) Puede interpretarse entonces se puede que es suficiente calcular la integral como el

producto de los diagramas de Momento del Sistema Equilibrado debido M = 1 en el Sistema
Fundamental y el de la Deformacion Virtual correspondiente en este caso a la solucion de la

viga hiperestatica M,®.
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4, CASOS DE DESCENSO DE APOYO Y
ACCIONES TERMICAS

Los descensos de apoyo y las acciones térmicas generan esfuerzos en una estructura
hiperestatica. En presencia de acciones térmicas y/o descensos de apoyo, vale el planteo general
con la salvedad que el vector de términos independientes ahora se debe obtener, en el SF (o
SIE), en funcidn de dichos descensos de apoyo o acciones térmicas.

4.1 CASO DE DESCENSO DE APOYO

A 8
A A
| ol
- o
U el

Elestica-

Figura 11: Descenso de apoyo en una viga simplemente apoyada. Elastica rigida

4.2 CASO DE ACCIONES TERMICAS

Figura 12: Acciones térmicas en una viga simplemente apoyada
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5. SIMETRIA Y ANTISIMETRIA
5.1 SIMETRIA ESTRUCTURAL

En muchos casos en la practica, las estructuras presentan uno o mas ejes de simetria, como se

muestra en la figura 13.
Luego se puede definir la Simetria Estructural, cuando se cumplen los siguientes requisitos:

e Simetria Geométrica: la estructura debe posee uno 0 mas ejes de simetria.
e Simetria Mecanica: Las condiciones de vinculo y las propiedades mecéanicas (seccion,
altura, etc. y propiedades del material) deben ser simétricas respecto de los ejes de

simetria de la estructura.

Figura 13: Ejemplo de Simetria Estructural y eje de simetria.
5.2 MAGNITUDES SIMETRICAS Y ANTISIMETRICAS

En el andlisis estructural reconocemos Magnitudes Estaticas (M, N, Q) y Magnitudes

Cinematicas (v, u, 0), las cuales pueden ser clasificadas como:

I.  Magnitudes Simétricas: tienen valor nulo en el eje de simetria de una estructura
simetrica cargada antisimétricamente y toman un valor no nulo (generalmente maximo)

en dicho eje para estructuras cargadas simétricamente.
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Il.  Magnitudes Antisimétricas: tienen valor nulo en el eje de simetria de una estructura
simétrica cargada simétricamente y toman un valor no nulo (generalmente maximo) en

dicho eje para estructuras cargadas antisimétricamente.

Con el propésito de ilustrar los conceptos enunciados en el Cuadro 1 se muestran ejemplos que

ilustran distintas situaciones posibles en la practica.

Cuadro 1: Variables simétricas y antisimétricas

ESTRUCTURA SIMETRICA
CARGA SIMETRICA CARGA ANTISIMETRICA

oS . 2N

Lbbediitibed el M
vy

! | 1
A 1 B2 4 Y
| L | . —

I > -

2 ' M2
M: / S‘-% M: //

u:: “ ;———"—""’lll"'/,_lua U

En definitiva, vemos que tanto el Momento Flector M, el Esfuerzo Normal N y los
desplazamientos v, perpendiculares al eje de las piezas, son magnitudes simétricas. En cambio,
el Esfuerzo de Corte Q, las Rotaciones 0 y los Desplazamientos Axiales v son magnitudes

antisimétricas.
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5.3 DESCOMPOSICION DE ESTRUCTURAS SIMETRICAS BAJO
ESTADOS DE CARGA GENERALES

Toda estructura simétrica sometida a un estado de cargas cualquiera puede descomponerse en
la suma de dos estructuras también simétricas, una cargada simétricamente y otra cargada

antisimétricamente.

} | I

g oK &
P_IU}U 14141 P2 Liskidddttbt] P P2 | e
] | |
P _ P2 L7 2

| |
D ] I T ﬂl;ﬂﬂ | Vel b | P A
I I |
ORIGINAL SIMETRICO ANTISIMETRICO

Figura 14: Descomposicion de una estructura con Simetria Estructural bajo la accién de un

estado de carga general: casos de carga simétrico y antisimétrico.

La resolucion de una estructura que presenta simetria estructural, bajo la accion de un sistema
de cargas general, puede calcularse como la suma de otras dos soluciones. Una de ellas
correspondiente a la estructura simétrica, cargada simétricamente, con los vinculos de simetria
que corresponda. La otra solucion corresponde a una estructura simétrica, cargada

antisimetricamente, con los vinculos de antisimetria que corresponda.

Esta propiedad es independiente del método de célculo y vale, como se ha dicho, para todas las

estructuras simétricas sometidas a un estado de cargas general.

Es importante destacar que en el caso del Método de las Fuerzas las incognitas hiperestaticas
son de tipo estatico y entonces, en el eje de simetria pueden disponerse los vinculos
correspondientes, o directamente sus reacciones. Si se ponen en evidencia las reacciones el
Sistema Fundamental es inmediato. Si se mantienen los vinculos del eje de simetria para los
sistemas simétricos y antisimétricos resultantes son ambos hiperestaticos y entonces se puede

escoger libremente el Sistema Fundamental.
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simétrica sometida a un estado de cargas cualquiera puede descomponerse en la suma de dos

estructuras también simétricas, una cargada simétricamente y otra cargada antisimétricamente.
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