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1. Introduccidn y revision de conceptos

En asignaturas anteriores como Estabilidad | y Estabilidad Il y hasta ahora en las unidades
vistas nos hemos basado en Enfoque Estatico para abordar los problemas. En particular en la
Unidad 3 del Método de las Fuerzas, se siguid ese camino para, previo resolver estructuras

isostaticas, se pudieron resolver problemas de estructuras hiperestéaticas.

En el enfoque estatico, como se muestra en la figura 1, se parte de calcular primero las
reacciones, luego los esfuerzos internos y finalmente se pueden calcular desplazamientos
mediante alguno de los teoremas energéticos vistos en la Unidad 2 y, por supuesto, la
correspondiente elastica de deformacién. Eventualmente, aplicando las técnicas de la

Resistencia de Materiales, podemos calcular tensiones y deformaciones.
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Figura 1: Enfoque estatico para resolver estructuras segun el diagrama de Tonti.

Si se observa el Diagrama de Tonti visto en la figura 1 y se recuerda que en la Unidad 2 pudo
integrarse la elastica de deformacion a partir de las cargas y las condiciones de vinculo, cabe

preguntarse ¢ Es posible plantear un enfoque Cinematico para resolver una estructura?

Para responder la pregunta anterior vamos a imaginar una situacién practica. Supongamaos que
para una estructura dada nos dan las coordenadas de diferentes puntos de la estructura, en una

cantidad suficiente, y los respectivos desplazamientos normales al eje de la pieza. ;Podemos



calcular entonces los esfuerzos? Si, sin duda, para ello, mediante algin método numérico
adecuado se aproximan los desplazamientos dados y se obtiene, para cada barra la elastica de

deformacion y, en base a la misma, se obtienen los esfuerzos correspondientes.

Luego es posible, como se observa en la Figura 2, plantear en un enfoque Cinematico para
calcular una estructura. Para ello debemos calcular la correspondiente elastica de deformacion,
0 si se prefiere, el estado de desplazamientos. A partir de los mismos pueden obtenerse los

diagramas de esfuerzos caracteristicos.
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Figura 2: Enfoque cinematico para resolver estructuras segun el diagrama de Tonti.

El problema entonces es calcular el estado de desplazamientos o la eléstica de deformaciones,
para lo cual se puede emplear el Método de los Desplazamientos. Este método fue planteado
por primera vez en 1927 por Alex Bendixen y se origin6 en la aparicion cada vez mas frecuente
de las estructuras de Hormigén Armado, cuyos nudos rigidos transmiten momentos flectores.
Este método conocido también como Método de Equilibrio o Método de Rigidez hay cobrando
cada vez mas uso, especialmente desde finales desde finales de la década de 1950 con el

advenimiento de las computadoras digitales.

De esta manera el Método de los Desplazamientos ha desplazado en la practica, al Método de
las Fuerzas, debido al cientifico Francés Louis Navier en 1826 y que fue muy utilizado para

los puentes ferroviarios. En la seccion 4.D de estas notas se comparan ambos métodos.



2. Cinematica de una estructura

Para avanzar con el tema es necesario revisar la cinemaética de una estructura. Para ello en el

punto B.1 se tratan algunos conceptos e hipétesis basicas, en el punto B.2 se muestra un

abordaje para obtener la elastica de deformacion y en el punto B.3 se discuten las variables

cinematicas independientes de una estructura y los métodos para su determinacion

2.1 Conceptos basicos

En una estructura con nudos rigidos, ver Figura 3, propia de las que trata la asignatura, por

compatibilidad se verifica que:

i)

i)

i)

Todas las barras que concurren al nudo tienen la misma rotacion que el nudo al cual
concurren.

Los desplazamientos extremos de pieza deben ser iguales a los desplazamientos del
nudo al cual concurren las barras.

Existen ciertos desplazamientos, denominados variables cinematicas
independientes (ver punto 4.B.3), en funcion de los cuales pueden expresarse las
demas.
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Figura 3: Esquema de un pdrtico plano. Estructura con nudos rigidos.

Generalmente en la practica se hace uso de la Hipdtesis de Rigidez Axil, que establece que la

deformacion en la direccion del eje de las piezas es despreciable frente a otros movimientos.



2.2. Elastica de la estructura

Dado el portico de la Figura 3, en la figura 4 se observa la eléstica del mismo.
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Figura 4: Elastica de deformacion del pértico plano.

Si se aisla una barra, por ejemplo la viga AB, teniendo en cuenta las hipoétesis i) e ii) del
punto B.1, los movimientos extremos de pieza de la viga seran, respectivamente, los de los

nudos Ay B.

Suponiendo que se conocen todos los desplazamientos nodales, la elastica de deformacién de
la viga AB puede obtenerse aplicando el PIASE. Luego, a su vez, pueden agruparse los
desplazamientos por un lado y las cargas por otro. En resumen, la elastica se obtiene como
superposicion de otras dos, como se esquematiza en la figura 5:

i) Laelastica debida a las cargas aplicadas sobre los nudos indesplazables.

ii) La elastica en funcion de los desplazamientos extremos de pieza.
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Figura 5: Elasticas de deformacion de la viga AB. La elastica superior causada por los
movimientos extremos de pieza y la inferior debida a las cargas actuando sobre los nudos

indesplazables.



Las respectivas elasticas se calculan de tabla o bien aplicando el Método de las Fuerzas. En el
primer caso se imponen sucesivos movimientos (descensos de apoyo) a los extremos de la viga,
cuyo valor es el movimiento nodal correspondiente. En el caso de las cargas se debe resolver
el hiperestatico correspondiente, cuyo valor se obtiene de tablas o resolviendo la estructura

hiperestatica mediante el Método de las Fuerzas, como se esquematiza en la figura 6.
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Figura 6: Esquema de céalculo de las elasticas de deformacion de la viga AB, debidas a los

movimientos extremos de pieza (figura superior) y cargas (figura inferior).

El problema ahora consiste en determinar los desplazamientos nodales de la estructura. Para

ello justamente se emplea el Método de los Desplazamientos que se discute en el punto 4.C.

2.3. Variables cinematicas independientes

En general no es necesario conocer todos los desplazamientos de la estructura, como se ha
expresado en la hipoétesis iii) del punto B1, existen algunos movimientos independientes
Ilamadas Variables Independientes, porque en funcion de las mismas pueden calcularse todas
las demaés, por ejemplo, los desplazamientos nodales. Dichas variables constituyen las
incdgnitas del problema, llamadas Incognitas Cinematicas. Dichas incognitas constituyen el
namero minimo de incdgnitas cinematicas necesarias para caracterizar el estado cinematico de

una estructura.

Es necesario identificar las Incognitas Cinematicas. Para ello en el pértico de la figura 7 se

reconocen dos tipos de movimientos:

e Giros nodales: uno por cada nudo de la estructura, para el portico de la figura 7 hay 4
giros nodales. También se suele Ilamar desplazamientos internos a los giros nodales.
e Movimientos de piso: los mismos corresponden a movimientos de dinteles o pisos de la

estructura. También se los conoce como desplazamientos externos.
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Figura 7: Portico de ejemplo. Posee 4 giros nodales y dos movimientos de piso (ver punto
4.B.3.1)

La determinacion de los movimientos de piso no siempre es inmediata. Para ello pueden
seguirse los procedimientos del punto 4.B.3.1, planteando, cuando sea posible, una cadena
cinematica abierta en base a la estructura original o bien empleando un método mas genera que

tiene en cuenta todos los desplazamientos en nudos (v, u, 0).

2.3.1 Planteo de una cadena cinemaética abierta
Este primer método consiste en plantear una cadena cinematica abierta. Para ello se considera
que todos los nudos y vinculos externos estan articulados, como se muestra en la figura 8. Asi

se impone una articulacion por nudo y se reemplazan empotramientos por apoyos fijos.
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Figura 8: Portico de ejemplo. Planteo de una cadena cinematica abierta

Para una cadena cinematica abierta existen CV condiciones de vinculo, en funcién del niimero

de barras n:
CV=n+2

Para el ejemplo de la figura resultan ocho condiciones de vinculo:
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CV=6+2=8

En este caso todos los vinculos externos son apoyos fijos, los cuales registren 6 grados de
libertad (2 por cada apoyo fijo). Luego el nimero GL de grados de libertad resultante viene

dado por:
GL = CVpecesarias — CVexistentes = 8 — 6 = 2

Luego el nimero de movimientos o desplazamientos de piso independientes es 2 en este caso,

que corresponde a los niveles DE y FG, respectivamente, como se muestra en la figura 9.
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Figura 9: Portico de ejemplo. Movimientos de piso independientes.

En suma, el portico elegido como ejemplo tiene 6 movimientos o incognitas independientes
que son los 4 giros nodales y los 2 desplazamientos de piso independientes (obtenidos a partir

de la cadena cinematica abierta).

2.3.2 Método general
Debido a que no es siempre posible plantear una cadena cinematica abierta, en este método se
suman los grados de libertad de la estructura original. Para cada nudo se consideran tres

movimientos: un desplazamiento vertical v, uno horizontal u y un giro .

Luego la estructura de ejemplo de la figura 7 tiene 12 movimientos: 4 giros nodales y 8
movimientos nodales. Sin embargo, suponiendo que las barras no se deforman axialmente (o

que dicha deformacion es despreciable), se observa:
vp=vy =0
VE=Vvg=vg=0
vg=vc=0

y que:



up = ug ; (movimiento de piso)
Up = ug ; (movimiento de piso)

Con lo cual llegamos a la misma conclusion que la obtenida con el método anterior, obteniendo

4 giros nodales y 2 desplazamientos de piso.

3 Método de los Desplazamientos

El Método de los Desplazamientos (también llamado Método de la Rigidez) se basa en un enfoque
cinematico y tiene como objetivo determinar y calcular los desplazamientos de una estructura para, en

base a estos, obtener los esfuerzos caracteristicos.

3.1 Planteo del Método de los Desplazamientos

El Método de los Desplazamientos nos permite calcular las variables cinematicas
independientes mencionadas anteriormente, que ahora constituyen las Incognitas Cinematicas

X; del problema.

En primer término se deben identificar dichas incognitas, tanto giros nodales (desplazamientos
internos) como desplazamientos de piso (desplazamientos externos). Para ello se emplean los

métodos indicados en las secciones 4.B.2.1y 4.B.2.2

Una vez identificadas las Incognitas Cinematicas, entonces se puede plantear el llamado

Sistema Fundamental.
3.1.1 Sistema Fundamental

El Sistema Fundamental SF se obtiene bloqueando los movimientos de las incdgnitas
independientes, para ello se aplican empotramientos moviles en los nudos y apoyos méviles

para impedir los movimientos de piso. Estos vinculos agregados son vinculos ficticios.
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Figura 10: Sistema Fundamental para el pértico de ejemplo.

Luego, en el Método de los Desplazamientos, el Sistema Fundamental, a diferencia del Método
de las Fuerzas, se obtiene agregando condiciones de vinculo a la estructura. Luego el Sistema
Fundamental, para este método, serd una estructura ain mas hiperestatica que la original.
También es importante sefialar que el Sistema Fundamental es compatible con la estructura

original porque para conformar el mismo se agregan vinculos.

Puede verse en la figura 10 que todas las barras poseen, en el Sistema Fundamental, una
condicion de vinculo empotrada—empotrada o empotrada-articulada, aspecto que muestra que

la eleccidn del Sistema Fundamental es Gnica y ademas repetitivo.

3.1.2 Ecuaciones de Equilibrio
En el Sistema Fundamental se bloquean todas las incgnitas cinematicas Xi. Para ello se
emplean Empotramientos Mdviles para impedir o bloquear los giros nodales y Apoyos Moviles,

para impedir los desplazamientos de piso.

Para cada uno de estos vinculos ficticios existe una Reaccion de Vinculo R;. La misma depende
de las cargas aplicadas P y las incognitas cineméticas X;. Como cada uno de los vinculos que
se agrega a la estructura original para conformar el Sistema Fundamental es ficticio, la reaccion
de los mismos debera ser nula para cumplir con las condiciones de la estructura original (en

donde el vinculo no existe).

R 0

ie,xp) ~
Por superposicion de efectos, para un nimero n de incégnitas puede escribirse:

Ri» + Rj +R

1(X1) 1(Xy) 0

+-+R

i iXn) —
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donde la ecuacién de equilibrio R; = 0 se ha expresado en funcion de las cargas aplicadas P y

las diferentes incognitas Xi.

A priori no se conoce el valor de las incognitas X,, X,,..., X,,. Entonces los valores de Ri(X_)
1

seran pueden calcular a partir de valores unitarios XJ- =1, que luego se multiplican por el

verdadero valor de las incognitas X;:

RI(P) + Ri()—(1=1).X1 + l{l()—(2 XZ -|— e + Rl Xn — 0

=1)’ Xn=1)"

Debido a que siempre hay tantas ecuaciones de equilibrio como incognitas cinematicas, se

obtiene un Sistema de Ecuaciones Lineales de Equilibrio de n ecuaciones con n incognitas:

—

Rl(P) + Rl()—(lzl).xl + Rl()_(2=1)'X2 + -+ Rl()—(n=1).xn = 0

RZ(P) + R2(21=1).X1 + RZO_(Z XZ + -+ Rz(xn X = 0

=1)" =1)"“n

:1)' n

Ry + Rugg, -1 X1+ Ragg, o1y X2 + -+ Ragg__1)-Xn =0

—

3.1.3 Sistemas de Ecuaciones Lineales

El Sistema de Ecuaciones Lineales se puede expresar en Notacion Indicial r;. EIl primer indice
i indica la incdgnita bloqueada o reaccién que se equilibra (R; = 0) y el segundo indice j indica
el desplazamiento X; = 1 que causa la reaccion. Notemos que los X; = 1 son o bien giros

nodales unitarios, o bien desplazamientos de piso unitarios. Luego el Sistema de Ecuaciones

Lineales se expresa en forma compacta como:

rlo + rll.Xl + 1‘12.X2 + -+ l‘ln.Xn = 0

I'zo + I‘21.X1 + rzz.Xz + -+ an.Xn =0

Ino + Tn1- X1 + 2. Xy + -+ 1rpp. X, =0

—

donde 10s 1 (r10, 20, '30) SON l0s términos independientes, es decir los valores que toman las

reacciones debido a las cargas exteriores. Los coeficientes del sistema ry; las rigideces, es decir
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los valores que toman las reacciones para valores unitarios X; = 1. Tanto los términos
independientes r;, como las rigideces rj; se calculan en el Sistema Fundamental, generalmente

mediante el uso de tablas.
En resumen, en el sistema de ecuaciones lineales se reconocen:

I Rigideces rj: Definidas como las fuerzas necesarias para producir desplazamientos
unitarios. Dependen del material, las dimensiones y las condiciones de vinculo que
definen la estructura. Son independientes de las cargas.

Il.  Incognitas X;: Son desplazamientos internos (giros nodales) o desplazamientos externos
(desplazamientos de piso).

1. Términos Independientes r;,: fuerzas o pares extremas de pieza, dependientes de las

cargas exteriores.

Dicho sistema puede expresarse en Forma Matricial como:

10 i Tz 1 [Xd 0
I'z To1 Taz * Ipn| |X,] |0

: +1 1171,
I'no 'ni Tn2 *** Tpn Xn 0

0 en notacién compacta segun:
P+KX=0
donde K es la Matriz de Rigidez de la estructura.

Para resolver el Sistema de Ecuaciones Lineales, puede utilizarse cualquier método de
resolucién conocido, por como Gauss, LU, o Cholesky, por ejemplo, que se han visto en el
curso de Calculo Numérico. Se recomienda no utilizar el método por determinantes ya que en

general es laborioso, requiere de mucho tiempo y es poco practico.

El calculo de los términos independientes r;, y de las rigideces ry; es facil de automatizar y por

ende de programar. En unidades posteriores se veran dos variantes del método, Ilamadas

Meétodo de la Rigidez Directa y Método de Elementos Finitos.

3.2 Propiedades de la Matriz de Rigidez

La matriz de rigidez K cumple con las siguientes propiedades:

I.  Escuadrada por construccion.
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Il.  Essimétrica, ya que las rigideces cruzadas son ry; = rj; son iguales, segin el Teorema

de Maxwell

I1l.  Es diagonal dominante (rj; > ry).

IVV.  Es positiva definida (determinante mayor a cero) y luego inversible.

3.3. Pasos de aplicacion del Método de los Desplazamientos

Para asegurar la correcta aplicacion del método, se deben seguir los siguientes 5 pasos:

Identificar las Incognitas Cineméticas X;.

Plantear el Sistema Fundamental SF, bloqueando los movimientos de las
incdgnitas X; para lo cual se agregan apoyos méviles o empotramientos maviles.
Imponer sucesivamente movimientos unitarios X; = 1 en la direccion de las
incognitas, calcular las rigideces rj; y obtener (generalmente mediante el uso de
tablas) los términos independientes r;, para determinar asi el Sistema de
Ecuaciones Lineales (SEL).

Resolver el SEL y determinar las incognitas cinematicas.

Aplicar el Principio de Independencia de Acciones y Superposicion de

Esfuerzos (PIASE) y calcular los Diagramas de Esfuerzos Caracteristicos.

3.4 Casos de Descenso de Apoyo y Acciones térmicas

Los descensos de apoyo y las acciones térmicas generan esfuerzos en una estructura

hiperestatica. En el caso del método de los desplazamientos vale el planteo general con la

salvedad que el vector de términos independientes ahora se debe obtener, en el SF, en funcién

de dichos descensos de apoyo o acciones térmicas.

3.4.1 Descenso de Apoyo

En la viga continua de dos tramos de la figura 11 se impone un descenso de apoyo de valor d

en el apoyo central C. Como las barras que concurren al nudo se mueven de manera rigida con

el nudo, las barras AC y CB tendran el mismo descenso de apoyo & en el nudo C.

R
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Figura 11: Ejemplo de descenso de apoyo. Datos en la figura superior y esfuerzos en la

figura inferior.

Luego en funcion de los momentos y fuerzas extremas de pieza se pueden calcular los

términos de carga independiente que corresponda.

3.4.2 Acciones Térmicas

Se sabe, a partir de los resultados del método de las fuerzas, que las acciones térmicas causan
solicitaciones en una estructura hiperestatica. Las mismas se deben a que los movimientos
debido a la temperatura no se producen libremente como en una estructura isostatica y se

originan acciones.

En el caso de las acciones térmicas, el planteo es general, pero los términos independientes se
deben ahora a la temperatura y, por supuesto, se calculan en el Sistema Fundamental. Luego,
para las barras empotrada-empotrada o empotrada-articulada se deben calcular los esfuerzos
que las acciones térmicas causan en las mismas. En la figura 11 se ilustra el caso para una viga

empotrada articulada.

ah fs B
2::::::{_: ____ = tot
] ‘ i
L
%A . B At“t,‘t‘a
3 Eo A

15



Figura 12: Ejemplo de Accién térmica. Datos en la figura superior y esfuerzos en la figura

inferior.

Para una viga empotrada-empotrada los valores de ambos pares extremos de pieza resultan El
o At/h, donde El es el producto del mddulo de Young E por el momento de inercia | de la
seccion transversal de la viga, o es el coeficiente de dilatacion térmica, h la altura de la seccion
transversal y At la diferencia de temperatura. Un resultado caracteristico, casi una curiosidad,
de la viga doblemente empotrada bajo accion térmica, es que la misma posee un momento
flector constante, que tracciona las fibras de la cara opuesta a la temperatura mas alta, la
superior en el caso de la figura 12, pero cuya elastica es nula, ya que se compensan la elastica
debido a las reacciones hiperestaticas (pares extremos de pieza) con la elastica debida a la

temperatura.

4. Comparacion entre los Metodos de las Fuerzas y los
Desplazamientos

Podemos sintetizar las diferencias entre ambos métodos mediante la utilizacion de un cuadro

comparativo.

METODO DE LOS
DESPLAZAMIENTOS

METODO DE LAS
FUERZAS

Cinematicas (inherentes a la
estructura)

Incognitas Estaticas (se pueden elegir)

Isostatico (no Unico) Hiperestatico (Unico)

Sistema Fundamental
(SF)

Equilibrado, pero no compatible

Compatible, pero no equilibrado

Se elige buscando facilitar el
célculo

No se elige, es Unico. Excepto que
se desee agregar mas incognitas
para tener con mayor informacion.

Trazado de Diagramas

Se aplica el PIASE y el diagrama
final es una combinacién lineal

Superposicion de diagramas
desequilibrados (PIASE)

Dificultades

Eleccion del SF

Trazado de la eléstica final
Visualizacion de incognitas de
vinculo interno

Gran cantidad de incognitas en

estructuras complejas.

e Trazado de elasticas en el SF

e Calculo de rigideces
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Tipos de estructuras

que puede resolver

Hiperestaticas

Hiperestaticas o Isostaticas

5. Simetria y Antisimetria

Valen todas las consideraciones generales acerca de la simetria estructural que se han visto en

la Unidad 3, y también la descomposicién de un estado general de carga en la suma de otros

dos, uno simétrico mas otro antisimétrico.

La diferencia consiste en que ahora la estructura se va a calcular mediante el Método de los

Desplazamientos y es imprescindible, para este caso, que las condiciones de contorno en el eje

de simetria se expresen mediante los vinculos correspondientes, que resultan un empotramiento

guiado para el caso simétrico y un apoyo mavil para el caso antisimético. Para el Método de

las Fuerzas es indistinto poner en evidencia los vinculos o sus reacciones. En este caso las

variables estaticas no juegan ninglin rol y, se insiste se deben disponer los vinculos

correspondientes. Para ilustrar ideas se considera el ejemplo de la figura 13.

7777772 |

27777

Figura 13: Ejemplo de una estructura con simetria estructural

Para esta estructura, el estado de carga general se puede descomponer en la suma de uno

simetrico mas otro antisimétrico, como se observa en la figura 14.
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Figura 14: Estados de carga simétrico, a la izquierda y antisimétrico, a la derecha.

Para trabajar solamente con la mitad de la estructura, se deben imponer sobre el eje de simetria
los vinculos que representan las condiciones de simetria (empotramiento guiado) y antisimetria

(apoyo movil), como se observa en la figura 15.
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Figura 15: Media estructura, simétrica a la izquierda y antisimétrica a la derecha.

Simplemente se deben resolver las dos medias estructuras mediante el Método de los
Desplazamientos y, luego, obtener para los casos simétrico y antisimétrico, el resultado de la
estructura completa, exactamente de la misma forma que se hizo antes para los resultados
obtenidos mediante el Método de las Fuerzas en la Unidad 3. Finalmente se deben sumar los

dos resultados para obtener los diagramas de solicitaciones finales.
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