DEMOSTRACION DEL TEOREMA DEL INCREMENTO.

Definicién
Una funcién f es diferenciable en un punto Py(zo, o) (de su dominio) si existen f(xo,yo) ¥ fy(2o0,y0) y si se
cumple que el incremento A f(zg,yo0) = f(zo + Az, yo + Ay) — f(x0,yo) verifica:

Af(zo,y0) = fo(@o,y0)Az + fy(20,y0)Ay + e1(Az, Ay)Az + e3(Az, Ay)Ay,
en la cual las funciones ¢1(Az, Ay) y e2(Az, Ay) cumplen

e1(Az,Ay)=0 y e2(Az, Ay) = 0.

lim lim
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)

Teorema del incremento
Suponga que las derivadas parciales de primer orden de f estan definidas en una region abierta R que contiene
al punto (zo,%0) y que fz y f, son continuas en (zo,yo). Entonces f es diferenciable en (zo,yo).

Demostracién: Consideremos Az y Ay' lo suficientemente pequefios como para que toda la regién rectangular con
vértices (zo,Yyo), (To + Az, y0), (To,yo + Ay) v (zo + Az, yo + Ay) esté incluida en R. Entonces el incremento en el
valor de la funcién f, cuando se pasa del punto (xg,yo) al punto (xg + Az, yo + Ay) es:

Af(xo,y0) = flxo + Az, yo + Ay) — f(z0, y0)
= f(wo + Az, yo + Ay) — f(zo + Az, y0) + f(xo + Az, y0) — f(x0,y0) (restamos y sumamos f(zo 4+ Az, o))
(1)

Consideramos la funcién f(zg + Az, -) que es sélo funcién de y, es decir, es una funcién de una variable. Observemos
que esta funcién satisface las hipdtesis del Teorema del Valor Medio para funciones de una variable: segun la hipdtesis,
existen las derivadas parciales f, y f, en toda la regién R; asi, existe la derivada de la funcién de una variable
f(xo+ Az, ) para todos los valores de y tales que el punto (zg + Az, y) pertenezca a R. En particular, f(zo + Az, )
es derivable para todos los y del intervalo [y, yo + Ay]. Luego, también es continua en dicho intervalo. Asi vemos que
podemos aplicar el Teorema del Valor Medio a la funcién f(z¢ + Az, -) en el intervalo [yo, yo + Ay y concluimos que
existe un valor d en (yo,yo + Ay) tal que

J(wo + Az, yo + Ay) — f(xo + Az, y0)
Ay

fy(xo + Az, d) =

es decir
f(xo + A, yo + Ay) — f(wo + Az, y0) = fy(xo + Az, d)Ay. (2)

Notemos que (2) nos da una expresién equivalente a los dos primeros términos de (1). De manera andloga?, con-
siderando ahora la funcién de una variable real f(-,yo), concluimos que existe ¢ € (zg,xo + Ax) tal que

fzo + Az, yo) — f(xo,y0) = fu(c,yo)A. (3)

Sustituyendo (2) y (3) en (1), obtenemos:

Af(zo,y0) = f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo + Az, y0) + f(xo + Az, y0) — f(Z0,¥0)
= fy(xO + A:L'7 d)Ay + fac(cv yO)A‘r
= fa(c,y0)Ax + fy (w0 + Az, d)Ay. (4)

Los valores f(c,y0) ¥ fz(20,%0) no tienen por qué coincidir. Lo mismo ocurre con fy(xzo + Az, d) y fy(zo,%0). En
general tendremos:

foleyo) = fo(zo,yo) +E1 Y
fy(zo + Az, d) = fy(z0,y0) + €2,
donde &1 y €9 son funciones que dan cuenta del error. Como ¢ € (xg,xg + Az), ¢ depende de Az y e1 = fo(c,y0) —

fx(20,%0), también. Por otra parte, como d € (yo,yo + Ay), d depende de Ay y e2 = fy(zo + Az, d) — fy(z0,y0)
depende tanto de Az como de Ay. Por ello, consideramos que ambos errores son funciones de Az y de Ay:

El(Avay) = fw(ca yO) - fw($0ay0) y EQ(Ax’Ay) = fy(x() + A.Z',d) - fy(x07y0)'

1En rigor los valores Az y Ay podrian ser positivos o negativos ya que finalmente los haremos tender a cero; pero para acortar nuestro
texto los trataremos como positivos.
2Ud. debe completar los detalles.




Sustituyendo en (4), obtenemos:

Af(anyO) = fx(ca yO)ALE + fy(xo + Al‘, d)Ay
= (fz(®0,y0) + €1(Az, Ay)) Az + (fy(z0,v0) + e2(Az, Ay)) Ay
= fa(o,y0) Az + fy(w0,y0) Ay + e1(Ax, Ay) Az + £2(Ax, Ay)Ay.

Si bien esta tltima expresion es la que encontramos en la definicién de funcién diferenciable, falta atin probar que los
errores €1 y €2 tienden a cero cuando (Az, Ay) — (0,0).

Para probar esto, ahora aplicamos la continuidad de las derivadas parciales f, y f, en (zo,y0) que tenemos por
hipétesis: por ser f, continua en (z,yo), podemos asegurar que

lim = lim z\C, x ) =05
(A, Zl!) (070)51(Ax,Ay) (A, 11/) 0.0) (fz(c,90) — fa(w0,0))
lim Az, Ay) = lim + Ax,d) — , =0.
(A, 11!) (070)52( z, Ay) (Ac, L) 0.0) (fy(zo z,d) — fy(xo,Y0))

Recién ahora hemos terminado de probar que f es diferenciable en (xq,yo)-



