Funciones de varias variables o campos escalares:

Linealizacién y extremos

Ingenieria
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@ Planos tangentes y rectas normales
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Definicién (Plano tangente y recta normal a una superficie de nivel)

Si f es una funcién diferenciable en (29, yo,20) ¥ V f(x0, y0, 20) # (0,0,0),
el plano tangente y la recta normal a la superficie de nivel de f que
contiene al punto (zo, Yo, 20), en dicho punto, son el plano que pasa por
(0, Y0, 20) y es normal al vector V f(zg, yo, 20) y la recta que pasa por
(20, Y0, 20) con vector director V f(zg, yo, z0), respectivamente.

The surface
P?+y*+2-9=0
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un punto de la
misma, Py, tal que V f(Py) # 0,

fe(Po)(x — w0) + f,(Po)(y — yo) + f2(Fo)(z — 20) = 0.

Recta normal a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un punto de la
misma, Py, tal que Vf(Py) # 0,

(x,y,z):P0+tVf(P0), teR.
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un punto de la
misma, Py, tal que V f(Py) # 0,

fe(Po)(x — w0) + f,(Po)(y — yo) + f2(Fo)(z — 20) = 0.

Recta normal a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un punto de la
misma, Py, tal que V f(Py) # 0,:

(x,y,2) = Py +tVf(PR), teR.

Ejemplo: Halle las ecuaciones de los planos tangentes y rectas normales a
las superficies de nivel de la funcién f(z,y, z) = 2 + y? + 22 que pasan
por lo puntos (1,0,0) y (0,0,0), en dichos puntos.

Funciones de varias variables o campos escala 6 /56



Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un punto de la
misma, Py, tal que V f(Py) # 0,

fe(Po)(x — w0) + f,(Po)(y — yo) + f2(Fo)(z — 20) = 0.

Recta normal a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un punto de la
misma, Py, tal que V f(Py) # 0,:

(x,y,2) = Py +tVf(PR), teR.

Ejemplo: Halle las ecuaciones de los planos tangentes y rectas normales a
las superficies de nivel de la funcién f(z,y, z) = 2 + y? + 22 que pasan
por lo puntos (1,0,0) y (0,0,0), en dichos puntos.

Sol.: la superficie de nivel de f que pasa por el punto (1,0,0) es
flz,y,2) = f(1,0,0): 2% + 3% + 22 = 1;

Ecuacién plano tangente (a sup. nivel en (1,0,0)): z = 1.

Ecuacién recta normal (a sup. nivel en (1,0,0)):

r(t) = (1+2t0,0), teR.



Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un punto de la
misma, Py, tal que V f(Py) # 0,

fe(Po)(x — w0) + f,(Po)(y — yo) + f2(Fo)(z — 20) = 0.

Recta normal a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un punto de la
misma, Py, tal que V f(Py) # 0,:

(x,y,2) = Py +tVf(PR), teR.

Ejemplo: Halle las ecuaciones de los planos tangentes y rectas normales a
las superficies de nivel de la funcién f(z,y, z) = 22 + y? + 22 que pasan
por lo puntos (1,0,0) y (0,0,0), en dichos puntos.

Sol.: la superficie de nivel de f que pasa por el punto (0,0,0) es

22 4+ 9%+ 22 =0; es un punto y V£(0,0,0) = (0,0,0).

Ecuacién plano tangente: no existe el plano tangente (a sup. nivel en
(0,0,0)).

Ecuacién recta normal: no existe recta normal (a sup. nivel en (0,0,0)).



Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcdmo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?

Ejemplo:

fla,y) = 2% + 4 g(@,y,2) =2 +y* — 2
El grafico de f es la superficie de nivel g(z,y,2) = 0.

Plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto
(x(]v Yo, f(x07 yO):

fa (w0, 90)(x — w0) + fy(z0,%0)(y — yo) — (2 — 20) = 0.
Recta normal a la superficie z = f(x,y) en el punto (o, yo, f(x0,y0):
T = 20 + 270t
Y = Yo + 2yot (teR)
z2=2z9—t1



Recorrido

@ Linealizacién de una funcién y diferencial total de una funcién

@ Linealizacién de una funcién en un punto
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Linealizacién o Aproximacién Lineal Estandar de una

funcién f en un punto

Definicion
Si f es una funcién de dos variables y existen las derivadas parciales de f
en un punto Py del interior del dominio de f, se define la linealizacién de

f en Py por

L(z,y) = f(x0,y0) + fz(z0,%0)(x — x0) + fy(z0,v0)(y — vo)-

(@b, \z=Lixy)

10/56
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Linealizacién de una funcién de dos variables en un punto

L(z,y) = f(x0,v0) + fu(w0, y0)(x — 20) + fy(z0,Y0)(¥ — yo)-

L(xo + Az, yo + Ay) — L(x0,y0)

f(zo,y0) + fe(xo, y0) Az + fy(z0,%0)Ay — f(20,50) — 0 —
fe(20,y0) Az + f,(z0,Y0) Ay

Af(xo,y0) = fe(xo, yo)Az+fy (20, yo)Ay+er (Az, Ay) Axtea(Ax, Ay)Ay.

Observacion: si f es diferenciable en Py, L provee una buena
aproximacion de f en un entorno de Fj.

AL($O7 ?JO) =
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Observacion: si f es diferenciable en Py, L provee una buena
aproximacion de f en un entorno de F,.

f(xo+ Az, yo + Ay) = f(o,%0) + fo(z0,v0) Az + fy(x0, yo) Ay + c18z + e
f(;cr,y)

L(zo + Az, yo + Ay) = f(xo,y0) + fu(z0,y0) Az + fy(xo,y0)Ay.

L(z,y)
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Linealizacién de una funcién de tres variables en un punto

Definicion
Si f es una funcién de tres variables y existen las derivadas parciales de f

en un punto Py del interior del dominio de f, se define la linealizacién de
f en Py por

L(ac,y,z) = f(any07ZO)+
+ fz (20, Yo, 20)(x — 20) + fy(20, Y0, 20)(y — yo) + f=(0, Y0, 20)(2 — 2p.

No contamos con una representacion grafica conveniente de este caso.
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Linealizacién de una funcién de tres variables en un punto

L(l‘,y,Z) = f(anyOVZO)—I_
+ f2 (20, Y0, 20)(x — x0) + fy(x0, Y0, 20) (¥ — o) + f=(z0, Y0, 20) (2 — 20,

L(P) = f(Po) + Vf(R) - (P - )
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Linealizacién de una funcién de tres variables en un punto

L(l‘,y,Z) = f(anyOVZO)—I_
+ f2 (20, Y0, 20)(x — x0) + fy(x0, Y0, 20) (¥ — o) + f=(z0, Y0, 20) (2 — 20,

L(P) = f(Po) + Vf(R) - (P - )

AL(Py) = L(xo+ Az, yo + Ay, 20 + Az) — L(xo, yo, 20)
f(Po) + fo(Po)Az + fy(Po)Ay + f.(Po)Az — f(Fy) — 0
fx(PO)Ax + fy(PO)Ay + fz(PO)AZ
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Linealizacién de una funcién de tres variables en un punto

L(l‘,y,Z) = f(anyOVZO)—I_
+ f2 (20, Y0, 20)(x — x0) + fy(x0, Y0, 20) (¥ — o) + f=(z0, Y0, 20) (2 — 20,

L(P) = f(Po) + Vf(R) - (P - )

AL(Py) = L(xo+ Az, yo + Ay, 20 + Az) — L(xo, yo, 20)
= f(Po) + fz(Po)Az + fy(Po)Ay + f.(Po)Az — f(Py) — 0
= fo(Po)Az + fy(Po)Ay + f.(FPo)Az

Af(Po) = fo(Po)Az + fy(Po)Ay + f.(Py)Az
+€1A1’ + €2Ay + €3AZ.
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Linealizacién de una funcién de tres variables en un punto

L(.ﬁE,y,Z) = f(iL'[),Z/O,ZO)‘F
+ f2 (20, Y0, 20)(x — x0) + fy(x0, Y0, 20) (¥ — o) + f=(z0, Y0, 20) (2 — 20,

L(P) = f(Po) + Vf(R) - (P - )

AL(Py) = L(xo+ Az, yo + Ay, 20 + Az) — L(xo, yo, 20)
= f(Po) + fz(Po)Az + fy(Po)Ay + f.(Po)Az — f(Py) — 0
= fo(Po)Az + fy(Po)Ay + f.(FPo)Az

Af(Po) = fo(Po)Az + fy(Po)Ay + f.(Py)Az
+€1A1’ + €2Ay + €3AZ.

Observacion: si f es diferenciable en Py, L provee una buena
aproximacion de f en un entorno de Fj.
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Recorrido

@ Linealizacién de una funcién y diferencial total de una funcién

@ Diferencial de una funcién en un punto

Funciones de varias variables o campos escala 15 /56



Diferencial de una funcidn de dos variables

Definicion
Si f es difernciable en un punto P, interior a su dominio, la diferencial o
diferencial total de f en Py es la transformacién lineal dada por

df = fz(Po)dx + fy(Fy)dy,

si f es de dos variables.
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Diferencial de una funcidn de dos variables

Si f es difernciable en un punto P, interior a su dominio, la diferencial o
diferencial total de f en Py es la transformacién lineal dada por

df = fz(Po)dx + fy(Fy)dy,

si f es de dos variables.

Si f es diferenciable en Py(zq,y0):

f(xo + Az, yo + Ay) = f(20,y0) + fu(@0, Y0) Az + fy (20, Y0) Ay + 18z + &
L(zo 4+ Az, yo + Ay) = f(xo,y0) + fz(w0,y0) Az + fy(20,y0)Ay.

df (wo o) (AT, dy) = Je(z0,y0)dx + fy(z0,yo)dy.
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Diferencial de una funcidn de tres variables

Definicion
Si f es difernciable en un punto P, interior a su dominio, la diferencial o
diferencial total de f en Py es la transformacién lineal dada por

df = fz(Po)dx + fy(Po)dy + f.(Po)dz,

si f es de tres variables.

Si f es diferenciable en Py(xq, yo, 20):

f(zo+ Az, y0 + Ay, z0 + Az) =
f(P()) =+ fm(P(])A.%' + fy(Po)Ay + fZ(P())AZ ~+ e1Az + ea Ay + e

Ly py (@, y,2) = [(Po) + fo(Po)(x — xo) + fuy(Po)(y — yo) + [-(Po) (2 — 20).
df(po)(dl‘, dy, dZ) = fx(PQ)d{E + fy(Po)dy + fZ(PQ)dZ.
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Ejemplo

f(z,y) = 622 + 3y> + 6zy f(1,2) =30
Vf(z,y) = (122 4 6y, 6y + 6x) Vf(1,2)=(24,18)
Como f es diferenciable en R?,

f(A+ Az, 2+ Ay) — f(1,2) = 24Az + 18Ay + 1Az + e2Ay

Af(1,2)

donde €] y &9 tienden a cero cuando (Az, Ay) — (0,0).
Lo (v,y) =30+24(z — 1) +18(y — 2)
df(1,2)(dz, dy) = 24dz + 18dy

f(1,2) = 30; Lya2)(1,2) = 30; df(1,2)(0,0) =0
f(171; 179) = 30,63; Lf,(1;2)(171; 119) = 30,6; df(l;?) (071§ _071) =0,6
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Recorrido

@ Linealizacién de una funcién y diferencial total de una funcién

@ Aplicaciones
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Ejemplo: estimacién del error en el volumen de una lata

cilindrica

El volumen V = 72k de un cilindro circular recto va a calcularse a partir

de los valores de r y h. Suponga que las mediciones que se tiene de r y h
estan sujetas a error.

V =7r?h
AV =V, Ar+Vy,Ah+e,Ar+e,Ah = V,Ar+ Vi, Ah = 2nrhAr + 72 Ah

Si los valores nominales r y h estan fijos, pequefios errores Ar y Ah
influyen de distinta manera, segtin los valores de r y h.
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Ejemplo: estimacién del error en el volumen de una lata

cilindrica

El volumen V = 72k de un cilindro circular recto va a calcularse a partir
de los valores de r y h. Suponga que las mediciones que se tiene de r y h
estan sujetas a error.

V =nr’h

AV = Vo Ar 4+ ViyAh+e,Ar+e,Ah ~ V,Ar 4+ V,Ah = 2rrhAr + 72 Ah

Si los valores nominales r y h estan fijos, pequefios errores Ar y Ah
influyen de distinta manera, segtn los valores de r y h.Como

Aprox — Real
Real

Amagnitud

lerror| = ‘

magnitudreal |’

si se mide r con un error no mayor de £, y h con un error que no supera
€p, €l maximo error posible en el cdlculo de V' es

AV B 2rhAr + mr2Ah Ar
V| mr2h

EE

‘ < 2e.+¢p
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Recorrido

@ Linealizacién de una funcién y diferencial total de una funcién

@ Férmula de Taylor para dos variables
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Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden m + 1 son continuas en una regién D.
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Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden m + 1 son continuas en una regién D.

Dados (a,b) € int D y h,k tales que (a+ h,b+ k) € D,
definimos r(t) = (a+th,b+1tk), 0 <t <1,
que une (a,b) 'y (a+hb+k).
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Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden m + 1 son continuas en una regién D.

Dados (a,b) € int D y h,k tales que (a+ h,b+ k) € D,
definimos r(t) = (a+th,b+1tk), 0 <t <1,
que une (a,b) 'y (a+h,b+ k). Entonces:

flathb+k)=f(e(1);  fla,b) = f(r(0)).
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Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden m + 1 son continuas en una regién D.

Dados (a,b) € int D y h,k tales que (a+ h,b+ k) € D,

definimos r(t) = (a+th,b+1tk), 0 <t <1,

que une (a,b) 'y (a+h,b+ k). Entonces:
fla+hb+k)=f(e);  fla,b) = f(r(0)).

Definimos la funcién compuesta w por

w(t) = f(r(t)); asi:  fla+h,b+ k) =w(1); f(a,b) =w(0).

Funciones de varias variables o campos escala 22 /56



Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden m + 1 son continuas en una regién D.
Dados (a,b) € int D y h,k tales que (a+ h,b+ k) € D,

definimos r(t) = (a+th,b+1tk), 0 <t <1,
que une (a,b) 'y (a+h,b+ k). Entonces:

flathb+k)=f(e(1);  fla,b) = f(r(0)).

Definimos la funcién compuesta w por

w(t) = f(r(t)); asi:  fla+h,b+ k) =w(1); f(a,b) =w(0).

Recordando la férmula de Taylor para w alrededor de 0:

(n) (n+1)
w0, W)

w(t) = w(0) +w'(0)t + -+ + — (n+1)!

n+1
2N

para algln c entre 0 y ¢.



Férmula de Taylor para dos variables

, centre 0yt
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Férmula de Taylor para dos variables

w(n+1)(c)
n! (n+1)!

t"* centre 0y t.

w(n) (0) w(n+1) c

w(l) = w(0) +w'(0) + - + o +(n+1)!’

centre Oy 1.
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Férmula de Taylor para dos variables

w(n+1)(c)

n! (n+1)!

, centre 0yt

w™ (0) w(n+1)(c)
+ )
n! (n+1)!
Como f y sus derivadas parciales hasta orden n 4+ 1 son continuas en la
region rectangular abierta R con centro en (a, b), entonces en R:

w(l) = w(0) +w'(0) + - +

centre Oy 1.
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Férmula de Taylor para dos variables

w(n+1)(c)

n! (n+1)!

, centre 0yt

w™ (0) w(n+1)(c)
+ )
n! (n+1)!
Como f y sus derivadas parciales hasta orden n 4+ 1 son continuas en la
region rectangular abierta R con centro en (a, b), entonces en R:

w(l) = w(0) +w'(0) + - +

centre Oy 1.

fla+h b+ k)=
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Férmula de Taylor para dos variables

(n) (n+1)
_ ’ w™(0) ,  w (c) n+1
w(t) =w(0) +w'(0)t +--- + o t" + CE] t"", centre Oy t.
(n) (n+1)
w(l) = w(0) + w'(0) + -+ W) L w (c) centre 0y 1.

_.I_
n! (n+ 1)
Como f y sus derivadas parciales hasta orden n + 1 son continuas en la
region rectangular abierta R con centro en (a, b), entonces en R:

fla+h,b+ k)= f(a,b) +...7
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Férmula de Taylor para dos variables

w” w(n) w(n—i—l) c
w(1) = w(0) +w'(0) + 2(!0) et n!(O) H ey 1()!)’

centre 0y 1,
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Férmula de Taylor para dos variables

w” w(n) w(n—i—l) c
w(1) = w(0) +w'(0) + 2(!0) et n!(O) H ey 1()!)’

centre 0y 1,

w(t) = f(r(t)) = fla+th, b+ tk)
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w"H(e)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w"H(e)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

Funciones de varias variables o campos escala 24 /56



Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w"H(e)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w"H(e)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r(t)2'(t) + f,(x()y ()
= fula+th,b+th)h + f,(a + th,b+ th)k
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w"H(e)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

fa(r ()) () + fy (e ()Y (t)
= fo(a+th,b+tk)h + fy(a+ th,b+ th)k
(

w'(0) = fo(a,b)h + fy(a,b)k




Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w"H(e)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

fa(r ()) "(t) + fy(e()y' ()
= fola +th,b+tk)h + f,(a+th,b+ th)k
(

w'(0) = fu(a,b)h + fy(a,b)k




Férmula de Taylor para dos variables
w(n-{-l)(c)

_ oy 2 W0 w™(0)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

(1) y(t)
w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fola+th,b+th)h + f,(a+ th,b+ tk)k
w'(0) = fu(a,b)h + fy(a,b)k

"(t) = feela +th, b+ tk)h? +

g
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Férmula de Taylor para dos variables
w(n-{-l)(c)

_ oy 2 W0 w™(0)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

(1) y(t)
w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fola+th,b+th)h + f,(a+ th,b+ tk)k
w'(0) = fu(a,b)h + fy(a,b)k

"(t) = fox(a+th,b+th)h% + fo,(a+ th,b+ tk)hk

g
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w"H(e)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

w(0) = f(a,b)

w'(t) = fo(r()2'(t) + fu(xr()y'(t)
= fola+th,b+th)h + f,(a+ th,b+ tk)k
w'(0) = fu(a,b)h + fy(a,b)k

"(t) = fox(a+th,b+th)h% + fo,(a+ th,b+ tk)hk
+ fye(a +th,b+th)kh + fyy(a+ th,b+ th)k?

g
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w"H(e)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

(1) y(t)
w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fola+th,b+th)h + f,(a+ th,b+ tk)k
w'(0) = fu(a,b)h + fy(a,b)k

"(t) = fox(a+th,b+th)h% + fo,(a+ th,b+ tk)hk
+ fye(a +th,b+th)kh + fyy(a+ th,b+ th)k?
"(0) = fux(a,b)h? + 2fry(a,b)hk + fyy(a,b)k?

g

w
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Férmula de Taylor para dos variables
w(n-{-l)(c)

_ oy 2 W0 w™(0)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

w(0) = f(a,b)

"(t) = falr(t)2(t) + fy(x(1)y'(t)

= fula+th,b+th)h + f,(a+th,b+th)k

'(0) = fo(a,b)h + f,(a,b)k

"(t) = fox(a+th,b+th)h% + fo,(a+ th,b+ tk)hk
+ fye(a +th,b+th)kh + fyy(a+ th,b+ th)k?

"(0) = fux(a,b)h? + 2fry(a,b)hk + fyy(a,b)k?

NEIREY

Oz 0y ab
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Férmula de Taylor para dos variables

1/ 0 0\ 2
w2 (ngn + o8y

1 ) o \"!
h— +k
(a,b) * (n+1)! < or " 6y> /

(a,b)

flath,b+k) = f(a,b)+(hfutkfy)

1 0 o\"
n,(haJrkay) f

(a+-ch,b+ck)

Funciones de varias variables o campos escala 25 /56



Férmula de Taylor de primer orden, para dos variables

Si f y sus derivadas parciales hasta orden 2 son continuas en una regién
rectangular abierta R con centro en (a, b), entonces en R:

1,0 0
Fashbeh) = et e orkfy | gy (ng gy ) o

(a+ch,b+ck)

para cierto c entre 0 y 1.

Observacion: la linealizacion de f en (a,b) coincide con la férmula
de Taylor de primer orden sin el término de error.
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@ Linealizacién de una funcién y diferencial total de una funcién
Planos tangentes y rectas normales

@ Linealizacién de una funcién en un punto

o Diferencial de una funcién en un punto
°
°

Aplicaciones
Férmula de Taylor para dos variables
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Recorrido

© Valores extremos y puntos de silla
@ Conceptos y definiciones
@ Extremos de funciones en regiones acotadas y no acotadas
@ Extremos condicionados: método de multiplicadores de Lagrange
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Recorrido

© Valores extremos y puntos de silla
@ Conceptos y definiciones
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Definiciones de maximo local y minimo local

Local maxima
(no greater value of f nearby)
// .
5
e

S———
Local minimum —*
(no smaller value
of f nearby)

Definicidon

Si f esta definida en una regién que contiene al punto (a,b) y

f(a,b) > f(x,y) para todos los (z,y) € D(f) de algin entorno de (a,b),
entonces f(a,b) es un (valor) maximo local de f. Ademas se dice que f
alcanza un maximo local en (a,b).
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Definiciones de maximo local y minimo local

Local maxima
(no greater value of f nearby)
// .
5
e

S———
Local minimum —*
(no smaller value
of f nearby)

Definicidon

Si f esta definida en una regién que contiene al punto (a,b) y

f(a,b) > f(x,y) para todos los (z,y) € D(f) de algin entorno de (a,b),
entonces f(a,b) es un (valor) maximo local de f. Ademas se dice que f
alcanza un maximo local en (a,b).

Similarmente se define minimo local.
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Punto critico y punto de silla

Un punto P interior al dominio de f donde V f(P) = 0 es un punto critico
de f.

Un punto P interior al dominio de f donde V f(P) no existe, es un punto
(singular o) critico de f.

Si f es diferenciable en P, tiene un punto de silla en P si P es un punto

critico de f y f no presenta en P un maximo local ni un minimo local.

—\/x‘ﬂ-z

z = (cosx)(cosy)e

f(x,y) =x* —y?
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Ejemplos

Analice los extremos de las funciones f y g (g dada por su gréfico):

o

fixy)

O
42

PR,
!
N
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L

i

Observacién: una funcién continua
puede tener dos minimos (o maximos)
locales en una regidén y eso no implica
que deba haber un maximo (o minimo)
local en esta regién. Ver imagen.

\

\

\
\




Recorrido

© Valores extremos y puntos de silla

@ Extremos de funciones en regiones acotadas y no acotadas
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Valores extremos de funciones continuas en conjuntos
cerrados y acotados

Teorema

Si f es una funcién continua en un conjunto D que es cerrado y acotado,

entonces existen en D puntos en los cuales f alcanza sus valores maximo y
minimo absolutos.

SIN DEMOSTRAR
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Criterio de la derivada primera para valores extremos
locales

Teorema

Si f tiene un valor maximo o minimo local en un punto Py interior al
dominio de f y, si las derivadas parciales de primer orden de f estan
definidas en Py, entonces V f(Py) = 0.

DEMOSTRAR

Supongamos que f(zg,yo) es un valor extremo local de f. Entonces la
funcién f(x,yo), como funcién de una variable independiente, también
tiene un extremo en x = xq. Por el criterio de la derivada primera para
funciones de una variable, si la derivada existe en x debe ser cero. Luego
fe(w0,90) = 0.

Similarmente se prueba que fy(xo,y0) = 0.
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Ejemplos

flz,y) =y* —y* —2?

Vf(z,y) = (—22,2y — 4y°)

Para hallar los puntos criticos se plantea V f(z,y) = (0,0) que es un
SISTEMA DE ECUACIONES NO LINEALES. Se resuelve por
sustitucidn:

—2z =0 Puntos criticos: (0,0), (0, —@) y (0, @)
2y —4y3 =0
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Ejemplos

flz,y) =y* —y* —2?

Vf(z,y) = (—22,2y — 4y°)

Para hallar los puntos criticos se plantea V f(z,y) = (0,0) que es un
SISTEMA DE ECUACIONES NO LINEALES. Se resuelve por
sustitucidn:

—2z =0 Puntos criticos: (0,0), (0, —g) y (0, @)
2y —4y3 =0

f(z,y) = 622 — 223 + 3y + 6y
Vf(z,y) = (122 — 622 + 6y, 6y + 62)

122 — 62 + 6y = 0 Puntos criticos: (0,0) y (1, —1).
6y + 6z =0
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Criterio de la derivada segunda para valores extremos

locales

Matriz hessiana asociada a una funcién f (cuando estd definida) y
hessiano:

fx:c (a7 b) fyﬂﬁ(av b)

) = - a, b))%
fry(a»b) fyy(a:b) ’ Hf(a,b)—fm(a,b)fyy(a,b) (fwy( ,b))
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Criterio de la derivada segunda para valores extremos

locales

Matriz hessiana asociada a una funcién f (cuando estd definida) y
hessiano:

fxﬂi(a’b) fyﬂﬁ(avb) ‘
fay(a,b)  fyy(a,b) |’

Hf(av b) = fmz(aab)fyy(a’ b) - (fxy(av b))2

Teorema (DEMOSTRAR)

Suponga que f y sus derivadas parciales de primero y segundo orden son
continuas en un disco con centro en (a,b) y que V f(a,b) = (0,0).
Entonces,

@ f tiene un maximo local en (a,b) si H¢(a,b) > 0y frz(a,b) <0;
@ f tiene un minimo local en (a,b) si H¢(a,b) >0y fiz(a,b) > 0;
@ f tiene un punto de silla en (a,b) si H¢(a,b) <0;

Q el criterio no es concluyente si Hy(a,b) = 0.

v
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r

o

o
T

[

Vf(z,y) = (122 — 62+ 6y, 6y + 6)
Puntos criticos: (0,0) y (1, —1).

120 — 622 + 6y =0
6y +6x =0
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Ejemplo

f(x,y) = 62% — 223 + 3y? + 6y

Vf(x,y) = (122 — 62> + 6y, 6y + 6)

Puntos criticos: (0,0) y (1, —1).
frz =12(1 — ), fyy =6, foy =6, H(0,0) >0y f(0,0) =0 es minimo;
H(1,—1) <0y f presenta un punto de ensilladura en (1, —1).
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Extremos de funciones continuas en regiones cerradas y

acotadas. Ejemplo.

Buscar los extremos de f(x,y) = y?> — y* — 22 en los puntos de D que es
el tridngulo con vértices (2,0), (—1,0) y (—1,3).
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Extremos de funciones continuas en regiones cerradas y

acotadas. Ejemplo.

Buscar los extremos de f(x,y) = y?> — y* — 22 en los puntos de D que es
el tridngulo con vértices (2,0), (—1,0) y (—1,3).

Los puntos criticos de f son (0,0), (0, ?) y (0, —@) pero el dltimo de

éstos no pertenece a D y lo descartamos.
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Extremos de funciones continuas en regiones cerradas y

acotadas

Evaluamos f en los puntos criticos:

f(0,0)=0; (0,

Evaluamos f en la frontera de D:
0 f(-1,0)=—1; f(2,0)=—4 f(~1,3)=-8,75
Q@ f(,0)= -
@ f(-Ly) =y —y' -1 f(-1,%)=-0, 75;
Q f(2-y, )=—y4+4y—4' f(L1) =
3

El valor maximo es 4 y se alcanza en (0, 7) el valor minimo es —8,75 y
se alcanza en (—1,3).
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Recorrido

© Valores extremos y puntos de silla

@ Extremos condicionados: método de multiplicadores de Lagrange
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Multiplicadores de Lagrange

Fz,y) =" +2¢° gz, y) =2 +y> — 1

Buscamos los extremos de f sujeta a la restriccion g(z,y) = 0.

\\*;llvyv*v,'?/f;}"
\\apilhr/
N

N
\\s%%%/
— —,.=--_‘ — r+2y =1




Teorema del gradiente ortogonal

Teorema

Suponga que f es diferenciable en una region abierta de R y que C' es
una curva suave dentro de la misma region. Si Py es un punto de C' donde
f tiene un extremo local relativo a sus valores sobre C, entonces V f es
ortogonal a C en F.

DEMOSTRAR
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Teorema del gradiente ortogonal

Teorema

Suponga que f es diferenciable en una region abierta de R y que C' es
una curva suave dentro de la misma region. Si Py es un punto de C' donde
f tiene un extremo local relativo a sus valores sobre C, entonces V f es
ortogonal a C en F.

DEMOSTRAR

Sea C parametrizada por r : [a,b] — R3, y sea Py = r(tg), para cierto
to € [a,b]. Siw(t) = (f or)(t) alcanza un valor extremo en tg, por la
diferenciabilidad de f y debido a que w(ty) es extremo, se tiene:

w'(to) = VF(Po)-r'(to) y w'(to) =0,
Luego Vf(Fy) - r'(ty) = 0.

Corolario

En R? también vale.
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APLICACION Teorema Gradiente Ortogonal

Un mévil recorre la curva dada por r(t) = (Rcos(t), Rsen(t), cos(2t)),
0 <t < 2m; la temperatura en cada punto del espacio viene dada por
T(z,y,z) = xy. Aplique el Teorema del gradiente ortogonal para
determinar los puntos de la curva en los que el mévil encuentra
temperaturas extremas locales (maxima y minima). Exprese cudles son
estas temperaturas extremas y los puntos en los que se encuentran.
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Método de multiplicadores de Lagrange

Teorema

Supongamos que f y g son dos funciones diferenciables, que Py es un
punto del dominio de ambas funciones; supongamos que g(Py) =c y
llamemos S al conjunto de nivel de g con valor ¢ (asi Py € S).
Supongamos también que Vg(Py) # 0.

Entonces, si f restringida a S tiene un extremo local en Py, entonces
existe un ndmero real X (posiblemente 0) tal que

V(o) = AVyg(R).

SIN DEMOSTRACION
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Método de multiplicadores de Lagrange

Teorema

Supongamos que f y g son dos funciones diferenciables, que Py es un
punto del dominio de ambas funciones; supongamos que g(Py) =c y
llamemos S al conjunto de nivel de g con valor ¢ (asi Py € S).
Supongamos también que Vg(Py) # 0.

Entonces, si f restringida a S tiene un extremo local en Py, entonces
existe un ndmero real X (posiblemente 0) tal que

V(o) = AVyg(R).

SIN DEMOSTRACION
El punto Py es un punto critico de f restringida a .S (puede haber mas
de uno).
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Método de multiplicadores de Lagrange

Para determinar los valores maximos y minimos locales de f sujeta a la
restriccién g(x,y,z) = 0 (si este conjunto S no es vacio), se obtienen los
valores de x,y, z y A que satisfacen en forma simultanea las ecuaciones
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Método de multiplicadores de Lagrange

Para determinar los valores maximos y minimos locales de f sujeta a la
restriccién g(x,y,z) = 0 (si este conjunto S no es vacio), se obtienen los
valores de x,y, z y A que satisfacen en forma simultanea las ecuaciones

{ Vf= AVyg
g(z,y,2) = 0.

Para funciones de dos variables, es similar.
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Ejemplo (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(z,y) = 2% + 2y? sujeta a

Q 2+ y2 =1
2r = A2z
y = Ny
22 +y? =1
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Ejemplo (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(z,y) = 2% + 2y? sujeta a
Q +y’=1

2r = Az
dy = N2y
22 +y? =1

Rta: 4 puntos criticos: (+1,0) y (0,+£1)

f(£1,0) =1 es minimo y f(0,4+1) = 2 es maximo.
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Ejemplo (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(z,y) = 2% + 2y? sujeta a
Q +y’=1

2r = Az
dy = N2y
22 +y? =1

Rta: 4 puntos criticos: (+1,0) y (0,+£1)

f(£1,0) =1 es minimo y f(0,4+1) = 2 es maximo.

Qr+ty=1
20 = A
9y = A
z+y =1
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Ejemplo (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(z,y) = 2% + 2y? sujeta a
QO ?+y’=1

2r = Az
dy = N2y
22 +y? =1

Rta: 4 puntos criticos: (+1,0) y (0,+£1)

f(£1,0) =1 es minimo y f(0,4+1) = 2 es maximo.

Qr+ty=1
20 = A
9y = A
z+y =1

Rta: 1 punto critico: (2, 1)
f(2,3) =2 jes méximo o minimo?
Es minimo.
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Multiplicadores de Lagrange: 2 restricciones

Vg,

& =0

La curva C' es la interseccién de las
superficies S (superficie de nivel g; = 0)
y So (superficie de nivel go = 0). Segun
el T. del Grad. Ortogonal, si f presenta
un extremo relativo a C en Py € C, debe
ocurrir que V f(Py) es ortogonal a C.
Como C es una curva en el espacio, en
Py habrd un plano normal a C. Por estar
C' includia en Sy, Vgi(F) es ortogonal
a Sy asi, es ortogonal a C.
Similarmente, Vg2(Pp) es ortogonal a C'.
Asi, si Vg1(Py) y Vga(Fy) son

g, = linealmente independientes, se podra

expresar V f(Pp) como combinacién
lineal de Vg1 (Py) y Vga(Pp).
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Multiplicadores de Lagrange: 2 restricciones

El planteo es:
Vf= AVg+uVgs

Notar que es un sistema de 5 ecuaciones no lineales con 5 incégnitas.
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Recorrido

© Anexo: Ejemplos varios
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Casos especiales

Hallar los extremos de f sujeta a g = 0 para

(x,y)zyyg(w,y)=y2—ﬁ—x2—%-

f(z,y) =2*+2y% y g(z,y) = sen(5/2? + y2) — L.
flxy) =2+ 9%y glz,y) =y — =

flay) =2 +y*y g(z,y) =2° +y* - 1.

Funciones de varias variables o campos escala 52 /56



Casos especiales

Hallar los extremos de f sujeta a g = 0 para

(x,y)—yyg(w,y)=y2—ﬁ—x2—%-
flz,y) = 2* + 2y y gz, y) = sen(§ /22 +y2) — 1.
flxy) =2+ 9%y glz,y) =y — =

flz,y) =2+ y gla,y) =2* +y* — 1.

En los dos primeros se verifica que Vg(Py) = 0, siendo Py punto critico de
este problema. En el tercero se puede notar que no hay ningtin problema
cuando A = 0. En el cuarto, se observa que g = 0 es una curva de nivel de
f y todos los puntos que cumplen g = 0 son puntos criticos para este
problema.
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Ejercicio integrador

y? y? 22 en la regién (cerrada y

{(z,y) e R? : 2? + y* < 1}

Hallar los extremos de f(z,y)
acotada) Dy, definida por D;
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Ejercicio integrador

4 .,
Hallar los extremos de f(z,y) = 3 — L - 22 en la regién (cerrada y

acotada) Dy, definida por D = {(x,y) € R? : 22 + 4 < 1}.
Planteo:
Vi(z,y)=(0,0);  (=2z,2y —y°) = (0,0).

Puntos criticos: (0,0), (0, —v/2) y (0,4/2). Los dos (iltimos no
pertenecen a D;.

Para estudiar la frontera, hallamos los extremos de f en la frontera de D,
aplicando multiplicadores de Lagrange:

—2r = A2z
2y —y® = A\2y

Puntos criticos: (0,—1), (0,1), (1,0) y (—1,0).

Evaldo f: f(0,0) =0; f(0,%+1) = 3/4; f(£1,0) = —1.

Concluyo: f presenta un maximo absoluto en D; de 0.75, en los puntos
(0,+£1), y un minimo absoluto de -1 en los puntos (£1,0).
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Ejercicio integrador 2

4 .,
Hallar los extremos de f(z,y) = 3 — L - 22 en la regién (cerrada y

acotada) Dy, definida por Dy = {(z,y) € R? : 2 + 3 < 2}.
Planteo:

Vi(z,y)=(0,0);  (=22,2y —y’) = (0,0).
Puntos criticos: (0,0), (0, —v/2) y (0,+/2). Los dos dltimos si pertenecen
a Dg.
Para estudiar la frontera, hallamos los extremos de f en la frontera de Do
aplicando multiplicadores de Lagrange:

—2r = A2z
2y —y® = A2y
2., .2 _

4 +y: =2

Puntos criticos: (0, —v/2), (0,v/2), (v/2,0) y (—v/2,0).

Evalio f: f(0,0) = 0; f(0,£v2) = 1; f(+V?2,0) = 2.

Concluyo: f presenta un maximo absoluto en Dy de 1, en los puntos
(0,4+/2), y un minimo absoluto de -2 en los puntos (£1/2,0).



Ejercicio integrador 3

4 .,
Hallar los extremos de f(z,y) = 3 — L - 22 en la regién (cerrada y

acotada) D3, definida por D3 = {(x,y) € R? : 2% + 3 < 4}.
Planteo:

Vi,y) =(0,0);  (=2z,2y —y°) = (0,0).
Puntos criticos: (0,0), (0, —/2) y (0,1/2). Los dos (ltimos si pertenecen
a DQ.
Para estudiar la frontera, hallamos los extremos de f en la frontera de D3
aplicando multiplicadores de Lagrange:

—2x = A2z
2y —y® = A\2y
2 2 _
x*+y =4

Puntos criticos: (0,—2), (0,2), (2,0) y (—2,0).

Evaltio f: £(0,0) = 0; £(0,£v2) = 1; f(£2,0) = —4; f(0,42) = 0.
Concluyo: f presenta un maximo absoluto en D3 de 1, en los puntos
(0,4+/2), y un minimo absoluto de -4 en los puntos (£2,0).



Ejemplo: Planos tangentes y rectas normales a superficie

de nivel

Ejemplo: dada f(x,y,2) = xy? + y2z? + 222, buscar la ecuacién de la
recta normal y del plano tangente a la superficie de nivel de f que pasa
por el punto indicado, en dicho punto, para los puntos (1,0,0) y (0,0,0).
Sol: la superficie de nivel f(x,y,z) = ¢ que contiene al punto (1,0,0) es
f(z,y,2) = f(1,0,0), es decir zy? + yz? + zz? = 0; el plano tangente a
esta superficie de nivel en (1,0,0) es z = 0 y la recta normal a la superfice
en ese punto es r(t) = (1,0,t), t & R. El punto (0,0,0) pertenece a la
misma superficie de nivel que (1,0,0); en (0,0,0), se tiene que
V£(0,0,0) = (0,0,0) de manera que no existe plano tangente ni recta
normal.

120-
100-
a0~
60 -
a0~

-
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