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Dada la funcién

3

X
—=—  (xy)#(00)
f ’ — 2 2
(X Y) X ‘5 y (X, y) _ (0’0)

La funcién es continua en (0,0) si:

1) f(0,0) existe
2) lim f(x,y) existe

(x,y)—>(0,0)

3) lim,, 0o f (X y)=f(0,0)
Sabemos por definicién que f (0,0)=0
Para calcular el limite vamos a utilizar coordenadas polares:
Cuando (x, y) tiende a (0,0), en coordenadas polares (r, ©) tiende a (0, 6).

Ya que en polares el origen es el punto r =0 para todo 8.

3

r‘cos’d ., s
———=lim_, ,,rcos’0=0

r

X .
=lim

Iim - =
X +y?

(x,y)—(0,0) (r.0)—(0,0)

Ademas si graficamos la funcién, vemos que los valores de f tienden a cero cuando
consideramos puntos del dominio que se aproximan al origen.

Calculemos las derivadas parciales de esta funcién en (0,0). Dado que la funcién esta
definida por partes, no podemos usar las reglas de derivacion y tenemos que recurrir a
la definicién:

i =lim,_, FO6G+hYe) = 10X, Ys) Siempre que el limite exista.
OoX ” h

(Xo0.Yo)
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Calculemos los términos del limite anterior por separado para (xo, yo)= (0, 0):
h3
h? +0?

f(x,+h,y,)=f(h0)= —h

f (% Y,) = £(0.0) =0

Reemplazando en la definicién de derivada parcial de f con respecto a x en (0, 0):

Del mismo modo, calculamos la derivada parcial de f con respecto a y en (0, 0):

of

%y

Calculemos los términos del limite anterior por separado para (xo, yo)= (0, 0):

0
0° +h?

=lim,_, F 0% Yo + hl’)l = P00 Y0) Siempre que el limite exista.

(0,0)

=0

f(x,,y,+h)=f(0,h)=

F (%, ¥,) = F(0,0)=0
Reemplazando en la definicién de derivada parcial con respecto a y:

ﬂ =lim 9=0

h—0
ay (X0:¥0) h
Finalmente obtenemos

f

X

1

(0,0) -

y ‘(o,o) o

Hasta aca podemos concluir que la funcién es continua en el origen y sus derivadas
parciales estan definidas en dicho punto.

Ahora veamos por qué la funcién no es diferenciable en el origen.
Como sugiere la ayuda, lo encaramos por el lado de la derivada direccional.

Sabemos, por definicién, que la derivada direccional de f en el punto Po (xo0,y0) en la
direcciéon del vector unitario u=(ul,u2) es el namero:
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f(xo + Sul’ yo +SU2) — f (Xo’ yo)
S

Siempre que el limite exista.

También sabemos que existe un teorema que establece que si una funcién es
diferenciable en un punto, la derivada direccional en CUALQUIER direccién dada por un
vector unitario u, se puede calcular como el producto escalar entre el vector gradiente
(evaluado en el punto en cuestion) y el vector unitario:

df

:Vf 0
o =),

u,pRy

Para probar que la funcion no es diferenciable, vamos a recurrir al contra reciproco del
teorema anterior, es decir:

Si una funcién no es diferenciable, entonces para algin vector unitario u:

df
- \V4i 0
dS # ( )PO u

u,R,

Eligiendo el vector unitario
5 2 2
U=(—,—

( > )

Podemos verificar por definiciéon que:

f(x +sﬁ,y +sﬁ)—f(x ' Y,)
df ; 0 2 0 2 0' Jo
N :I|m5—>0
ds|, S

Calculemos los términos del limite anterior:

V2 V2 V2o 2. §s(212)

f(X +5~2 vy +5 )= (s s 5 = =s(~/212)
08 Yot s ) =18 s o) = G2 - V212

F(%,,¥,) = £(00) =0

Reemplazando en el limite:

a iim 0S(ﬁlsz)g_oz(ﬁm)s:(Jﬁ/ss)zﬁE

dS S

u,Ry

Ahora calculemos el producto punto entre el gradiente de f en Po y el versor u:

(Vf )PO =(10) U= (\25 ) \25)
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(Vf )PO ‘U= 7

Vemos que

df

—  #(Vf) -0

dS oh ( )PO

Porque

V2 V2

4 2

Por lo tanto podemos concluir que f no es diferenciable en el origen. En este punto vale
aclarar que el valor correcto de la derivada direccional es el obtenido por definicién y no
el que resulta de calcular el producto escalar.



