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Análisis Matemático II 

TP4b: Ejercicio 15 

 

 

 

a) El ejercicio nos pide que usemos el teorema de Stokes para calcular la circulación, 

es decir, nos está pidiendo que calculemos la integral de superficie del rotacional 

del campo vectorial, a través de alguna superficie conveniente. 

Primero calculamos el rotacional del campo F: 

𝑟𝑜𝑡 𝐹⃗ = |

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥⁄ 𝜕
𝜕𝑦⁄ 𝜕

𝜕𝑧⁄

𝑥2 2𝑥 𝑧2

| = (0; 0; 2) 
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Ahora tenemos elegir alguna superficie S que tenga a la curva C (elipse) como frontera. 

Elegimos la superficie plana del interior de la elipse. La parametrización natural de una 

superficie elíptica se puede escribir de la siguiente manera: 

𝑟(𝑟, 𝜃) = (𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃; 𝑏𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃; 0) 

0 ≤ 𝑟 ≤ 1 

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 

En esta elipse en particular, a=1 y b=2. 

Las derivadas parciales del vector posición resultan: 

𝑟𝑟(𝑟, 𝜃) = (𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃; 𝑏𝑠𝑒𝑛𝜃; 0) 

𝑟𝜃(𝑟, 𝜃) = (−𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃; 𝑏𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃; 0) 

Calculamos el producto vectorial que dará la dirección del vector normal a la superficie 

elíptica: 

𝑟𝑟 𝑥 𝑟𝜃 = |
𝑖 𝑗 𝑘

𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑏𝑠𝑒𝑛𝜃 0
−𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑏𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 0

| = (0; 0; 𝑎𝑏𝑟) 

Si recorremos la circunferencia en sentido antihorario con la mano derecha, nuestro 

dedo pulgar apuntará en dirección z positiva, la misma dirección que el vector anterior, 

por lo cual concluimos que 𝑟𝑟 𝑥 𝑟𝜃  tiene el sentido adecuado para obtener la circulación 

antihoraria.  

Si por ejemplo, en algún ejercicio el signo es opuesto al que necesitamos, sólo invertimos 

el orden de los vectores, es decir, en vez de usar 𝑟𝑟 𝑥 𝑟𝜃 , usamos 𝑟𝜃  𝑥 𝑟𝑟. 

Volviendo al teorema de Stokes: 

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∬ 𝑟𝑜𝑡𝐹⃗ ∙ 𝑛 ̂𝑑𝜎
𝑆

= ∬ 𝑟𝑜𝑡𝐹⃗ ∙
(𝑟𝑢 𝑥 𝑟𝑣)

‖𝑟𝑢 𝑥 𝑟𝑣‖
‖𝑟𝑢 𝑥 𝑟𝑣‖

𝑑 𝑏

𝑐 𝑎

𝑑𝑢𝑑𝑣 

Reemplazamos en la integral de superficie de campo vectorial: 

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∬ (0,0,2) ∙ (0; 0; 𝑎𝑏𝑟)

2𝜋 1

0 0

𝑑𝑟𝑑𝜃 

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∬ 2𝑎𝑏𝑟

2𝜋 1

0 0

𝑑𝑟𝑑𝜃 

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= 4𝜋 
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b) Procedemos del mismo modo que en el ejercicio anterior. Calculamos el rotacional 

del campo F: 

𝑟𝑜𝑡 𝐹⃗ = |

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥⁄ 𝜕
𝜕𝑦⁄ 𝜕

𝜕𝑧⁄

2𝑦 3𝑥 −𝑧2

| = (0; 0; 1) 

Ahora tenemos que elegir alguna superficie S que tenga a la curva C (circunferencia) 

como frontera. Elegimos la superficie plana del interior y parametrizamos: 

𝑟(𝑟, 𝜃) = (𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃; 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃; 0) 

0 ≤ 𝑟 ≤ 3 

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 

Las derivadas parciales del vector posición resultan: 

𝑟𝑟(𝑟, 𝜃) = (𝑐𝑜𝑠𝜃; 𝑠𝑒𝑛𝜃; 0) 

𝑟𝜃(𝑟, 𝜃) = (−𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃; 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃; 0) 

Calculamos el producto vectorial que dará la dirección del vector normal a la superficie: 

𝑟𝑟  𝑥 𝑟𝜃 = |
𝑖 𝑗 𝑘

𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑒𝑛𝜃 0
−𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 0

| = (0; 0; 𝑟) 

Si recorremos la circunferencia en sentido antihorario con la mano derecha, nuestro 

dedo pulgar apuntará en dirección z positiva, la misma dirección que el vector anterior, 

por lo cual concluimos que 𝑟𝑟 𝑥 𝑟𝜃  tiene el sentido adecuado para obtener la circulación 

antihoraria.  

Volviendo al teorema de Stokes: 

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∬ 𝑟𝑜𝑡𝐹⃗ ∙ 𝑛 ̂𝑑𝜎
𝑆

= ∬ 𝑟𝑜𝑡𝐹⃗ ∙
(𝑟𝑢 𝑥 𝑟𝑣)

‖𝑟𝑢 𝑥 𝑟𝑣‖
‖𝑟𝑢 𝑥 𝑟𝑣‖

𝑑 𝑏

𝑐 𝑎

𝑑𝑢𝑑𝑣 

Reemplazamos en la integral de superficie de campo vectorial: 

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∬ (0,0,1) ∙ (0; 0; 𝑟)

2𝜋 3

0 0

𝑑𝑟𝑑𝜃 

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∬ 𝑟

2𝜋 3

0 0

𝑑𝑟𝑑𝜃 

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= 9𝜋 


