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TP4b: Ejercicio 4

4. Calcule el drea de la superficie dada por:
a) la porcién del plano y + 2z = 2 dentro del cilindro x> + 2% = 1

b) La porcién de cono z = 24/x% + y?, entre los planos z =2y z = 6.
¢) La porcion de paraboloide: z = 2 — x? — y?, cortado por el cono z = /x2 + 12.
d) La porci6n inferior de la esfera x> + y> + z2 = 2, cortada por el cono z = /x2 + y2.

a) Primero graficamos la superficie. Vemos que, al cortar el plano con un cilindro,
la superficie resultante es una elipse.

Recordemos que parametrizar una superficie suave y orientable consiste en elegir dos
parametros que permitan expresar el vector posicién de cada punto de la superficie de
manera biunivoca, es decir, que para cada par de valores de los parametros se obtenga
s6lo un punto de la superficie. Existen infinitas maneras de parametrizar una superficie.

El vector posicion de una superficie general parametrizada por u, v tiene la forma:
7(w.v) = (x(u.v); y(u, v); z(u.v))
a<u<b
c<v<d

Las coordenadas del vector posicion entre el origen y cada punto de la superficie, seran
funciones de los parametros que elijamos.
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Debemos encontrar la parametrizacién “natural” de la superficie, es decir, aquella que
nos permita representarla con parametros que varien entre valores constantes. Veremos
que una adecuada parametrizacién permitira facilitar el calculo de integrales.

En este caso, veamos qué pasa si elegimos a X y z como parametros; el vector posicién
resulta:

7(x,z) = (x;2 — 22;z)

—J1—-2z2<x<+1-—22
-1<z<1

Si bien es una parametrizaciéon valida, vemos que los extremos de integracién del
parametro x no son constantes.

Veamos qué pasa si elegimos la parametrizacion en coordenadas polares sobre el plano
X-Z:

7(r,0) = (rcosf; 2 — 2rsend; rsenh)
0<r<i
0<6<2nm
Ahora si, la parametrizacion es mas conveniente para calcular la integral de superficie.
Las derivadas parciales del vector posicion resultan:
7-(r,0) = (cosB; —2send; senh)
79(r,0) = (—rsen8; —2rcos0; rcosH)
Calculamos el producto vectorial:
i j k
T-XTg =| cosO —2senf  senf | = (0; —r; —2r)
—rsenf —2rcosf rcos6O
El médulo del producto vectorial resulta
|7 x 7]l = V/5r

Recordemos la forma general para calcular el area de una superficie parametrizada por
los parametros u, v:

db
A=ff da=ff||?uxﬁ,||dudv
S ca

Expresamos la integral para obtener el area de la elipse:

2w 1

A= ff V5rdrd = V5m
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b) Debemos encontrar una parametrizacion adecuada que represente el area del
cono entre los planos z=2 y z=6.

En este caso nos conviene usar coordenadas polares en el plano x-y.

Para encontrar los radios de interseccién entre el cono y los planos, igualamos las
expresiones, es decir:

z=2Jx*+y?=2
r=1

z=2/x*>+y?=6
r=3

Ahora si, escribimos la parametrizaciéon en coordenadas polares con los extremos del
parametro r calculados anteriormente:

7(r,0) = (rcosf; rsend; 2r)
1<r<3
0<6<2m
Las derivadas parciales del vector posicion resultan:
7.(r,8) = (cosO; send; 2)
79(r,8) = (—rsend; rcos6; 0)
Calculamos el producto vectorial:
i ik
cos@ send 2
—rsenf rcosf 0

T X Ty = = (—2rcos6; —2rsenb;r)
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El médulo del producto vectorial resulta
17 x 7|l = V/5r

La forma general para calcular el area de una superficie parametrizada por los

db
A:ff dazﬂll?uxﬁ;lldudv
S ca

Expresamos la integral para obtener el area de la superficie:

parametros u, v:

2w 3

A= ff \5r drd6 = 851
01

¢) Debemos calcular el area del paraboloide que queda por encima del cono.

]

- — = — —t= =

Nuevamente conviene parametrizar utilizando coordenadas polares en el plano x-y.
Para ello, primero encontremos el radio de interseccién entre las dos superficies:

z=2—-x2—y?=2—-r?
Igualamos ambas expresiones:
Resolvemos la ecuacién cuadratica en r:

r’4+r—-2=0

r=1y r=-2
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Descartamos la solucién negativa y concluimos que el radio de interseccién es r = 1.
Planteamos la parametrizacién:
7(r,0) = (rcosf;rsend; 2 — r?)
0<r<i
0<6<2nm
Las derivadas parciales del vector posicidon resultan:
7.(r,0) = (cos8; send; —2r)
79(r,0) = (—rsend; rcoso; 0)
Calculamos el producto vectorial:
i j k
T.x7g=| cosd® senf —2r|= (2r’cos6;2r?send;r)
—rsenf rcosf 0

El médulo del producto vectorial resulta
|7 x 7gll = rV4r2 + 1

La forma general para calcular el area de una superficie parametrizada por los

parametros u, v:
db
A= ff do = ﬂ I, x 7|l dudv
S
ca

Expresamos la integral para obtener el area de la superficie:

21l

A= ﬂ 4% + 1drdo =%(5x/§—1)
00
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d) Debemos calcular el area del sector de esfera que queda por debajo del cono.

En este caso nos conviene parametrizar en coordenadas esféricas. La coordenada p (rho)
es igual a 1 en toda la integracién, por lo cual tomaremos como parametros las
coordenadas ¢ y 6. Se puede ver facilmente que 8 varia entre 0 y 2n. Veamos cémo
calcular el intervalo de variacién de ¢.

Debemos encontrar el radio de interseccion entre la esfera y el cono:
x2+yr+z2=2
72 + z? = 2 (esfera en cilindricas)
z = r (cono en cilindricas)

Reemplazamos la ecuacién del cono en la esfera:

2r?2 =2
Resolvemos la ecuacién cuadratica en r:

r=4=1

Descartamos el valor negativo, y planteamos trigonometria para encontrar el extremo
inferior de @:
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Como p=v2 y r=1, el 4ngulo ¢ es 45°.
Planteamos la parametrizacién:
#(@,0) = (V2 seng cos8; V2 seng send; V2 cose)
T/4<@<m
0<0<2m
Las derivadas parciales del vector posicion resultan:
7,(r,0) = (V2 cosg cos8; V2 cosp send; —/2 seny)
79 (r,0) = (—V2 seng senf; V2 seng cosb; 0)

Calculamos el producto vectorial:

i j k
T XTy = V2 cos@ cos6 V2 cos@ senf -2 seng
-2 seng senf V2 seng cos6 0

7. x 79 = (2 sen®@ cosB; 2 sen’@ senb; 2 seng cos)

El mé6dulo del producto vectorial resulta

|17 x 751l = 2seng./ sen?¢ + cos?p = 2senp

La forma general para calcular el area de una superficie parametrizada por los

parametros u, v:
db
A= ff do = ﬂ I, x 7|l dudv
S
ca

Expresamos la integral para obtener el area de la superficie:

2n \/E
A= ﬂ 2seny dedf = 4n(1 + 7)
om/4



