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13.

Algunos ejercicios resueltos del TP4b
11c-13a-15a-18-26b-32

Calcule la integral de la funcién f dada en la superficie S indicada:

c) f(z,y,z) = 2%\/5 — 4z sobre el domo parabédlico z = 1 — 22 — 32, z > 0.

Debemos hallar // f(z,y,z)do y, para ello, necesitamos una parametrizacién de la superficie
S. Una forma de parametrizarla es
r(r,0) = (rcosf,rsenf,1 —r?), 0< 0 <2r 0<r<1.

En este caso

r.(r,0) = (cosf,senf, —2r)
ro(r,0) = (—rsenf,rcosh,0)
(r, x rg)(r,0) = (2r? cos 0, 2r° sen §, )
|(r; X 1g)(r,0)] =1V 4r2 + 1

Yy, asi,

//Sf(f”’y’z) do = //Df@r(h 0))|(xr x xg)(r,0)| dr db
= /27r /17~200529\/5_4(1 T2 /472 § 1dr df
0 0

27 1
= / / 3 cos? 0(4r2 + 1)dr db
o Jo
E

= —m.
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Encuentre las integrales de superficie de los campos vectoriales dados, a través de la porcién de
la esfera 22 + y? + 22 = a? (a > 0) en el primer octante, en la direccién que se aleja del origen.
a) F(z,y,z) = zk.
b) F(x,y,2) = (y,—z,1).
a) Necesitamos contar con una parametrizacién de esta superficie, por ejemplo:

r(¢,0) = (acosfsen¢,asenfsenp,acosp), 0 < ¢ <7w/2, 0<0<7/2.

En este caso:

ry(¢,0) = (acosfcos ¢, asend cos p, —asen @)
rg(¢,0) = (—asenfsen ¢, acosfsenp,0)

(r¢ xrg)(p,0) = (a® cos @ sen? ¢, a® sen f sen? ¢, a® cos ¢ sen ¢)

Veamos si la orientacién que este producto vectorial nos provee es la correcta (caso contrario,
debemos cambiar el sentido al producto vectorial). Para ello elegimos valores para los pardmetros,
por ejemplo 0 = T y ¢ = T y evaluamos:
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Como se aprecia en la imagen, la orientacién es la indicada. Entonces calculamos la integral de
superficie pedida:

[ ¥ iz = [| Pao0) o vy, do o
w/2 pw/2
= / / (0,0,acos @) - (a% cos @ sen® ¢, a” sen fsen? ¢, a” cos ¢ sen ¢)dep db
0 0

w/2 pw/2
= / / a® cos? psen ¢)do db
0 0
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15. Utilice el teorema de Stokes para calcular la circulacién de F a lo largo de la curva C' mediante
la integral de superficie correspondiente.

a) F = (22,22,2%) y C: la elipse 422 + 32 = 4 en el plano xy, en sentido antihorario.

b) F = (2y,3x,—22) y C: la circunferencia 22 + y? = 9 en el plano zy, en sentido antihorario.

a) La curva es la elipse de la figura y podemos elegir la superficie plana encerrada por dicha
elipse.
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Segun el Teorema de Stokes, bajo ciertas condiciones ¢ F - dr = // (V X F)-ndo. Podemos
C S
parametrizar la superficie plana encerrada por la elipse por medio de

r(r,t) = (rcos(t),2rsen(t),0), 0 <t <2m, 0<r<1.
En este caso,
r.(r,t) = (cos(t),2sen(t),0), ri(r,t) = (—rsen(t),2r cos(t),0), r.(r,t) x r(r,t) = (0,0,2r).

Debemos constatar que la orientacién inducida por este producto vectorial sea la deseada, en-
tonces verificamos con una eleccién de valores de los pardmetros que lo sea (caso contrario
cambiamos los signos de todas las componentes del vector V x F(z,y, z) = (0,0, 2)). Podemos
elegir, por ejemplo, r =1y ¢t =0y asi r(1,0) = (1,0,0) y r(1,0) x r(1,0) = (0,0,2). Vemos



que la orientacién es positiva con respecto a la orientacion de la curva C, de manera que no
hacemos ningin cambio. Por otra parte, V x F(z,y, z) = (0,0, 2), de manera que:

§I§CF-dr=/S(VxF)-nda

2 1
= [ [ @ x a0 e < xara
o Jo
7r/ (0,0,2) - (0,0, 2r)dr dt
/ 4rdrdt
472
2

dt
0
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18. Sea S el cilindro 22 + 4% = a? con a > 0y 0 < z < h, junto con su tapa superior, 2 + y? < a?,
z = h. Sea F = (—y, z,2?%). Utilice el teorema de Stokes para encontrar el flujo de V x F hacia
fuera a través de S.

Segun el Teorema de Stokes,
J]7 xF@p.2) n = Pl Tas,
S C

donde C es la curva frontera de la superficie S; en este caso, C es la circunferencia X2+ 1% = a
en el plano xy. Para que la orientacién de la curva sea positiva con respecto a la orientacién de
S, ésta debe estar orientada en sentido positivo visto desde el semieje z positivo.
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Podemos parametrizar la curva C' por medio de r(t) = (acos(t),asen(t),0), 0 <t < 2m; en este
caso se tiene r'(t) = (—asen(t), acos(t),0). Asi:

27
%F(w,y,z)-Tds:/ F(x()) - /(1) dt
C 0

= /%(—a sen(t), a cos(t), a® cos?(t)) - (—asen(t), a cos(t),0) dt
0

21
= / a? dt
0

= a2, ]

26. Use el teorema de la divergencia para calcular el flujo de F hacia afuera de la superficie S frontera
de D, siendo

a) F=(y—x,z—y,y —x) y D el cubo acotado por los planos z = +1, y = £1, z = +1.
b) F = (622 + 2xy)i + (2y + 222)j + (42%y®)k y D la regién en el primer octante cortada por
22 +y> =4y el plano z = 3.

b) %KéF(m,y, 2)do = //D(v F)(2,y,2) dV




(V-F)(z,y,2) =120+ 2y + 2

%F(m,y,z)doz///D(V-F)(a:,y,z)dv
:///D(12x+2y+2)dV

w2 2 3
= / / / (12r cosf + 2rsenf + 2)r dz dr df
0 o Jo

=112 + 6. |

32. Sea F = (x,y,z) y suponga que una superficie S y una regién sélida D satisfacen las hipStesis
del teorema de la divergencia. Demuestre que el volumen de D estd dado por la férmula

Volumen de D = 1//F~nda.
3 /s

Dado que (V- F)(z,y, 2) = 3, en este caso tenemos:

Volumen deD:///Dldv
—é///éi%dv
=%/[/D<V-F><x,y,z>
ZB#SF.nda. m



