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Ejemplos

Densidad

Escaso
Alcoholes
\L
Zumo de frutas
Fuerte ¥ Bebidas muy
© azucaradas
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Pardbolas y = ax?

y=ax
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Pardbolas y = ax?

y=ax
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f(x,a)
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- f(x,a)

Parabolas y

19/105

Funciones de varias variables
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Ejemplo: cuerda vibrante, arménicos
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Ejemplo: cuerda vibrante, arménicos
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Ejemplo: cuerda vibrante, arménicos

_
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Ondas estacionarias o modos normales de vibracién; sus frecuencias se
[laman armoénicos.
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Ejemplo: cuerda vibrante, primer armédnico

A=2L fundamental
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Algunas definiciones

Definicién
Una funcién de varias variables tiene su dominio D contenido en R" y sus
imagenes son ndmeros reales:

f:D=R /[ (z1,22,- ,2Zn) > w= f(z1,%2, - ,%n)
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imagenes son ndmeros reales:

f:D=R /[ (z1,22,- ,2Zn) > w= f(z1,%2, - ,%n)

El conjunto de valores reales w asignados por f es el rango de la funcién.
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Algunas definiciones

Definicién
Una funcién de varias variables tiene su dominio D contenido en R" y sus

imagenes son ndmeros reales:

f:D=R /[ (z1,22,- ,2Zn) > w= f(z1,%2, - ,%n)

El conjunto de valores reales w asignados por f es el rango de la funcién.
Cada z;, 79 =1,2,--- ,n es una variable independiente, mientras que w es

variable dependiente.
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Algunas definiciones

flz,y) = Vy —a?
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Algunas definiciones

flz,y) = Vy —a?

D(f) ={(z,y) eR* : y > 2”};
I(f) = [0,400)
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Algunas definiciones

2 -1

o 1

D(f) ={(z,y) ER® 1y > 2”}
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Algunas definiciones

2 -1

o 1

D(f) ={(z,y) ER® 1y > 2”}
2
g(xayv’z) ZZM
VT =Y
D(g) ={(z,y,2) ER* 12 >0,y >0,z # y}
]

o
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Ejemplo

Gréfico de f:
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Conceptos topoldgicos

Llamamos bola (abierta) de centro Py(xo,yo0) y radio r > 0 al conjunto
{P(z,y) e R*: \/(z —20)2 + (y — 90)* <7}

Llamamos bola (abierta) de centro Py(xo, Yo, 20) y radio r > 0 al conjunto
{P(z,y,2) €R*: /(& — 20)? + (y — y0)? + (2 — 20)* < 1}

Un entorno abierto de P es una bola abierta de R™ que contiene a P.
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Conceptos topoldgicos

Sea D C R™ y sea Py un punto de R™ (Py(z0,y0) o Po(xo, Yo, 20))-

Py es un punto interior de D si existe un entorno abierto (bola) de P
incluido en D.

Py es un punto frontera de D si para todo entorno abierto (bola) de Py
hay puntos del entorno que pertenecen a D y hay puntos del entorno que
no pertenecen a D. (No la definicién del libro.)

¥

_Punto

R frontera

‘
®-~Punto
interior

\
Frontera de R

-~ X

La frontera y los puntos interiores de una region R
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Conceptos topoldgicos

D es una regién abierta si todo punto de D es un punto interior de D.

D es una regién cerrada si todos los puntos frontera de D pertenecen a D.

D es una regién

D es una regién
del libro.)

acotada si existe una bola B tal que D C B.

no acotada si ninguna bola la incluye. (No la definicién
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y) = /y — 22 es
D(f) ={(z,y) eR? 1y > 2*};
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y) = \/y—irc2 es
D(f) ={(z,y) € R?:y > a:2}; D no es abierto,
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y) = \/y—irc2 es
D(f) = {(z,y) € R? : y > 2%}; D no es abierto, es cerrado y
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y) = /y — 22 es

D(f) = {(z,y) € R? : y > 2%}, D no es abierto, es cerrado y no es
acotado.
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y) = /y — 22 es
D(f) = {(z,y) € R? : y > 2%}, D no es abierto, es cerrado y no es
acotado.

1

Vy—a?

D = {(x,y) € R? : y > 2} y es abierto, no es cerrado y no es acotado.

El dominio de la funcién dada por g(z,y) =

€s

El conjunto R? (como subconjunto de R?)

Funciones de varias variables 30 /105



Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y) = /y — 22 es
D(f) = {(z,y) € R? : y > 2%}, D no es abierto, es cerrado y no es
acotado.

1

Vy—a?

D = {(x,y) € R? : y > 2} y es abierto, no es cerrado y no es acotado.

El dominio de la funcién dada por g(z,y) =

€s

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Una bola abierta de R? (como subconjunto de R?)
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y) = /y — 22 es
D(f) = {(z,y) € R? : y > 2%}, D no es abierto, es cerrado y no es
acotado.

El dominio de la funcién dada por g(z,y) = \/172 es
Yy—x

D = {(x,y) € R? : y > 2} y es abierto, no es cerrado y no es acotado.

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Una bola abierta de R? (como subconjunto de R?) es abierto, no es
cerrado y es acotado.

Un disco plano abierto incluido en el plano 2y (como subconjunto de R3)
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y) = /y — 22 es
D(f) = {(z,y) € R? : y > 2%}, D no es abierto, es cerrado y no es

acotado.

El dominio de la funcién dada por g(z,y) = \/172 es
Yy—x

D = {(x,y) € R? : y > 2} y es abierto, no es cerrado y no es acotado.

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Una bola abierta de R? (como subconjunto de R?) es abierto, no es
cerrado y es acotado.

Un disco plano abierto incluido en el plano 2y (como subconjunto de R3)
no es abierto, no es cerrado y es acotado.
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Definiciones de grafica, conjuntos (curvas y superficies) de

nivel y curvas de contorno

Definicidn
Dada una funcién f: D — R, (D C R"), se llama

o Grafico de f al conjunto

Gf = {(3:1, ...,a:n,f(xl, ...,xn)) e Rt (3;'1,.__

,Zn) € D}.
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Definiciones de grafica, conjuntos (curvas y superficies) de
nivel y curvas de contorno

Definicidn
Dada una funcién f: D — R, (D C R"), se llama

o Grafico de f al conjunto
Gr={(z1, ..., n, f(z1, ..., 7)) € R"L 2 (24,...,3,) € D}

e Conjunto de nivel (k) de f al conjunto
{(z1, ..., zn) € D : f(x1,...,20) = k}, para k € Im(f). SiD C R?,
los conjuntos de nivel suelen ser curvas; si D C R3, superficies.
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Definiciones de grafica, conjuntos (curvas y superficies) de
nivel y curvas de contorno

Definicidn

Dada una funcién f: D — R, (D C R"), se llama

o Grafico de f al conjunto
Gr={(z1, ..., n, f(z1, ..., 7)) € R"L 2 (24,...,3,) € D}

e Conjunto de nivel (k) de f al conjunto
{(z1, ..., zn) € D : f(x1,...,20) = k}, para k € Im(f). SiD C R?,
los conjuntos de nivel suelen ser curvas; si D C R3, superficies.

e Curva de contorno de f (definida en un subconjunto de R?) al
conjunto {(z1,72,k) € R : f(x1,x9) = k}, para k € Im(f).
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Representacion de funciones de dos variables

Grdfico de f

Curvas de nivel de f

(Ejemplo de Stewart)

Funciones de varias variables
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Curvas de contorno y curvas de nivel

45 b
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Representacion de funciones de tres variables: superficies
de nivel

f(l',y,Z):.%'2+y -z

. \
v, 2=0
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Ejemplo: cerebro
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Definicidn de limite

Definicion
Sea f: D — R, con D C R". Sean Py(x1,...z,) € R" y L € R. Decimos
que f tiende al limite L cuando P tiende a Py, y escribimos

) P)=1L
PSP =L

si los valores f(P) se acercan arbitrariamente a L cuando P se acerca
suficientemente a Fj.
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Definicién de limite en R2

En R%: Py(zo0,v0) y P(z,v);

lim z,y) =L,
(xvy)ﬁ(xo,yo)f( )

si f(z,y) toma valores arbitrariamente cercanos a L cuando consideramos

todos los puntos (z,y) en un entorno de (xg,yp) de radio positivo,
suficientemente pequefio.

L+e¢
L

L—¢

(0, yo)
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Propiedades de limites de funciones de varias variables

Propiedad

Si L y M son nidmeros reales y

lim z,y) =1L lim
(x,y)*(xmyo)f( v) 4 (z,y)—(z0,30)

entonces:

g(z,y) = M,

Funciones de varias variables
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Propiedades de limites de funciones de varias variables

Si L y M son nidmeros reales y
lim z,y) =1L lim x,y) = M,
(z,y)—(z0,y0) fey) Y (z,y)—(z0,30) 9(zy)
entonces:
1.Suma y resta lim (fxg)(x,y)=L+tM
(z,y)—(z0,90)
2.Producto lim  (fg)(z,y) = LM
(z,y)—=(x0,90)
3.Cociente 1 <f> (x,y) L siM #0
.Coci fm =) (x,y) = —, si
(z.y)—(@o,50) \ g Y M
4.Potencia lim  (f(z,y))"=L",sineN
(z,y)—(z0,y0)
5.Raiz lim Vf(x,y) = {LFL, sin €N; sin, par, L > 0.
(z,y)—(z0,y0)

SIN DEMOSTRAR. Valido para n variables.
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Ejemplos: limites que existen.

lim STy S
(z,9)—(0,1) 22y + by — 33
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Ejemplos: limites que existen.

lim LTS g
(z,9)—(0,1) 22y + by — 33
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Ejemplos: limites que existen.

lim TS g
(z,y)—(0,1) 22y + bay — y3 -
lim v~y = lim (m —2y) Vet Vy)
()00 VI =T w001 (V= /5) (VE+ /D)
= lim z i G )(\ij\[):O
(z,y,2)—(0,0,1) =y
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lim ——"Y
(z,9)—(0,0) 22 + 32
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lim Y
(z,9)—(0,0) 22 + 32

f@y) = oy J@,0)=0; [(0,4) =0
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lim Y
(z,9)—(0,0) 22 + 32

flay) = s .00 =05 (0,)

72

T 22

(a,2) ;
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

T
lim v no existe
(2.9)—(0,0) T2 + y?

f@y) = oy J@,0)=0; [(0,4) =0
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

l’yz

li L
(e0)(0.0) 2% + ¢

Funciones de varias variables 43 /105



Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2
lim
(z,y)—(0,0) T° + Yy
2
Yy
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lim Y
(zy)—(0,0) 22 + y*
2
Ty . _ 0 _ 0.
f(xay) = ma f(.T,O) - 07 f(()?y) _Oa
z(mz)? ma

f(z,mz) =

= = —
22 4+ (mx)* 1+ m*a? (2)—(0,0)
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

ny

li L
(29)5(0.0) 72 + 1/
2

J@y) = sy J@,0) =05 f(0,4) =0

z(mx)? oma .
f@ma) = 2571 (ma) ~ T+ mia? @00 "

Funciones de varias variables 43 /105



Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

. zy? .
lim ———— no existe
(2.y)—(0,0) 22 + y*

2

J@y) = sy J@,0) =05 f(0,4) =0

z(mx)? oma .
f@ma) = 2571 (ma) ~ T+ mia? @00 "
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Continuidad

Definicidn

Una funcién f es continua en un punto Py si:

o f esta definida en Fp;
@ existe i P
dste lim f(P)y
o Iim f(P)= f(F).
Jim {(P)= f(R)
Una funcién f es continua en un conjunto D si es continua en todos los
puntos de D.
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Continuidad

Definicidn
Una funcién f es continua en un punto Py si:

o f esta definida en Fp;

o existe lim f(P

Jim f(P)y
o lim f(P)= f(P).
Jim {(P)= f(R)

Una funcién f es continua en un conjunto D si es continua en todos los
puntos de D.

Observacién

Los polinomios y las funciones racionales son continuos en los puntos de
sus respectivos dominios.

Analizar ejemplos.
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Continuidad: ejemplos

w R
f(x,y) » ms (x,}’) # (0, 0) f(x,y) ={ 2+ yz, (x,y) #* (0, 0)

G, (x,y) = (0,0) 0, (x,y) = (0,0)
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Recorrido

© Derivadas parciales
@ Introduccién
@ Derivadas parciales de orden superior
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Definicién de derivada parcial (D(f) C R?)

Definicidn

La derivada parcial de f con respecto a = en el punto (xg,yo) es

of

of _ 1 @0+ R yo) — f(zo, 40)
Ox

h—0 h ’

fz(z0,%0) =

('TO’yO)

si tal limite existe.
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Definicién de derivada parcial (D(f) C R?)

La derivada parcial de f con respecto a = en el punto (xg,yo) es

of

ox

~ lim f(xo+ h,y0) — f(:EOvyO)’
h—0 h

fz(z0,%0) =

(:DO:yO)

si tal limite existe.

Definicion

La derivada parcial de f con respecto a y en el punto (zg,yo) es

fy(x0,90) = o1

_ lim f(zo,y0 + h) — f(z0,v0)
Oy

h—0 h ’

(m07y0)

si tal limite existe.
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)

X Po(3.5,1.5)
|

D¢

50 /105
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)

PR R
- L 2 1
1
X Po(3.5,1.5)1
1

u}
o)
I
i
it

D¢
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)
f2(3.5,1.5) = 1.8

o A
N
X

]

1
Po(3.5,1.5)!1
|
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Interpretacién geométrica derivadas parciales (D C R?)

2]

Esta recta
tangente tiene una P(xg. ¥o. fixg. ¥o)) Estarecta
tangente tiene

pendiente £,(xg. Yo)- ™
pendiente f.(xg, ¥o).

Lacurva z = flx,, ¥)
enel plano x =x;,

Lacurva z = fix, y)
enel planoy =y,

7= flxy)
/

—

Y =X (xg, Yo)
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Aplicacién al caso de las ondas

i Coémo se interpretan en este ejemplo las derivadas parciales de la funcién
posicién u(z,t) de la particula en la ubicacién seleccionada, xg, y en el
instante elegido, tg, con respecto a z y con respecto a t, respectivamente?

Funciones de varias variables 54 /105



Definicién de derivada parcial (D C R3)

La derivada parcial de f(z,y, z) con respecto a z en el punto (xg, Yo, 20) €s

of
ox

_ i f(xo + h, Y0, 20) — f(0, Y0, 20)
= lim ,
h—0 h

fm(x()ayOaZO) =

(%0,Y0,20)

si tal limite existe.
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Definicién de derivada parcial (D C R3)

Definicidon

La derivada parcial de f(z,y, z) con respecto a z en el punto (xg, Yo, 20) €s

fz(z0, Y0, 20) = (;f

_ i f(xo + h, Y0, 20) — f(0, Y0, 20)
— 111m
h—0 h

I

(%0,Y0,20)

si tal limite existe.

Similarmente se definen las derivadas parciales de una funcién de tres
variables con respecto a y y a z.
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Definicién de derivada parcial (D C R3)

Definicidon

La derivada parcial de f(z,y, z) con respecto a z en el punto (xg, Yo, 20) €s

of

h _
fo(@o, 30, 0) = 1 £ @0+ 130, 20) — £ (0,90, 20)

h—0 h ’

(%0,Y0,20)

si tal limite existe.

Similarmente se definen las derivadas parciales de una funcién de tres
variables con respecto a y y a z.

En este caso la derivada se interpreta como la razén instantanea de
cambio de la funcién en la direccién que corresponda (z, y o z).
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Calculo de derivadas parciales (D C R")

Forma de calcular derivadas parciales

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(z1,--- ,xy,) con
respecto a una de sus variables, z;, derivamos aplicando las reglas de
derivacion usuales, considerando a las otras variables como constantes.
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Calculo de derivadas parciales (D C R")

Forma de calcular derivadas parciales

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(z1,--- ,xy,) con
respecto a una de sus variables, z;, derivamos aplicando las reglas de
derivacion usuales, considerando a las otras variables como constantes.

Ejemplo
Dada f(z,y) = sen(x)y?, se tiene que

folz,y) = cos(:c)y2 y fylz,y) = sen(x)2y.

A\,
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Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

[0, sixzy#O0;
f($’y)_{1, si zy = 0.
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, sixy#D0;
si zy = 0.

f(zy) :{ .
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Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

flz,y) = { (1)’ oy 7 0;

@ No existe lim  f(x,y),
si zy = 0. (z,y)—(0,0) (@9)
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Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

flz,y) = { (1)’ oy 7 0;

@ No existe lim  f(x,y),
si zy = 0. (z,y)—(0,0) (@9)

@ f no es continua en (0,0),
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Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

|0, sizy#O0;
flz,y) = { 1, sizy=0. (z,y)—(0,0)

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas

parciales de f en (0,0):

Funciones de varias variables

o Noexiste lim  f(x,y),
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Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

flz,y) = { (1)’ oy 7 0;

@ No existe lim  f(x,y),
si zy = 0. (z,y)—(0,0) (@9)

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas
parciales de f en (0,0):

f(O+h,0)— f(0,0)

z\Y, =1
f2(0,0) = lim
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Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

flz,y) = { (1)’ oy 7 0;

@ No existe lim  f(x,y),
Si TY = O (sc,y)—>(0,0) ( )

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas
parciales de f en (0,0):

f(O+h,0)— f(0,0)

z\Y, =1
f2(0,0) = lim

- | ™, £,(0,0) = 0.

Observacion: la existencia de derivadas parciales en un punto no implica la
continuidad de la funcién en dicho punto.
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Recorrido

© Derivadas parciales

@ Derivadas parciales de orden superior
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Notacidén

Las derivadas parciales de las derivadas parciales de f, se llaman derivadas
parciales iteradas y se anotan asi (caso de dos variables):
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Notacidén

Las derivadas parciales de las derivadas parciales de f, se llaman derivadas
parciales iteradas y se anotan asi (caso de dos variables):

0 (N _OF_ 0 (01N _ &F _
o (of\ o f . o (9f\ _0°f _
5 (o)~ = 3y () g =
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Notacidén

Las derivadas parciales de las derivadas parciales de f, se llaman derivadas
parciales iteradas y se anotan asi (caso de dos variables):

0 (N _OF_ 0 (01N _ &F _
o (of\ o f . o (9f\ _0°f _
5 (o)~ = 3y () g =

Las derivadas de segundo orden f,, y fy. se llaman derivadas parciales
mixtas o cruzadas.
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Notacidén

Las derivadas parciales de las derivadas parciales de f, se llaman derivadas
parciales iteradas y se anotan asi (caso de dos variables):

0 (N _OF_ 0 (01N _ &F _

o (of _82f_ ) 0 (0f _82f_
5 (o)~ = 3y () g =
Las derivadas de segundo orden f,, y fy. se llaman derivadas parciales
mixtas o cruzadas.
Similarmente, las derivadas de tercer orden se anotan como
3 f O3 f
OyOyox = Jayy 020y0x = Jaye ete.
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

zy(a® — y*) |
fla,y) =S 22142 (z,y) # (0,0);
0, (z,y) = (0,0).
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

2 _ .2
fay) = w (2,9) # (0,0);
0, (2,9) = (0,0).
17 fx(O,k‘)*fx(0,0)
fxy(0,0) _111_% k
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

2 _ .2
fay) = w (2,9) # (0,0);
0, (2,9) = (0,0).
17 fx(O,k‘)*fx(0,0)
fxy(0,0) _111_% k

£2(0,0) oy S0 = £(0,0) _ 00

~ 0 h = =400
hk(h?—k?) 0
ERY f(h7k)_f(07k) 12 h2+k2 k2
1
= lim —

h—0 h

hk(h? — k?)\ . Wk—k
2+ k2 ) hs0 B2+ k2
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

zy(@® —y*) _
f(may) - 3:'2 —+ y2 ? (.T,y) 7& (O7O)a
0’ (xay) - (0,0)
. f2(0,k) — f2(0,0) —k—0
1 f(h70>_f(070) 0-0
T 3 — 1 — — — ’
f2(0,0) = lim - 2 =0=1,0,0
hk(h2=k2) 0
 f(hk) = f0K) . ThrEe
(0,k) =] = lim PR
fo(0,k) = lim - lim s
= lim 1 M — lim M - L
 h—0h h2 + k2 A Rk
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

zy(z? —y%) _
f(may) == aj2+y2 ) (.T,y) 7& (O7O)a
0’ (xay) - (0,0)
. fy(hvo)_fy(oao) . h—0
Fra 00 lgll’% h h,lgb h
=1 _
hk(R®—K*) 0
£ (h,0) = lim LK ZFBO) e T T
ZANRS] k—0 k k—0 A
T L U A TN et LY
ey h2 + k2 T Rk T
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Teorema de Clairaut o de la derivada mixta

Teorema

Si f y sus derivadas parciales f;, fy, fey ¥ fyz €stdn definidas en una

region abierta que contiene a un punto (a,b) y todas son continuas en
(a,b), entonces

fxy(aa b) = fy:}c(a7 b)

SIN DEMOSTRACION.

Funciones de varias variables
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Laplaciano

Definicidon

El Laplaciano de un campo escalar f es el campo escalar definido por

Af = fox + fyy o Af = fou+ fyy + foz-

Pierre-Simon Laplace

La ecuacidon de Laplace es Af = 0;

sus soluciones son las llamadas

funciones armoénicas. El Laplaciano apare-
ce en ecuaciones diferenciales que describen
fendmenos fisicos (como la ecuacién del ca-
lor).

Ejemplo: si f(x,y) = 22 + 1>, se tiene
Af(x,y) =2+ 6y.

16 dx
1749-1827
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Diferenciabilidad

Definicién (Diferenciabilidad de una funcién de dos variables)

Una funcién f es diferenciable en un punto Py(xo,yo) (de su dominio) si
existen fz(xo,y0) ¥ fy(xo,Yy0) y si se cumple que el incremento
Af(zo,y0) = f(zo + Az, y0 + Ay) — f(z0,y0) verifica:

Af(zo,y0) = fo(Zo,y0) Az + fy(Z0, yo) Ay + €1(Az,Ay) Az + £2(Az,Ay) Ay,
en la cual las funciones 1 (Ax, Ay) y e2(Az, Ay) cumplen

I Az, Ay) =0 i Az, Ay) = 0.
(Ax,AL]SIL(o,o)EI( 7, &y) y(Am,AZI)IL(o,o)@( 7, Ay)
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Ejemplo

La funcién f(x,y) = xy da el drea de un rectdngulo de base x y altura v,

para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (g, yo)
arbitrario de su dominio.
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Ejemplo

La funcién f(x,y) = xy da el drea de un rectdngulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (g, yo)

arbitrario de su dominio. Sea (g + Az, yp + Ay) un punto préximo a
(anyO)'
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Ejemplo

La funcién f(x,y) = xy da el drea de un rectdngulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (g, yo)
arbitrario de su dominio. Sea (g + Az, yp + Ay) un punto préximo a
(x(]ay())'

Af(zo,y0) = f(zo+ Az, yo + Ay) — f(zo,y0)

f(zo+ Az, yo + Ay) = (x0+ Ax)(yo + Ay)
= 20Yo + 0AY + yoAx + AzAy
f(@o,90) = woyo
Af(xo,y0) = oAy +yolAz + AzAy
~——"

ie1Ax+ea Ay?
+
*oly Axdy | Ay
Ax ¥y Vo

X - Ay >
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Ejemplos varios: analizar cada uno graficamente

Ay
%
< D, B ' ;
i EXBOA0, o
S ol )
sl il
R ettt ) e
RO o T =) e
i Sesmna ‘\\‘w
- N
o

.
-
ST
o

N
LI
8

e

.

7

i\ iz

B
X
e
RS

S

77
-
Wiz

; : RS P
H : s e
R S : e
I : e
; eSS = et
B LSt

P
re

-1

oy e s () # (0.0
N =10" 4y = (0.0)
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Diferenciabilidad implica continuidad

Teorema

Si una funcion f es diferenciable en un punto Py de su dominio, entonces es
continua en F.

DEMOSTRAR (Idea incompleta de la demostracién).
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Diferenciabilidad implica continuidad

Teorema

Si una funcion f es diferenciable en un punto Py de su dominio, entonces es
continua en F.

DEMOSTRAR (ldea incompleta de la demostracién). Sea f diferenciable en
Py(z0,yo0); basta probar que ( lim  (f(z,y) — f(zo,y0)) = 0 (i Por qué?).

z,y)—(x0,Y0)

SiAz=x—1x0, Ay=y—yoy Af(x0,%0) = f(xo + Az, y0 + Ay) — f(x0,%0):

lim  (f(x,y) = flwo,p0)) =  lim Af(ao,
(z,y)ﬁ(zo,yo)(f( y) = fo o) (Az,Ay)—(0,0) f(@o,y0)

= lim (fz(zo,yo) Az + fy(xo,y0)Ay + e1(Ax, Ay) Az + e2(Az, Ay)Ay)
(Az,Ay)—(0,0)
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Diferenciabilidad implica continuidad

Teorema

Si una funcion f es diferenciable en un punto Py de su dominio, entonces es
continua en F.

DEMOSTRAR (ldea incompleta de la demostracién). Sea f diferenciable en
Py(z0,yo0); basta probar que lim  (f(z,y) — f(zo,y0)) = 0 (i Por qué?).

. UC’ZI)ﬁ(fCO,yo)
SiAz=x—x9, Ay=y—1yoy Af(zo,y0) = f(zo+ Az, yo + Ay) — f(x0,%0):
lim  (f(x,y) = flwo,p0)) =  lim Af(ao,
(z,y)ﬁ(zo,yo)(f( y) = fo o) (Az,Ay)—(0,0) f(@o,y0)
= lim (fz(@o, yo) Az + fiy (@0, yo) Ay + e1(Az, Ay) Az + eo(Az, Ay)Ay)
(Az,Ay)—(0,0)

¢ v Az, Ay)= i Az, Ay) =0, ent
ome (Az,AIyI)IL(o,o)El( T, A) (A%A;I)IL(O,O)@( z, Ay) entonces

lim — (f(z,y) = f(0,40)) = 0.
(2.y)=(w0.90)

Luego f es continua en (xg, yo)-
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Teorema del incremento: DEMOSTRAR

Teorema (Teorema del incremento)

Suponga que las derivadas parciales de primer orden de f estan definidas
en una region abierta R que contiene el punto (zo,yo) y que fy y fy son
continuas en (xg,yo). Entonces f es diferenciable en (x, o).

Funciones de varias variables 70 /105



Teorema del incremento: DEMOSTRAR

Teorema (Teorema del incremento)

Suponga que las derivadas parciales de primer orden de f estan definidas
en una region abierta R que contiene el punto (zo,yo) y que fy y fy son
continuas en (xg,yo). Entonces f es diferenciable en (x, o).

Teorema (El mismo Teorema del incremento)

Suponga que las derivadas parciales de primer orden de f estan definidas
en una region abierta R que contiene el punto (xo,yo) y que f. y fy son
continuas en (o, yo). Entonces el incremento en el valor de f,
Af(zo,y0) = f(zo + Az, yo + Ay) — f(z0,%0), en R, satisface una
ecuacion de la forma

Af(zo,y0) = fo(z0,Y0)Az + fy(x0, Yo) Ay +e1(Az,Ay)Aztez(Az,Ay)Ay,

en la cual las funciones 1(Ax, Ay) y ea(Ax, Ay) cumplen

1 Az, Ay) =0 I Az, Ay) = 0.
(Az,AlyI)n—>(0,0)€1( 7, A) y(AxAyl;I)g(O,O)ez( z,A)
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Teorema del incremento: DEMOSTRAR

Cuenta con un video que contiene la demostracién de este teorema:
https://youtu.be/tIDDeZxrB1s
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Teorema del incremento: idea incompleta de la
demostracion

Af(wo,y0) =
f(zo + Az, yo + Ay) — f(x0,0)
f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo + Az,y0) + f(xo + Az, y0) — f(20,y0)

lTVM lTVM

= fy($0+A$ad) Ay + ffb(cvy()) Az
= fz(c,y0) Az + fy(zo + Az, d) Ay
= (fz(z0,90) +€1) Az + (fy(w0,y0) + €2) Ay

e1(Az, Ay) = fu(c,90) — fa(w0, y0)

ie1(Ax, A — 07
(,51( v y> (Az,Ay)—(0,0)
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Ejemplos
Q f(z,y)=+a?+y?

fzy fy existen y son continuas en R?\ {(0,0)}
f es diferenciable en R?\ {(0,0)}; f no es diferenciable en (0,0).
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Ejemplos

Q f(z,y)=+a?+y?
fzy fy existen y son continuas en R?\ {(0,0)}
f es diferenciable en R?\ {(0,0)}; f no es diferenciable en (0,0).

Q
B (x + y)2 Sil’l(riy) siz+y#0;
g(x’y)_{o siz+y=0.

g es diferenciable en (0,0) pero
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Ejemplos

Q f(z,y)=+a?+y?
fzy fy existen y son continuas en R?\ {(0,0)}
f es diferenciable en R?\ {(0,0)}; f no es diferenciable en (0,0).
(2]
B (x—{—y)2 Sin(ﬁ_y) siz+y#0;
g(x’y)_{o siz+y=0.

g es diferenciable en (0,0) pero g, y g, no son continuas en (0,0).
Ejemplifica que la reciproca de la implicacién del Teorema del
incremento puede ser falsa: no es necesario que las derivadas parciales
de una funcién sean continuas en un punto para que la funcién sea
diferenciable en dicho punto.
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Ejemplos

Q f(z,y)=+a?+y?
fzy fy existen y son continuas en R?\ {(0,0)}
f es diferenciable en R?\ {(0,0)}; f no es diferenciable en (0,0).
(2]
B (x—{—y)2 Sin(ﬁ_y) siz+y#0;
g(x’y)_{o siz+y=0.

g es diferenciable en (0,0) pero g, y g, no son continuas en (0,0).
Ejemplifica que la reciproca de la implicacién del Teorema del
incremento puede ser falsa: no es necesario que las derivadas parciales
de una funcién sean continuas en un punto para que la funcién sea
diferenciable en dicho punto.

Ejercicio: TP2 Ejercicio 19 a.

19) Obtenga las derivadas parciales de las siguientes funciones con
respecto a cada variable; ademds, pruebe (por definicién) que f es
diferenciable.

a) flx,y) =a* —zy+y°.
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Regla de la cadena: Interpretacién

r
VS VS
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Regla de la cadena: Interpretacién
r f
VRS '
(1))
w(t) = (for)(t)
= f(zr(t
f(w7y)=m2+%y2+1

o)

t), sen(t)) e

! w(t) =2— %senz(t)

2m

0

x I(t) = (cos
75105

% I(t) = (cos(t), sen(t)
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Regla de la cadena: Enunciado

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Sea f una funcion definida y diferenciable en D C R? y sea

r(t) = (z(t),y(t)) una funcién definida en [a,b] tal que la imagen de r
estd incluida en D y tal que las funciones componentes x(t) y y(t) son
derivables en todo t € [a,b]. Entonces f or es derivable en [a,b] y:

d(fdz : (t) = falz(t), y()2'(t) + fy(x(t), y(t)y'(t), para todot € [a,b].
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Regla de la cadena: Enunciado

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Sea f una funcion definida y diferenciable en D C R? y sea

r(t) = (z(t),y(t)) una funcién definida en [a,b] tal que la imagen de r
estd incluida en D y tal que las funciones componentes x(t) y y(t) son
derivables en todo t € [a,b]. Entonces f or es derivable en [a,b] y:

d(fdz : (t) = falz(t), y()2'(t) + fy(x(t), y(t)y'(t), para todot € [a,b].

DEMOSTRAR (ver https://youtu.be/gmvvsiNOM2M)
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Regla de la cadena: Enunciado

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Sea f una funcion definida y diferenciable en D C R? y sea
r(t) = (z(t),y(t)) una funcién definida en [a,b] tal que la imagen de r
estd incluida en D y tal que las funciones componentes x(t) y y(t) son

derivables en todo t € [a,b]. Entonces f or es derivable en [a,b] y:

d(fdz : (t) = falz(t), y()2'(t) + fy(x(t), y(t)y'(t), para todot € [a,b].

DEMOSTRAR (ver https://youtu.be/gmvvsiNOM2M)

w Variable dependiente
i
B Y Variables intermedias
1.
t Variable independiente
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Regla de la cadena: Enunciado

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Sea f una funcion definida y diferenciable en D C R? y sea
r(t) = (z(t),y(t)) una funcién definida en [a,b] tal que la imagen de r
estd incluida en D y tal que las funciones componentes x(t) y y(t) son

derivables en todo t € [a,b]. Entonces f or es derivable en [a,b] y:

d(fdz : (t) = falz(t), y()2'(t) + fy(x(t), y(t)y'(t), para todot € [a,b].

DEMOSTRAR (ver https://youtu.be/gmvvsiNOM2M)

w Variable dependiente

T ; Usos y costumbres:
T Y Variables intermedias dﬂ _ aﬂdﬁ + aﬂ@
dt  Ox dt Oy dt
1.
t Variable independiente
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Regla de la cadena: otros casos

Teorema

Sea f una funcion definida y diferenciable en D C R® y sea

r(t) = (z(t),y(t),2(t)), a <t < b, una funcién de t tal que la imagen de r
estd incluida en D y tal que r es derivable en [a,b]. Entonces f or es
derivable en [a,b] y

WO () = fulale), w(e), 20 (0) + £ (w(0). 90, 2O/ (1) +

F=((8), y(#), 2(1) 2/ ().

Ty

T y z

1.

Funciones de varias variables
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77 /105



Regla de la cadena: otros casos

Sea f una funcién definida y diferenciable en D C R3 y sea
r(s,t) = (x(s,t),y(s,t), 2(s,t)) una funcién de s y t tal que la imagen de r
estd incluida en D y tal que las funciones componentes x(s,t), y(s,t) y z(s,t)

son diferenciables en (s,t). Siw = f or, entonces w es una funcion derivable
con respecto a t y con respecto a s en (s,t) y

ws(s’t) = f:t(w(sa t)’y(sv t)’ Z(Sa t))xs(sa t)
+fy(@(s5,1),y(s, ), 2(5,1))ys(s, 1) + f=(x(s, 1), y(s, 1), 2(s, £)) 2s(s, t);

wt(s,t) = fm(ac(s,t),y(s,t),z(s,t))xt(sj)
—|—fy(m(s,t),y(s,t),z(s,t))yt(s,t) + fz(:L‘(S,t),y(S,t),Z(S,t))Zt(S,t).

w

SIN DEMOSTRAR = g
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Regla de la cadena: otros casos

Teorema

Sea f una funcion definida y diferenciable en D C R? y sea

r(s,t) = (z(s,t),y(s,t)) una funcién de s y t tal que la imagen de r esta
incluida en D y tal que las funciones componentes x(s,t) y y(s,t) son
diferenciables en (s,t). Siw = f or, entonces w es una funcién derivable
con respecto a s y con respecto at en (s,t) y

ws(sat) = fm(x(svt)ay(sa t)):cs(s,t) + fy(m(svt)a y(’S?t))ys(Svt);

wt(sat) = fx($(37t)ay(sat))$t(57t) + fy($(5at)7y(37t))yt(5’t);

oW

SIN DEMOSTRAR °¢ '®
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Regla de la cadena: otros casos

Teorema

Sea f una funcién definida y diferenciable en D C R y sea r(s,t) = z(s,t)
una funcion de s y t tal que la imagen de r estd incluida en D y tal que la
funcion x(s,t) es diferenciable en (s,t). Siw = f or, entonces w es una
funcién derivable con respecto a s y con respecto a t en (s,t) y

ws(s,t) = f(x(s,t))zs(s,t); wi(s,t) = f'(x(s,t))xe(s,t).

SIN DEMOSTRAR

w = fix)

dw
dx

%3
iy

=
CES

r 5
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Derivacién implicita

La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.
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Derivacién implicita

La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.

Ejemplo: (resistencias conectadas en paralelo). La resistencia total w, si se

conectan en paralelo tres resistores de resistencias x, y y z, €s
1 1 1 1
=—+

woor Yy oz
Hallar Ow/dy cuando x = 3092, y = 4500 y z = 90Q.

1 ow 1
= 0-—~+0
w? Jy y? +
ow _w
dy o
2
9% 30, 45,90) = (3iz)
oy T 452
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Ejemplo para derivacién implicita

Dada y como funcién de x implicitamente por
)
seny =x° +y
podemos derivar implicitamente y obtener

, 2z

cosy — 1
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Ejemplo para derivacién implicita

Dada y como funcién de x implicitamente por
)
seny =x° +y
podemos derivar implicitamente y obtener

, 2z

cosy — 1

Si la funcién y(x) se puede expresar implicitamente como F'(x,y) = 0,
podemos derivar parcialmente con respecto a x para obtener

0= Fy(z,y) + Fy(z,y)y (z)

de donde ¢/(z) = —1% si Fy # 0.
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Derivacién implicita

Teorema

Supongamos que F' es una funcion de x y de y, y que las derivadas
parciales F;, y I, son continuas en una region abierta R C R? que
contiene al punto (xg,yo), que F(xo,yo) = ¢, para alguna constante ¢ y
que Fy(zo,y0) # 0. Entonces la ecuacion F(x,y) = c define a y
implicitamente como una funcion derivable de x en un entorno de xq y la
derivada de esta funcién y estd dada por

SIN DEMOSTRACION COMPLETA. SOLO PROBAMOS LA FORMULA,
BAJO SUPUESTOS.
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Derivacién implicita

Teorema

Si F' es una funcion de tres variables y las derivadas parciales F, Fy, y F,
son continuas en una region abierta R C R? que contiene al punto
(0, Y0, 20) ¥ si F(xo,y0,20) = ¢, para alguna constante ¢, y si
F.(z0, Y0, 20) # 0, entonces la ecuacion F(x,y,z) = c define a z
implicitamente como una funcion derivable de x y de y en un entorno de
(x0,Y0) y las derivadas parciales de esta funcién z estan dadas por

0z Fy(z,y,2) 0z _Fy(x,y,z)

9z Fi(zy2) 0y Flzyz)

SIN DEMOSTRACION COMPLETA. SOLO PROBAMOS LA FORMULA,
BAJO SUPUESTOS.

Si F es una funcién de tres variables y F'(x,y, z) = c define a z
implicitamente como funcién de x y de y, derivando impicitamente,

oF 8—F% =0. Asi % = —& Similarmente 0z _ —&
dr  9z90x " ox  F, "oy F,
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Recorrido

@ Derivada direccional y vector gradiente
@ Derivada direccional
@ Vector gradiente
@ Estimacién del cambio en una direccidn especifica
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Recorrido

@ Derivada direccional y vector gradiente
@ Derivada direccional
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Derivada direccional

Definicién
La derivada direccional de un campo escalar f con dominio D C R2, en la
direccién de un vector unitario u = (u1,usz), en un punto
P(z1,22) € int D, viene dada por

f(z1 + huy, oo + hug) — f(x1,22)

Duf(P) = lim . ,

si el limite existe.
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Derivada direccional

z
:uf;‘(ii) Tf (xg + suy, yo + suy) — f(xg, Yo)

\4

(xo + suy, yp + suy)
Po(xg, yo) u= ltli -+ l‘z]

Funciones de varias variables
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Derivada direccional

z

f‘f}‘(’i; Tf (xg + suy, yo + suy) — f(xg, Yo)

(xo + suy,yp + sup)
Po(.lg, yo) u= ltli -+ “21

Funciones de varias variables

Interpretacion
como
pendiente y
como razén de
cambio.
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Derivada direccional

Definicion
La derivada direccional de un campo escalar f con dominio D C R?, en la
direccién de un vector unitario u = (u1, u2,us), en un punto
P(x1,x9,23) € int D, viene dada por

f(z1 + huy, z3 + hug, x3 + hug) — f(z1, 2, x3)
h b)

Duf(P) := lim

si el limite existe.

Interpretaciéon como razén de cambio.
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@ Funciones de varias variables
@ Definiciones
@ Representaciones

@ Limites y continuidad en dimensiones superiores

© Derivadas parciales
@ Introduccién

@ Derivadas parciales de orden superior
@ Diferenciabilidad
© Regla de la cadena

@ Derivada direccional y vector gradiente
@ Derivada direccional

@ Vector gradiente
@ Estimacién del cambio en una direccién especifica

«O» «Fr « o

it
v
a
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Vector gradiente

Definicion
El gradiente de una funcién f en un punto Py de su dominio es el vector
formado por las derivadas parciales de f en P, si existen. Se denota por

Vf.

91/105
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Vector gradiente

Definicion
El gradiente de una funcién f en un punto Py de su dominio es el vector
formado por las derivadas parciales de f en P, si existen. Se denota por

Vf.

91/105
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Vector gradiente

Definicion
El gradiente de una funcién f en un punto Py de su dominio es el vector
formado por las derivadas parciales de f en P, si existen. Se denota por

Vf.

Otro ejemplo:
fzy) = 2% +y?,
Viz,y) = (22,39%).

91/105
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Ejercicio TP2 32 b

Determine el gradiente de la funcién g(z,%) = zy? en el punto (2,—1) y
dibujelo junto a la curva de nivel que pasa por el punto.
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Ejercicio TP2 32 b

Determine el gradiente de la funcién g(z,%) = zy? en el punto (2,—1) y
dibujelo junto a la curva de nivel que pasa por el punto.

Vo(z,y) = (y*,2zy), Vg(2,-1) = (1, —4).
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Ejercicio TP2 32 b

Determine el gradiente de la funcién g(z,%) = zy? en el punto (2,—1) y
dibujelo junto a la curva de nivel que pasa por el punto.

Vy(z,y) = (y°,2zy), Vg(2,—1) = (1, -4).

N7
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Ejercicio TP2 32 b

Determine el gradiente de la funcién g(x,y) = zy? en el punto (2,—1) y
dibujelo junto a la curva de nivel que pasa por el punto.

Vy(z,y) = (y°,2zy), Vg(2,-1) = (1, —4).

57 N\
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Derivada direccional: formula de calculo

Teorema (La derivada direccional como producto escalar)

Sean f un campo escalar definido en D C R", diferenciable en un punto
P, y u un vector unitario de R"™. Entonces

Duf(P) = V(P)-u.

DEMOSTRAR
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Derivada direccional: formula de calculo

Teorema (La derivada direccional como producto escalar)

Sean f un campo escalar definido en D C R", diferenciable en un punto
P, y u un vector unitario de R"™. Entonces

Duf(P)=V[f(P)-u

DEMOSTRAR
Dy f(P )_}lllg%f(P+hl;l)_f(P) r(t) =P+tu;t€R; v'(t) = u
() — £(0))
h—0 h
0
- gitren)|
— VA(x(0)) -1 (0)
=Vf(P) u

Funciones de varias variables 94 /105



Derivada direccional: formula de calculo

Ejemplo: halle las derivadas direccionales de g(z,y) = zy? en el punto
(27 _1)v
@ en la direccién de un vector u unitario genérico.

@ En la direccién que da la maxima derivada direccional. Indique cudl es
esta direccién y cuanto vale esta derivada direccional maxima.
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Derivada direccional: formula de calculo

Ejemplo: halle las derivadas direccionales de g(z,y) = zy? en el punto
(27 _1)v

@ en la direccidén de un vector u unitario genérico.

@ En la direccién que da la maxima derivada direccional. Indique cudl es
esta direccién y cuanto vale esta derivada direccional maxima.

@ Recordando que Vg(z,%) = (y2,2zy) y que Vg(2,—1) = (1, —4),
Dyug(2,-1) =Vg(2,-1) - (u1,u2) = 1. ug — 4us.
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Derivada direccional: formula de calculo

Ejemplo: halle las derivadas direccionales de g(z,y) = zy? en el punto
(27 _1)v

@ en la direccidén de un vector u unitario genérico.

@ En la direccién que da la maxima derivada direccional. Indique cudl es
esta direccién y cuanto vale esta derivada direccional maxima.
Recordando que Vg(z,y) = (y2, 2xy) y que Vg(2, —1) = (1, —4),
Dyug(2,-1) =Vg(2,-1) - (u1,u2) = 1. ug — 4us.

@ La méxima derivada direccional es /17 y se da en la direccién

T

[ <]
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Vector gradiente y derivada direccional

Propiedad

La derivada direccional de una funcion f en un punto P, en que f es
diferenciable, es maxima cuando u es un mudltiplo positivo del gradiente en
el punto.

DEMOSTRAR
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Vector gradiente y derivada direccional

Propiedad

La derivada direccional de una funcion f en un punto P, en que f es
diferenciable, es maxima cuando u es un mudltiplo positivo del gradiente en
el punto.

DEMOSTRAR
Duf(P)=Vf(P)-u

Duf(P) = [[Vf(P)lllullcos(a) = [V f(P)]| cos(a),

maxima cuando o = 0.
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Vector gradiente y derivada direccional

Propiedad

La derivada direccional de una funcion f en un punto P, en que f es
diferenciable, es maxima cuando u es un mudltiplo positivo del gradiente en
el punto.

DEMOSTRAR
Duf(P)=Vf(P)-u

Duf(P) = [[Vf(P)lllullcos(a) = [V f(P)]| cos(a),

maxima cuando o = 0.

El vector gradiente apunta en la direccién de maximo crecimiento de la
funcion.
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Gradiente y direccién de maximo crecimiento

Ver gif.
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El vector gradiente es normal a la superficie o curva de
nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcion diferenciable de dos variables, el gradiente de f en un
punto P € D(f) es normal a la curva de nivel de f que pasa por P.

DEMOSTRAR:
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El vector gradiente es normal a la superficie o curva de
nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcion diferenciable de dos variables, el gradiente de f en un
punto P € D(f) es normal a la curva de nivel de f que pasa por P.

DEMOSTRAR:

Digamos que r(t) = (x(t),y(t)), t € I, parametriza una curva de nivel de
f que pasa por un punto Py del dominio de f. Supongamos que

r(tg) = Py. Por tratarse de una curva de nivel, para todo t € I,

f(r(t)) = ¢ (c es un valor constante). Derivando,

d
0= or)(t)
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El vector gradiente es normal a la superficie o curva de
nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcion diferenciable de dos variables, el gradiente de f en un
punto P € D(f) es normal a la curva de nivel de f que pasa por P.

DEMOSTRAR:

Digamos que r(t) = (x(t),y(t)), t € I, parametriza una curva de nivel de
f que pasa por un punto Py del dominio de f. Supongamos que

r(tg) = Py. Por tratarse de una curva de nivel, para todo t € I,

f(r(t)) = ¢ (c es un valor constante). Derivando,

(for)() 5, L)z ()+g£( (£)y'(t) = Vf(x() r'(t).
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El vector gradiente es normal a la superficie o curva de
nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcion diferenciable de dos variables, el gradiente de f en un
punto P € D(f) es normal a la curva de nivel de f que pasa por P.

DEMOSTRAR:

Digamos que r(t) = (x(t),y(t)), t € I, parametriza una curva de nivel de
f que pasa por un punto Py del dominio de f. Supongamos que

r(tg) = Py. Por tratarse de una curva de nivel, para todo t € I,

f(r(t)) = ¢ (c es un valor constante). Derivando,

(for)() 5, FM)z ()+g£( (£)y'(t) = Vf(x() r'(t).

En particular, Vf(Py) = Vf(r(tg)) es ortogonal a r'(¢y), que es tangente
a la curva de nivel; luego, V f(Pp) es normal a la curva de nivel en F.

Funciones de varias variables 98 /105



Ejemplo

B

Funciones de varias variables

Dae
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Vector gradiente, algunos graficos de funciones de dos

variables

100 /105
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Vector gradiente, funcién de tres variables

' Superficies de nivel.
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Propiedades algebraicas del vector gradiente

Propiedad (Propiedades algebraicas del vector gradiente)

Dadas dos funciones f y g cuyos vectores gradientes estén definidos en un
punto P € D(f) N D(g), entonces en P se tiene

1. Sumayresta V(f+g)=Vf+Vyg

2. Producto V(fg)=gVf+ fVyg

3. Cociente \Y% (5) — W, si g(P) # 0.

DEMOSTRAR: TAREA
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Ejemplo (ejercicio 40)

La funcién dada por

f(x,y)={

es continua en (0,0).
@ Pruebe que, tiene derivadas parciales en (0,0).

@ Halle la derivada direccional de f en la direccién de un vector unitario
u, arbitrario.

© Calcule Vf(0,0) - u'y pruebe que f no es diferenciable en (0,0).
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Recorrido

@ Derivada direccional y vector gradiente

@ Estimacién del cambio en una direccidn especifica
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Estimacién del cambio en una direccidn especifica

Sea f diferenciable en (a,b). Entonces:

fla+ hui, b+ hug) — f(a,b)

Duf(a7 b) :%% h = Vf(a7 b) ‘u
Sih#0:
f(a+ huy,b+ huz) — f(a,b) ~VF(ab) u

h

fla+ hui, b+ huz) — f(a,b) = (Vf(a,b) - u)h
Af(a,b) = (Vf(a,b)-u)h.
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Estimacién del cambio en una direccidn especifica
Sea f diferenciable en (a,b). Entonces:

fla+ hui, b+ hug) — f(a,b)

=Vf(a,b)-u

Sih#0:
fla+ huy, b+ hug) — f(a,b)
h

~ Vf(a,b) u

fla+ hui, b+ huz) — f(a,b) = (Vf(a,b) - u)h
Af(a,b) = (Vf(a,b)-u)h.

Ejemplo:

Aproxime el cambio en el valor de f(z,y) = 622 — 223 + 62y + 33>

cuando se mueve del punto (1,0) una distancia de 0,1 en la direccién de
=3 3).

Rta Af(1,0) ~ 0, 84.
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