Integrales de funciones de varias variables
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Definicién de funcién acotada en una regién D

Definicidon

Una funcién f: D C R? — R es acotada en D si existen niimeros reales
my M tales que m < f(z,y) < M para todo (z,y) € D.

Similarmente se define funcién acotada en una regiéon D C R".
Observacidén: no debe confundirse el concepto de funcién acotada en una
regidn con el de regién acotada, estudiado con anterioridad.

Veamos un par de ejemplos.
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Definicién de funcién acotada en una regién D

La funcién dada por f(z,y) = y/1 — 22 — y? es acotada y su dominio es

un conjunto acotado.

La funcién dada por f(x,7) = ——-—— es no acotada y su dominio es
2 /l—a:Q—yQ

un conjunto acotado (no cerrado).
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Definicion de integral doble

Y R = [a,b] X [c,d]
d 4
R
C 1
+ + X
0 a b

Integrales de funciones de varias variables 6/71



Definicion de integral doble

Y R = [a,b] X [c,d]
d 4
R
C 1
+ + X
0 a b
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Definicion de integral doble

Y R = [a,b] X [c,d]
d A
R
C 1
o o X
0 a b
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Definicion de integral doble

Y R = [a,b] X [c,d]
d A
R
C 1
o o X
0 a b
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Definicion de integral doble

Y
d R = [a,b] X [c,d]
R AA
/
Ay
Az
C 1
N X
0 a b
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Definicion de integral doble

Y R = [a,b] X [c,d]
d A
R AA

/
Az

C 1

o o X
0 a b
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Definicion de integral doble

Y
d R = [a,b] X [¢,d]
R AA|
Ay ! = Pit
Az
c
X
0 a b
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Definicién de integral doble

(@, y, [ (2, y))

Y
N R =[a,b] X [c,d]
R [aa]
Ayl Fik

Az d

c
X

0 a b
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Definicién de integral doble

(@, y, f (2, )

Y
d R =a,b] X [c,d]
R [aa]
Ay Fir
Az d
[
X
0 a b
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Definicién de integral doble sobre rectangulos

R =[a,b] X [¢,d]

R [aa]

vl
Az

0 \ a b

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo R. Definimos una
particiéon de R, formada por n X n subrectangulos
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Definicién de integral doble sobre rectangulos

R =[a,b] X [¢,d]

R [aa]

vl
Az

0 \ a b

P,

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo R. Definimos una

particiéon de R, formada por n X n subrectdngulos y formamos la suma de
Riemann S, = Y"1 | S0 f(Pu)AA.
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Definicién de integral doble sobre rectangulos

R =[a,b] X [¢,d]

R [aa]

vl
Az

0 \ a b

P,

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo R. Definimos una
particiéon de R, formada por n X n subrectdngulos y formamos la suma de

Riemann S, = Y"1 | S0 f(Pu)AA.

Si el limite lim,, ., S,, existe para cualquier eleccién de Pj, se dice que f
es integrable sobre R. En este caso, la integral doble de f sobre R es el
limite de las sumas S,, y se puede representar por

//R flag)dd o //R F (@, y)do dy
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Interpretacién: si f(x,

nxn=256

=16

nxn

16 /71
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Definicién de integral doble

1 ]

7 \
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Definicion de integral doble
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Definicion de integral doble

R \ \
( |
\ | |
N J /
\. )

7

V‘ﬂ

= 0,,/‘

Integrales de funciones de varias variables 19/71



Definicion de integral doble

[\
/ Ay | oPik | \ﬂ
L as |
[ /

\ /
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Definicion de integral doble

: z=f(z,y)
/ Altura :f(sz)
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Definicion de integral doble sobre otras regiones

z=f(z,y)

‘ /At~ (Pa)

Sea f una funcién definida y acotada en una regién acotada, R. Definimos
una particiéon de R, formada por rectangulos; consideramos sélo los
rectangulos incluidos en R y formamos la suma de Riemann

Sn = 2im1 2= [ (Pir) AA.
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Definicion de integral doble sobre otras regiones

z=f(z,y)

‘ /At~ (Pa)

Sea f una funcién definida y acotada en una regién acotada, R. Definimos
una particiéon de R, formada por rectangulos; consideramos sélo los
rectangulos incluidos en R y formamos la suma de Riemann

Sy = Z?:1 ZZ:1 f (sz) AA.
Si el limite lim,,_,~ Sy, existe, para cualquier eleccién de (Pj), se dice que

f es integrable sobre R. En este caso, la integral doble de f sobre R es el
limite de las sumas S, y se puede representar por

J[ t@aaa o [ fapaay
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Propiedades de las integrales dobles

1 Si f es continua en una regién cerrada y acotada R, entonces f es
integrable en R.

Si f y g son funciones integrables sobre la regién cerrada y acotada R,
entonces:

2 //R[f(x,y)Jrg(ar’y)]dA:/Lf(x,y)dAJr//Rg(:v,y)dA
3 // cf(:c,y)dA:c// F(@,y)dA

4 Si f(z,y) < g(z,y) para todo (z,y) € R,

//fxydA<// g(z, y)d
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Propiedades de las integrales dobles

5 Si Ry y Ry son dos regiones tales que R N Ry = () y f es acotada e
integrable en cada una de ellas, entonces f es integrable en Ry U Rs y

//RIUR2 f(:lc,y)dA:/R1 f(:c,y)dA+/R2 Fla,y)dA.
y

-
>

R=R1UR2
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Recorrido

@ Integracién de funciones de dos variables

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
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Integrales iteradas: Principio de Cavalieri

z 4 z)
Graph of z = f(x, )

47

4 A= 7 feeyyay

z=f(x,y)
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Integrales iteradas: Principio de Cavalieri

z 4

Graph of z = f(x, )

<) &

z4

z=f(x,y)

pu— —_—
y
_ d
g A= J S, y)dy
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y

@ R es rectangular (R = [a,b] X [c,d]), entonces

v

™7 = = =
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Teorema de Fubini

Teorema
Si f es continua en la region R y

@ R es rectangular (R = [a,b] X [c,d]), entonces

//Rf(a:,y)dA:/ab/cdf(x,y)dydm:/Cd/abf(x,y)dmdy.

v

™7 = = =
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Teorema de Fubini

Teorema
Si f es continua en la region R y
@ R es rectangular (R = [a,b] X [c,d]), entonces

//Rf(a:,y)dA:/ab/cdf(x,y)dydm:/Cd/abf(x,y)dmdy.

@ R esta definida pora < x <bygi(z) <y < gs(x), con gy y ga continuas en

[a,b], entonces
92(w)
//facydA // f(z,y)dy dz.
91()

v

™7 = = =
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Teorema de Fubini

Teorema
Si f es continua en la region R y

@ R es rectangular (R = [a,b] X [c,d]), entonces

/ /R f(@,y)dA = / : / * fe y)dy do = / ‘ /ab A

@ R esta definida pora < x <bygi(z) <y < gs(x), con gy y ga continuas en

[a,b], entonces
92(w)
//f:vydA // f(z,y)dy dz.
91()

@ R estd definida por ¢ <y < d y hi(y) < x < ha(y), con hy y hy continuas en

[c,d], entonces
ha(y)
//fmydA // f(z,y)dz dy.
h1(y)

™7 = = =
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2 1
/ / (9 — 2 — y*)dydx
0o Jo

@ ;Cémo se calcula?

@ ;Qué obtengo al final del
calculo?

@ ;Cémo puedo interpretar ese
resultado?
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Ejemplo

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide

2z = 12 + y? y sobre la regién D en el plano zy, acotada por la recta
y = 2z y la pardbola y = z2.
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Ejemplo

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide

2z = 12 + y? y sobre la regién D en el plano zy, acotada por la recta

y = 2z y la pardbola y = z2.
z y

@.4)

y=2x
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Ejemplo

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide

2z = 12 + y? y sobre la regién D en el plano zy, acotada por la recta
y = 2z y la pardbola y = z2.

y y
y=x 2.4 4+ 2,4)
"llll
280885455550 )=2x 1
' l L7277 y X Xx=-y
/A ,,,’;llgl’ll,ll X=37
<Ak 'l’l 7/ R /
y=x x =y
—
y D D
0 i ﬁ X 0 X
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Recorrido

@ Integracién de funciones de dos variables

@ Aplicaciones: areas y valor medio
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Areas por doble integracién

Definicién
El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A= [[ aa.

.Y para qué serviria? Para hallar el drea de la regiéon sombreada, fuera del
circulo centrado en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio
r =14 cosb:

Y

circunferencia: 2% + ¢y =1
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Areas por doble integracién

Definicién
El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A= [[ aa.

.Y para qué serviria? Para hallar el drea de la regiéon sombreada, fuera del
circulo centrado en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio
r =14 cosb:

Y

circunferencia: 2% + ¢y =1

cardioide: 22 4+ y?> = /22 + 42 — 2
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Areas por doble integracién

Definicién
El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A= [[ aa.

.Y para qué serviria? Para hallar el drea de la regiéon sombreada, fuera del
circulo centrado en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio
r =1+ cosb:

/ \\ circunferencia: 2% + % =1
\ D i 2 cardioide: 2% 4+ y* = /a2 +y? —x
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Valor medio de una funcién integrable en una regién
acotada R

Definicidon

Sea f una funcién integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

1
Val i = A.
alor promedio de f sobre R Zres de B //Rfd
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Valor medio de una funcién integrable en una regién
acotada R

Definicidon

Sea f una funcién integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

1
Val i = A.
alor promedio de f sobre R Zres de B //Rfd

Grafico de f(z,y) 2 3
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Valor medio de una funcién integrable en una region
acotada R

Definicidon

Sea f una funcién integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

1
Val i = A.
alor promedio de f sobre R Zres de B //Rfd

1 2.5 pl5

VM =— f(z,y)dydz = 0.31
15 /25 J-15

Grafico de f(z,y) 2 3
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Recorrido

© Formula del cambio de variables
@ Foérmula del cambio de variables
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e[

=

0
Para resolver por sustitucién la integral I = / cos(bx)dx, planteamos:
Jo

u = 5z; du = 5dx (1)

y hacemos
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e[

=

0
Para resolver por sustitucién la integral I = / cos(bx)dx, planteamos:
Jo

u = 5z; du = 5dx (1)

y hacemos

B 1
I= / cos(u) = du.
0 5

En (1) hemos definido una funcién biyectiva, entre [0, {5] vy [0, 5]
h

s - ) )
ff/ X \‘I /— hx)=5x=u g [07 5] — [07 10]
l: :| " '| U / 1 1
I"\ glu)=u/5=x « /| —\— u / T = g(u) =5 9 (u) =5 dx = Edu

\ // \‘\\ / 2 u\ 1 2

L -~ I= cos (5= ) —du = fg(u)) g (u)du

s R\_/ ™ 0 5/5 0
[0, 10 g [U1 5}
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Transformaciones en el plano

Ejemplo:
r(p,0) = (pcosb, psenb), 0<p<1;0<6<2m.

Representar graficamente el dominio S y la imagen R de r.
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Transformaciones en el plano

Ejemplo:
r(p,0) = (pcosb, psenb), 0<p<1;0<6<2m.

Representar graficamente el dominio S y la imagen R de r.

Verificar que r(p,0), 0 < p < 1, es el segmento [0,1] x 0; y que r(%,@),
0 < 6 < 2, es la circunferencia con centro en (0,0) y radio 3.

Integrales de funciones de varias variables 36/71



Transformaciones en el plano

Ejemplo:
r(p,0) = (pcosb, psenb), 0<p<1;0<6<2m.

Representar graficamente el dominio S y la imagen R de r.

Verificar que r(p,0), 0 < p < 1, es el segmento [0,1] x 0; y que r(%,@),
0 < 6 < 2, es la circunferencia con centro en (0,0) y radio 3.

Esta transformacién no es inyectiva en la frontera de S (todos los puntos
(0, 0) tienen imagen (0,0)), pero si lo es en el interior de S.
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Férmula del cambio de variables

Para calcular

/ /R f (@, y)dz dy

Integrales de funciones de varias variables 37/71



Férmula del cambio de variables

) v
Para calcular
r=T 4 \
f(z,y)dz dy s — /| ®
R (u, 1) T \
"\ -— ‘\___/‘ Ty )
se puede definir una S o
transformacién 0 u 0 ¥

T:5S—R biyectiva
T(uv ’U) = (33‘, y) = (Qf(u, U): y(u? U))
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Férmula del cambio de variables

v ).
Para calcular

// f(z,y)dz dy S = R T
R .(“M‘L] T \

se puede definir una
transformacion 0 > 0 -

T:5S—R biyectiva
T(uv ’U) = (33‘, y) = (Qf(u, U): y(u’ U))

Se puede probar que si f es continua, x y y tienen derivadas paciales de
primer orden continuas y el jacobiano de la transformacién, J(u,v), solo
se anula en puntos aislados o nunca, entonces

/ /R f(a,y)de dy = / /S £ty 0), ()T, 0) du do



JACOBIANO

L Y
AS
[ 1]
gt | L e . i
r=1
—
7
Qik
0 u 0 X




JACOBIANO

L Y
AS
gt | L e . i
r=1
—_—
/
Qik
0 u 0 &£




JACOBIANO

L y
H=HU,
i)
Av 5 r= T ',/4
e (Xg: ¥o) ' R
(g, 1) Au \ ’ f . Ve

L ™~ /

U=y riu,vy) N
0 u 0 X
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JACOBIANO

L y
H=HU,
i)
Av 5 r= T ',/4
e (Xg: ¥o) ' L >
(g, 1) Au \ ’ f . -

L ~_ 7

U=y riu,vy) N
0 u 0 X

Tty vy) £

riu, +Aw v, N
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JACOBIANO

|(Aury) x (Avry)| = |ry X ry|Aulv
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JACOBIANO

|(Aury) x (Avry)| = |ry X ry|Aulv

Lok o oy o or

_ x oy _ 0 _

ry xr,=| % % 0 —‘a}g géj‘k—‘g}lj gqy"k
Jdzr 0y 0 ov  Ov ou  Ov

ov v
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JACOBIANO

|(Aury) x (Avry)| = |ry X ry|Aulv

Lok o oy o or

— | 9z Oy —_| 0 — u v

ry Xry=| 3 7, 0 —'a}g Z‘k—‘y gy‘k
dz Oy 0 v Ov ou  Ov
ov  Ov
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JACOBIANO

n n

J[ taaaa= 303 rpiaa,

i=1 k=1
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JACOBIANO

n n

J[ taaaa= 303 rpiaa,

i=1 k=1

AAy ~ 0(z,y) Qi AuAv
d(u,v)
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JACOBIANO

n n

fla,y)dA =" " f(Py)AAi,
/I,

i=1 k=1

9(z,y)
d(u,v)

QZkAUAU




FORMULA DEL CAMBIO DE VARIABLES

Teorema

Supdngase que T' es una transformacion biyectiva de S en R, tal que sus
componentes tienen derivadas parciales continuas de primer orden en S'y

cuyo Jacobiano es no nulo en S. Supéngase que f es continua en R.
Entonces:

/[ s@ia= [[ stetwo.peon]| 500

Observacion: el teorema también vale si 7' no es inyectiva en puntos
de la frontera de S.

du dv.

v
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Recorrido

© Formula del cambio de variables

@ Integrales dobles en coordenadas polares
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Integrales dobles en coordenadas polares

FIGURA 15.21 Laregion R: gi(0) = r = go(0), & = ) = 3, estd contenida en la regién con
forma de abanico 0: 0 = r = a, « = # = f. La particion de O mediante arcos de circunferencia
y rayos induce una particion de R.
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A4==6-7
2
inerion. L[ ArY
Radio interior: 2 (r 2 ) A6
o oxierior. L[+ ArY
Radio exterior: 2 (rx + 2 ) AB.

FIGURA 15.22  La observacién de que
area del sec- area del sec-
4= (o)~ (or e s
tor mas grande tor mas pequena

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.
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A4==6-7
2
iienon L[, ArY
Radio interior: 2 (r 2 ) A6
o oxierior. L[+ ArY
Radio exterior: 2 (rx + 2 ) AB.

FIGURA 15.22  La observacién de que
area del sec- area del sec-
4= (o)~ (or e s
tor mas grande tor mas pequena

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

Transformacion:
T(r,0) = (rcosf,rsenf)
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A==6-1
B .
iienon L[, ArY
Radio interior: 2 (r 2 ) A6
o oxierior. L[+ ArY
Radio exterior: 2 (rx + 2 ) AB.

FIGURA 15.22  La observacién de que

Ads = ( area del sec- ) ( area del sec- )
£ tor mas grande tor mas pequenia

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

Transformacion:
T(r,0) = (rcosf,rsenf)

Jacobiano:
dz Oz
dy Oy
or 00
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A==6-1
B .
iienon L[, ArY
Radio interior: 2 (r 2 ) A6
o oxierior. L[+ ArY
Radio exterior: 2 (rx + 2 ) AB.

FIGURA 15.22  La observacién de que

Ads = ( area del sec- ) ( area del sec- )
£ tor mas grande tor mas pequenia

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

Transformacion:
T(r,0) = (rcosf,rsenf)

Jacobiano:
3—? a—g cosf —rsenb
gy vy | = | senf rcosd =rl=r.
or 06
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Ejemplo

i Coémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el gréfico de la funcién f(x,y) = 22 + 4 y sobre el

cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano xy?
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Ejemplo

i Coémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el gréfico de la funcién f(x,y) = 22 + 4 y sobre el

cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano xy?

Planteo: V = [/, f(z,y)dA
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Ejemplo

i Cémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el gréfico de la funcién f(x,y) = 22 + 4 y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano xy?

Planteo: V = [/, f(z,y) dA
SOLUCION en coordenadas rectangulares:

1 pv1—22
/ / (:E2 + y2)dy dx
o Jo
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Ejemplo

i Cémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el gréfico de la funcién f(x,y) = 22 + 4 y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano xy?

Planteo: V = [/, f(z,y) dA

SOLUCION en coordenadas rectangulares:

V1i—z2
V:// (2% + %) dy dx

= /( 1—x2+7( 1_m)3)dx
0 3

1
= / (2562\/1—932+1\/1—x2>d33
B 3
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Ejemplo

i Cémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el gréfico de la funcién f(x,y) = 22 + 4 y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano xy?

Planteo: V = [ f(x,y)dA

SOLUCION en coordenadas rectangulares:

V1i—z2
V:// (2% + %) dy dx

= /( 1—x2+7( 1_m)3)dx
0 3

1
= / (2562\/1—932+1\/1—x2>d33
B 3

Ver férmulas 45 y 46 del final del libro (repasar andlisis 1)
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Ejemplo

i Como se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el grafico de la funcién f(z,y) = 22 +y? y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano xy?

Planteo: V' = [/ f(x,y)dA
SOLUCION en coordenadas polares:
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Ejemplo

i Como se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el grafico de la funcién f(z,y) = 22 +y? y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano xy?

Planteo: V' = [/ f(x,y)dA
SOLUCION en coordenadas polares:

T = rcosb; y = rsent
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Ejemplo

i Como se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el grafico de la funcién f(z,y) = 22 +y? y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano xy?

Planteo: V' = [/ f(x,y)dA
SOLUCION en coordenadas polares:

T = rcosb; y = rsenf

b 2 .2 2 2 b 3 i
V:/ / (r*cos” 6 + r*sen G)T‘dﬂdr:/ / r°dfdr =
0 Jo o Jo 8
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regién plana R es acotada, su édrea es
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regidn plana R es acotada, su area es A= // dA.
R
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regidn plana R es acotada, su area es A= // dA.
R

Ejemplo: Hallar el drea de la regidn sombreada, fuera del circulo centrado
en (0,0) y radio » = 1 y dentro de la cardioide de radio r = 1 + cos 6:

Integrales de funciones de varias variables 48 /71



Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regidn plana R es acotada, su area es A= // dA.
R

Ejemplo: Hallar el drea de la regidn sombreada, fuera del circulo centrado
en (0,0) y radio » = 1 y dentro de la cardioide de radio r = 1 + cos 6:
Representar y buscar intersecciones en coordenadas polares.
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regidn plana R es acotada, su area es A= // dA.
R

Ejemplo: Hallar el drea de la regidn sombreada, fuera del circulo centrado
en (0,0) y radio » = 1 y dentro de la cardioide de radio r = 1 + cos 6:
Representar y buscar intersecciones en coordenadas polares.

Y

K \ ‘;%
\_A
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regidn plana R es acotada, su area es A= // dA.
R

Ejemplo: Hallar el drea de la regidn sombreada, fuera del circulo centrado

en (0,0) y radio » = 1 y dentro de la cardioide de radio r = 1 + cos6:

Representar y buscar intersecciones en coordenadas polares.
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regidn plana R es acotada, su area es A= // dA.

R
Ejemplo: Hallar el drea de la regidn sombreada, fuera del circulo centrado
en (0,0) y radio » = 1 y dentro de la cardioide de radio r = 1 + cos6:
Representar y buscar intersecciones en coordenadas polares.

Y
r=1+cos@

Entrajen r =1

Saleen r =1+ cos@
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Dibujito

So long integrals!
I survived.

The worst is
now over...
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Recorrido

© Integrales miiltiples
@ Integrales triples en coordenadas rectangulares
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Definicion de integral triple sobre rectangulos

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo o caja R.
Definimos una particién de R, formada por n? subrectingulos y formamos

la suma de Riemann S, =370 >7% >3 f(Pk) AV
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Definicion de integral triple sobre rectangulos

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo o caja R.
Definimos una particién de R, formada por n? subrectingulos y formamos
la suma de Riemann S, =370 >7% >3, f(Pk) AV

Si el limite 1fm,, o Sy, existe para cualquier eleccién de (P;jy), se dice que
f es integrable sobre R. En este caso, la integral triple de f sobre R es el
limite de las sumas S, y se puede representar por

///Rf(x,y,z)dv 0 ///Rf(ffay,z)dxdydz.
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Definicion de integral triple sobre otras regiones

E
D ¢ g
Ar

Ay

e

x Yy
.

FIGURA 15.29 Particién de un sélido con celdas cbicas de volumen AV
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Definicion de integral triple sobre otras regiones

e

X

—

FIGURA 15.29 Particién de un sélido con celdas cbicas de volumen AV

Sea f una funcién definida y acotada en una regién acotada, R. Definimos
una particiéon de R, formada por rectangulos y consideramos sélo los
rectangulos incluidos en R; formamos la suma de Riemann

Sp = Z?:1 Z;L:1 22:1 f(Pz‘jk)AV-
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Definicion de integral triple sobre otras regiones

FIGURA 15.29 Particién de un sélido con celdas cbicas de volumen AV

Sea f una funcién definida y acotada en una regién acotada, R. Definimos
una particiéon de R, formada por rectangulos y consideramos sélo los
rectangulos incluidos en R; formamos la suma de Riemann

Sp = Z?:1 Z;L:1 22:1 f(Pz‘jk)AV-

Si el limite lim,, o, S, existe, para cualquier eleccién de (Pj;1), se dice
que f es integrable sobre R. En este caso, la integral triple de f sobre R
es el limite de las sumas S,, y se puede representar por

///Rf(:c,y,z)dv ° ///Rf(wvy,Z)da:dydz.
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Propiedades de las integrales triples

1 Si f es continua en una regién cerrada y acotada R, entonces f es
integrable en R.

Si f y g son funciones integrables sobre la regién cerrada y acotada R,

entonces:

(x,y,2) + g(x,y,2)|dV =

2 ]
s e
3 // cf(:z:,y,z)dV:c// F@,y, 2)dV

4 Si f(xz,y,2) < g(x,y,z) para todo (z,y,2) € R,

[l [
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Propiedades de las integrales triples

5 Si Ry y Ry son dos regiones tales que R N Ry = () y f es acotada e
integrable en cada una de ellas, entonces f es integrable en R U Ra y

///RIURQf(x,y,z)dV = // . f(z,y,2)dV + // N F(z,y,2)dV.
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Recorrido

© Integrales miiltiples

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y

o R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] x [e,m]), entonces

v

T mid = = >y
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Teorema de Fubini

Teorema
Si f es continua en la region R y

o R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] x [e,m]), entonces

///Rf(x’y’z)dv:/ab/cd/emf(w,y,z)dzdydg;
:/Cd/ab/emf(xay,z)dzdxdy...

v

T mid = = >y
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Teorema de Fubini

Teorema
Si f es continua en la region R y

o R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] x [e,m]), entonces

///Rf(x’y’z)dv:/ab/cd/emf(w,y,z)dzdydx
:/Cd/ab/emf(xay,Z)dzdxdy...

@ R estd definida pora < x <b, g1(z) <y < g2(x) y hi(z,y) < z < ho(z,y),
con g1 y ga continuas en [a,b], y h1 y hy continuas en
{(z,y) ra < <b, g1(x) <y < ga(x)}, entonces

g2(z) hz(x,y
// f(z,y,2)dV = / / / (z,y, 2)dz dy dx.
g1(z) Jhi(z.y)

@

T mid = — —
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Teorema de Fubini

Teorema
Si f es continua en la region R y

o R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] x [e,m]), entonces

///Rf(x’y’z)dv:/ab/cd/emf(w,y,z)dzdydx
:/Cd/ab/emf(xay,Z)dzdxdy...

@ R estd definida pora < x <b, g1(z) <y < g2(x) y hi(z,y) < z < ho(z,y),
con g1 y ga continuas en [a,b], y h1 y hy continuas en
{(z,y) ra < <b, g1(x) <y < ga(x)}, entonces

g2(z) hz(x,y
// f(z,y,2)dV = / / / (z,y, 2)dz dy dx.
g1(z) Jhi(z.y)

@ Hay otros casos...

@

T mid = — —
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Ejemplo Teorema de Fubini

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(z,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z =9 — 22 — y?, el plano z =z y el
plano y = 1, en el primer octante.
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Ejemplo Teorema de Fubini

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(z,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z =9 — 22 — y?, el plano z =z y el
plano y = 1, en el primer octante.
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Ejemplo Teorema de Fubini

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(z,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z =9 — 22 — y?, el plano z =z y el
plano y = 1, en el primer octante.

2 1 p9—ax24y?
/ / / flz,y, z)dzdydz.
0 JOo Jz
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Teorema de Fubini

Si f es continua en D c R3
fffo(fUaya )dV = f f fg flx,y,2)dzdydz = ....

=b fy=gbx) fz=fixy)
] ] F(x,y,z) dz dy dx.

y=gi(x) Jz=fi(x,y)

Leaves at
¥y =8
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Valor medio de una funcién de tres variables

Definicidn

Sea f una funcién integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

1
Valor promedio de f sobre R = ———— /// fdv.
volumen de R R

Integrales de funciones de varias variables 61/71



Aplicaciones

Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su
volumen es
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Aplicaciones

Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su

volumen es
V—///dv
JJJID
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Aplicaciones

Si un sélido D ocupa una regién en R? que es cerrada y acotada, su

volumen es
V—///dv
JJJID

Si tal sélido D tiene densidad en cada punto dada por una funcién
integrable d(x,y, z), su masa se calcula por

= [[[ sav
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Aplicaciones

Si un sélido D ocupa una regién en R? que es cerrada y acotada, su

volumen es
V—///dv
JJJID

Si tal sélido D tiene densidad en cada punto dada por una funcién
integrable d(x,y, z), su masa se calcula por

= [[[ sav

y las coordenadas de su centro de masa vienen dadas por (Z, ¥, z), donde

My, _ [[[pxodV M. _ [[fpyodV My, _ [[[p20dV
M [[fpeav YT M T [[fpeav T M [[],0dv

j:
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Aplicaciones

Si un sélido D ocupa una regién en R? que es cerrada y acotada, su

JJJD

Si tal sélido D tiene densidad en cada punto dada por una funcién
integrable d(x,y, z), su masa se calcula por

= [[[ sav

y las coordenadas de su centro de masa vienen dadas por (Z, ¥, z), donde

M,. fffD zodV M, fffD yodV Mgy fffD 20dV
M~ [ffyedv YT M T [[[,edv M [[[,ddV

Observacion: cuando ¢ es constante, el centro de masa se llama
centroide.

Integrales de funciones de varias variables 62 /71
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Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sélido comprendido entre las
superficies dadas por z = 22 + 3y% y 2 = 8 — 22 — ¢?, si la densidad en
cada punto viene dada por 0(z,y, z) = zy + xe”.

Integrales de funciones de varias variables 63 /71



Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sélido comprendido entre las
superficies dadas por z = 22 + 3y% y 2 = 8 — 22 — ¢?, si la densidad en
cada punto viene dada por §(z,y, z) = xy + ze*. SOL: (pag.862)
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Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sélido comprendido entre las

superficies dadas por z = 22 + 3y’ y 2 = 8

— 2% —y?, si la densidad en

cada punto viene dada por §(z,y, z) = xy + ze*. SOL: (pag.862)

M

z
Sale en
z=8—x—y?

(2,0,4)
Entra en
2=+ 3 —
Emraen | sttt T

y==Vid =222 —-

z=8—x2—y?

La curva de interseccion

\— z=x%+ 3y?
= 2,0,0)

|
(2,0,0)

Sale en
y=Via—xy2

e 2yt=4

-
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Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sélido comprendido entre las
superficies dadas por z = 22 + 3y% y 2 = 8 — 22 — ¢?, si la densidad en
cada punto viene dada por §(z,y, z) = xy + ze*. SOL: (pag.862)

M 4
Sale en
z=8—x—y?
R z=8—x2—y?
\\ /
\ La curva de interseccion
V2 4-2y2 82 —y?
z
)@,H:@\e Ydz dz dy.
V2 J- .
|0
1
|
\— z=x4 37
Entra en
z=x2 43yt —1
Eotraen | S| (=2,0,
y==Vid—2y2 — —
I 24 9,2
2,0,0) A T=4
x
L ¥

Sale en
y=Via—xy2

63/71
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Recorrido

© Integrales miiltiples

@ Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas
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Férmula del cambio de variables: coordenadas cilindricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:
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Férmula del cambio de variables: coordenadas cilindricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:

g(r,0,z) = x = rcosb; h(r,0,z) =y = rsenb; k(r,0,z) =z
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Férmula del cambio de variables: coordenadas cilindricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:

g(r,0,z) = x = rcosb; h(r,0,z) =y = rsenb; k(r,0,z) =z

Jacobiano:
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Férmula del cambio de variables: coordenadas cilindricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:

g(r,0,z) = x = rcosb; h(r,0,z) =y = rsenb; k(r,0,z) =z

Jacobiano:
X = rcosé, vy =rsenb, z=z
dx  dx Ox
ar 08 oz
. ) ) cosf —rsenf O
dy gy dy
Jr, 0,z) = |- - ~——| = |[sen@ rcos® 0| = rcos’d + rsen’d = r.
dr a8 dz
) 0 0 1
9z 0z oz
dr 00 dz
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Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:

Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 32 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.
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Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:
Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 32 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:

2 — 22 — % = /a2 42
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Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:

Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 32 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:

Integrales de funciones de varias variables 66 /71



Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:
Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 32 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:

Integrales de funciones de varias variables 66 /71



Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:

Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 32 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:
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Férmula del cambio de variables: coordenadas esféricas

Definimos la transformacién T a través de sus funciones componentes:
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Férmula del cambio de variables: coordenadas esféricas

Definimos la transformacién T a través de sus funciones componentes:

9(p;0,¢9) =z =psengcosd;  h(p,0,¢) =y = psenpsend;
k(p,0,¢) =z = pcos¢
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Férmula del cambio de variables: coordenadas esféricas

Definimos la transformacién T a través de sus funciones componentes:

9(p;0,¢9) =z =psengcosd;  h(p,0,¢) =y = psenpsend;
k(p,0,¢) =z = pcos¢

Jacobiano:
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Férmula del cambio de variables: coordenadas esféricas

Definimos la transformacién T a través de sus funciones componentes:

9(p.0,6) =z = psendcosb;  h(p,0,6) =y = psen psen;

k(p,0,¢) =z = pcos¢
Jacobiano:

x = psend¢cosb, vy = psend¢senb, z = pcos¢

ap  agp 08
dy dy  dy 9
Jp. . 0) = ip a6 9 = p” sen ¢.
o oz o
ap  agp 08

Integrales de funciones de varias variables 67 /71



Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:

Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + y? y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:
Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + y? y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucidn:
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:
Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + y? y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucidn:

1= a2+ y?
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:
Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + y? y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:
1= a2+ y?

224 =1

Integrales de funciones de varias variables 68 /71



Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:
Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + y? y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:
1= a2+ y?

$2+y2:1
2r % prseco

V:/ // p*sen ¢ dpde db.
0 0 0
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Otros ejemplos

1) Escriba dos integrales iteradas para hallar [[, f(z,y)dA sobre la
regiéon R dada en el grafico.

X y=x
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Otros ejemplos

2
2) i Qué calcula la integral fol 02 (4 — 2? — y?)dy dx? ;Cuénto vale?
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Otros ejemplos

2
2) i Qué calcula la integral fol 02 (4 — 2? — y?)dy dx? ;Cuénto vale?

SOLUCION:
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Otros ejemplos

2
2) i Qué calcula la integral fol 02 (4 — 2? — y?)dy dx? ;Cuénto vale?

SOLUCION:
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Otros ejemplos

2
2) i Qué calcula la integral fol 02 (4 — 2? — y?)dy dx? ;Cuénto vale?

SOLUCION:

1 p2—22
1
/ / (4 —2? — ) dy dx = 158 ~ 4,5143
o Jo 35
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Otros ejemplos

3) Plantee 6 integrales para hallar el volumen del prisma de la figura:

x

SOLUCION:

1 pl—z p2
V= / / / dx dydz
0 JoO 0
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Otros ejemplos

3) Plantee 6 integrales para hallar el volumen del prisma de la figura:

x

SOLUCION:

1 pl—z p2 1 pl—y f2
V:/ / / dxdydz:/ / / dx dz dy
0 JoO 0 0 JO 0
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Otros ejemplos

3) Plantee 6 integrales para hallar el volumen del prisma de la figura:

x

SOLUCION:

1 pl—z p2 1 pl—y f2
V:/ / / dxdydz:/ / / drdzdy = ...
0 JoO 0 0 JO 0
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