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Integral de una funcién de una variable

Dadas f definida y acotada en [a,b] y una particién P de [a, b]:
P={xo, 21, ,xn},a=x9 <1 < -+ < Tp =D,
a partir de una coleccién de puntos muestra asociada a P:
x] € [xo,x1], -+ ,x) € [Tp_1,Tp],

se define la integral de Riemann de f como

b
do = )Azy, si el limite existe.
/a f(z)dx \\P\Hozf xy) Az, si el limite existe
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Integral de una funcién de una variable

Dadas f definida y acotada en [a,b] y una particién P de [a, b]:
P={xo, 21, ,xn},a=x9 <1 < -+ < Tp =D,
a partir de una coleccién de puntos muestra asociada a P:
x] € [xo,x1], -+ ,x) € [Tp_1,Tp],

se define la integral de Riemann de f como

/ fla ‘ H Zf x}) Az, si el limite existe.
7)

Aplicaciones:

j "rdx
2
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Integral de una funcién de una variable

Dadas f definida y acotada en [a,b] y una particién P de [a, b]:
’P:{wa'El?"' wrn}a a=x0<x1 <--" <xn:b7
a partir de una coleccién de puntos muestra asociada a P:
‘TT S [‘T07$1]7” : 71.:1 S [xn—hxn]a
se define la integral de Riemann de f como
b
/ f(z)dx = ‘hHm Zf xy) Az, si el limite existe.
P
a

Aplicaciones:

0(z)de =1 o(zp)A
[ 1= i, > e
5(7)

 —

-~
Az
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@ Integracién de funciones de dos variables

@ Integrales dobles en coordenadas rectangulares
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Definicion de integral doble sobre rectangulos

R =[a,b] X [¢,d]

R [aa]

vl
Az

0 \ a b

P,

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo R. Definimos una
particiéon de R, formada por n X n subrectdngulos y formamos la suma de

Riemann S, = Y"1 | S0 f(Pu)AA.

Si el lim,, .~ S, existe para cualquier eleccién de Pj, se dice que f es
integrable sobre R. En este caso, la integral doble de f sobre R es el
limite de las sumas S,, y se puede representar por

J[ ramaa o //R F(@,y)da dy
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Definicion de integral doble sobre otras regiones

z=f(z,y)

J\ /- A =f(Pa)
AA 0 A
R I \ - . {

Sea f una funcién definida y acotada en una regién acotada, R. Definimos
una particiéon de R, formada por rectangulos; consideramos sélo los
rectangulos incluidos en R y formamos la suma de Riemann

Sp = Z?:1 ZZ:1 [ (Pi) AA.

Si el lim,,_, o Sy, existe, para cualquier eleccién de (Pj), se dice que f es
integrable sobre R. En este caso, la integral doble de f sobre R es el
limite de las sumas .S, y se puede representar por

J[ t@aaa o [ feparay
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Propiedades de las integrales dobles

1 Si f es continua en una regién cerrada y acotada R, entonces f es
integrable en R.

Si f y g son funciones integrables sobre la regién cerrada y acotada R,
entonces:

2 //R[f(x,y)+g(m,y)]dz4=/Rf(xvy)dAJr//Rg(x,y)dA

3LK/cj@;wdA::c/n f(z,y)dA

4 Si f(x,y) < g(x,y) para todo (z,y) € R,

//fxydA<// (z,y)dA.

5 Si Ry y Ry son dos regiones tales que R{ N Ry =y f es acotada e
integrable en cada una de ellas, entonces f es integrable en R{ U Rs y

//RlUR2 J‘i(ﬂc,y)alA:/R1 f(x,y)dA+/R2 Fla,y)dA
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Recorrido

@ Integracién de funciones de dos variables

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
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Integrales iteradas: Principio de Cavalieri

Z 4 z 4

Graph of z = f(x, )

R v .
y
X
£
z=f(xy)
\ 0|
¥ g /\
. Y
x‘%gm o
\-f
| A®).
R >
)
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y
@ R es rectangular (R = [a,b] X [c,d]), entonces

//Rf(x,y)dA—/ab/cdf(w,y)dydm—/cd/abf(:r,,y)da:dy.

o R estd definida pora <z < by g1(x) <y < go(z), con g1 y go continuas en

[a, b], entonces
b rg2(z)
[[ s@wia= [ [ tapiyda.
R a Jgi(z)

o R estd definida por c <y < d y hi(y) <z < ha(y), con hy y hy continuas en

[c,d], entonces
//fxydA // f(z,y)dx dy.
hi

Integrales de funciones de varias variables 11/59




Ejemplo

2 1
0 0

@ ;Cémo se calcula?

@ ;Qué obtengo al final del 4
célculo?

@ ;Cémo puedo interpretar ese
resultado?
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Ejercicios del TP 3

1. CaIcuIe

/ / 2zy dydx
0

/mycosydA donde R={(z,y) eR?: -1 <2< 1,0<y<m}

Integrales de funciones de varias variables 13 /59



Ejemplo: regién no rectangular

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide
z = 22 +y? y sobre la regién D en el plano zy, acotada por la recta
y =2z y la pardbola y = z2.
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Ejemplo: regién no rectangular

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide
z = 22 +y? y sobre la regién D en el plano zy, acotada por la recta
y =2z y la pardbola y = z2.

2,4) 4+ (2,4)
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Ejemplo: regién no rectangular

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide
z = 22 +y? y sobre la regién D en el plano zy, acotada por la recta
y =2z y la pardbola y = z2.
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Ejemplo: regién no rectangular

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide
z = 22 +y? y sobre la regién D en el plano zy, acotada por la recta
y =2z y la pardbola y = z2.

y y i
(2,4) 4+ (2,4)
y=2x =41y
y=x* x—\s/\
Loy -
D D
0o 1 s v 0
216
Rt 5 6, 17.
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Ejercicios del TP 3

6. Trace la regién de integracidn y evalle la integral.

a) / / ydy dx
o Jo
2 y2

b) / / dz dy
1 Jy

12. Determine el volumen del sélido en el primer octante acotado por los
planos coordenados el cilindro 22 + y?> = 4 y el plano z + y = 3.
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Recorrido

@ Integracién de funciones de dos variables

@ Nota sobre integrales impropias
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Nota sobre integrales impropias

Tipos de integrales impropias: // fdA
D
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Nota sobre integrales impropias

Tipos de integrales impropias: / fdA

© La regidén de integracién D es no acotada: / / Tdy dx.
e X
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Nota sobre integrales impropias

Tipos de integrales impropias: // fdA

© La regidén de integraciéon D es no acotada: / / Tdy dz.
> X

© f es continua en el |nter|or de D pero no lo es en algunos puntos de

Vi—a? 1
su frontera: / / ———dydx.
Vi—2? 1
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Nota sobre integrales impropias

Tipos de integrales impropias: // fdA

© La regidn de integracion D es no acotada: / / —dy dx.

© f es continua en el |nter|or de D pero no lo es en algunos puntos de

su frontera: //
Vi—z?

Q [es una funcidén no acotada en puntos aislados de D:

dyd;r.
/ /ﬁ Va2 4 y?
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Ejercicios del TP 3

00 1

1
15. Evalte la integral impropia / / ——dy dz como si fuese una
1 e Yy

—x

integral iterada.

19. Pruebe que

/ / —v’ dy dx = hm/ / v’ dx dy
= </ - da:)
0

Integrales de funciones de varias variables 18 /59



Recorrido

@ Integracién de funciones de dos variables

@ Aplicaciones: masas, areas y valor medio
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Masas y centros de masa

La masa de una ldmina plana R, de densidad variable dada por §(z,y) es

M= //R 5z, y) da dy.

o
Integrales de funciones de varias variables
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Masas y centros de masa

La masa de una ldmina plana R, de densidad variable dada por §(z,y) es

M= //R 5z, y) da dy.

F e

Las coordenadas del centro de masa son

1 1
I = M//Rxé(av,y)dA, y= M//Ryé(:v,y)dA.
—_— i
M, M,

M,: momento con respecto al eje y.
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Ejercicio del TP 3

42. Determine el centro de masa de una placa delgada de densidad § = 3

acotada por las rectas = 0, y = = y la pardbola y =2 — 22 en el
primer cuadrante.

1 2—z? 7
M:// 5(x,y)dA:/ / 3dydr = =
R 0 Ja 2

1 p2—2? 5

My:// J:5(x,y)dA:/ / 3rxdydr = —

Planteamos:

M, 5/4 5
r= —=—= —,
M~ 7/2 14
Similarmente, M, = % y
_ 38
V=35
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Areas por doble integracién

Definicidn

El drea de una regidn plana cerrada y acotada R es

A://RdA.
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Areas por doble integracién

Definicidn

El drea de una regidn plana cerrada y acotada R es

A= / / dA.
R
Ejercicio del TP 3:

20. Trace la regidén acotada por las rectas y las curvas dadas. Exprese el
area de la regiéon como una integral doble iterada y evalde la integral.

b) La pardbola z = —y? y la recta y = = + 2.
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Areas por doble integracién

Definicidon

El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A://RdA.

.Y para qué serviria? Para hallar el drea de la regiéon sombreada, fuera del
circulo centrado en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio
r =14 cosb:

Y

circunferencia: 2% + ¢y =1

Integrales de funciones de varias variables 23 /59



Areas por doble integracién

Definicidon

El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A://RdA.

.Y para qué serviria? Para hallar el drea de la regiéon sombreada, fuera del
circulo centrado en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio
r =14 cosb:

Y

circunferencia: 2% + ¢y =1

cardioide: 22 + y? = /a2 + 2 +
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Areas por doble integracién

Definicidon

El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A://RdA.

.Y para qué serviria? Para hallar el drea de la regiéon sombreada, fuera del
circulo centrado en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio
r =14 cosb:

Y

circunferencia: 22 + y? =1

cardioide: 22 +y? = V22 + 2 +
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Valor medio de una funcién integrable en una regién
acotada R

Definicidn

Sea f una funcidn integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

1
Valor promedio de f sobre R = ——— // fdA.
dreade R J /i
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Valor medio de una funcién integrable en una regién
acotada R

Definicidon

Sea f una funcidn integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

1
Valor promedio de f sobre R = ——— / fdA.
dreade R J /i

Grafico de f(x,y) 2 3
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Valor medio de una funcién integrable en una regién
acotada R

Definicidon

Sea f una funcidn integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

1
Valor promedio de f sobre R = ——— / fdA.
dreade R J /i

1 (25 18
VM = — f(z,y)dydz = 0.31
-15

Grafico de f(x,y) 2 3
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Recorrido

© Férmula del cambio de variables
@ Foérmula del cambio de variables
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Utilidad del cambio de variables en integrales multiples

2 \/4—y?
La regién de integracién de / / (:U2 + y2) dx dy es:
o Jo

El cdlculo de esta integral en coordenadas rectangulares es posible, pero
dificil.
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Sustitucidn en integrales de funciones de una variable

10
Para resolver por sustitucién la integral I = / cos(bx)dx, planteamos:
Jo
u = 5z; du = 5dx (1)

y hacemos
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Sustitucidn en integrales de funciones de una variable

e[

10
Para resolver por sustitucién la integral I = / cos(5x)dx, planteamos:
Jo
u = 5z; du = 5dx (1)

y hacemos

B 1
I= / cos(u) = du.
0 5

En (1) hemos definido una funcién biyectiva, entre [0, {5] vy [0, 5]
/,,,-r---r-‘.\\/'"i P - ~
[ N S g:0,3] =10, 5]
L) u ) m=sw=f ge)=k de=ld
e o4 I / Teos (52 Hau= / * £ (g(w) ¢/ (u) du
(O I %5 0 oIS
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Transformaciones en el plano

Ejemplo:
r(p,0) = (pcosb, psenb), 0<p<1;0<6<2m.

Representar graficamente el dominio S y la imagen R de r.
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Transformaciones en el plano

Ejemplo:
r(p,0) = (pcosb, psenb), 0<p<1;0<6<2m.

Representar graficamente el dominio S y la imagen R de r.

Verificar que r(p,0), 0 < p < 1, es el segmento [0,1] x 0; y que r(%,@),
0 < 6 < 2m, es la circunferencia con centro en (0,0) y radio %
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Transformaciones en el plano

Ejemplo:
r(p,0) = (pcosb, psenb), 0<p<1;0<6<2m.

Representar graficamente el dominio S y la imagen R de r.

Verificar que r(p,0), 0 < p < 1, es el segmento [0,1] x 0; y que r(%,@),
0 < 6 < 2m, es la circunferencia con centro en (0,0) y radio %

Esta transformacién no es inyectiva en la frontera de S (todos los puntos
(0, 0) tienen imagen (0,0)), pero si lo es en el interior de S.
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JACOBIANO

A u
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JACOBIANO

5
A8
s Av [
A u

7

.

Qik
0 u 0 X

Area(R) = //R dA ~ iiAAik

i=1 k=1
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JACOBIANO

AA = |[(Aury) x (Avry)| = |ry X ry| Aulv
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JACOBIANO

AA = |[(Aury) x (Avry)| = |ry X ry| Aulv

i j k

P 5 dx Oy oz Oz
— z Y —_| 0 % —
dz Oy 0 v Ov ou  Ov
ov  Ov
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JACOBIANO

AA = |[(Aury) x (Avry)| = |ry X ry| Aulv

ok or oy o ou

_ | oz Y _ 0 C — U v

ry Xry=| 5. 7, 0 |= i Z’k 'y gy‘k
oz Y0 v Ov ou  Ov
ov  Ov
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FORMULA DEL CAMBIO DE VARIABLES

Teorema

Supdngase que T' es una transformacion biyectiva de S en R, tal que sus
componentes tienen derivadas parciales continuas de primer orden en S y
cuyo Jacobiano es no nulo en S. Supéngase que f es continua en R.
Entonces:

J[ st@aaa= [[ sato.uwoy (520

Observacion: el teorema también vale si 7' no es inyectiva en puntos
de la frontera de S.

du dv.

v
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Recorrido

© Férmula del cambio de variables

@ Integrales dobles en coordenadas polares
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Integrales dobles en coordenadas polares

FIGURA 15.21 Laregion R: gi(0) = r = go(0), & = ) = 3, estd contenida en la regién con
forma de abanico : 0 = r = a, @ = § = f3. La particion de Q mediante arcos de circunferencia

y rayos induce una particion de R.

Integrales de funciones de varias variables 34 /59



/3
&)

AA

(%)

Sector pequefio

Sector grande

A==0-1
Radio interior: 1 e — Ar ’ A6
’ 2 2
R}
Radio exterior: % (rk + %) AB.

FIGURA 15.22  La observacién de que

Ads = ( area del sec- ) _ ( area del sec- )
Sk tor mas grande tor mas pequenia

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.
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=

Sector pequefio

Sector grande

Transformacion:

A==0-1
1 ArY
Radio interior: 2 (r — 7) A6

. , 1 ary
Radio exterior: 7\ +— ] A#f.

FIGURA 15.22  La observacién de que

Ads = ( area del sec- ) _ ( area del sec- )
Sk tor mas grande tor mas pequenia

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

T(r,8) = (rcosf,rsenb)
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Transformacion:

Jacobiano:

SRSk

Sector grande

SRS

2

area del sec-

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

T(r,8) = (rcosf,rsenb)
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Radio interior: 1

Radio exterior: % (r

FIGURA 15.22  La observacién de que

Adg = ( . . ‘
tor mas grande tor mas pequena

)
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Transformacion:

Jacobiano:

SRSk

Sector grande

SRS

2

area del sec-

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

T(r,8) = (rcosf,rsenb)

cosf —rsenb
senf rcos6

Integrales de funciones de varias variables

Radio interior: 1

Radio exterior: % (r

FIGURA 15.22  La observacién de que

Adg = ( . . .
tor mas grande tor mas pequena

=|rl=r

)
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Ejercicio del TP 3

25. Cambie la integral cartesiana por una integral polar equivalente.
Luego evalle la integral polar.

a) /02 /()\/m(x2 + y*)dxdy
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regién plana R es acotada, su area es
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regién plana R es acotada, su area es A= // dA.
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regién plana R es acotada, su area es A= // dA.

27. Obtenga el drea de la regién que se encuentra dentro de la cardioide
de ecuacién polar r = 1 + cos 8 y fuera de la circunferencia r = 1.
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regién plana R es acotada, su area es A= // dA.

27. Obtenga el drea de la regién que se encuentra dentro de la cardioide
de ecuacién polar r = 1 + cos 8 y fuera de la circunferencia r = 1.

Vamos a representar la regién y buscar intersecciones en coordenadas
polares.
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regién plana R es acotada, su area es A= // dA.
JJR

27. Obtenga el drea de la regién que se encuentra dentro de la cardioide
de ecuacién polar r = 1 + cos 8 y fuera de la circunferencia r = 1.

Vamos a representar la regidn y buscar intersecciones en coordenadas
polares.

TN
W)
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

Si la regién plana R es acotada, su area es A= // dA.
JJR

27. Obtenga el drea de la regién que se encuentra dentro de la cardioide
de ecuacién polar » = 1 + cos 8 y fuera de la circunferencia r = 1.

Vamos a representar la regidn y buscar intersecciones en coordenadas
polares.

r :\1 +\cgs 0
N NOX
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas

A—//(ZA.
JR

Si la regién plana R es acotada, su drea es

27. Obtenga el drea de la regién que se encuentra dentro de la cardioide

de ecuacién polar r = 1 4 cos @ y fuera de la circunferencia r = 1.

Vamos a representar la regién y buscar intersecciones en coordenadas

polares.

[VIE]

r=1+cos@

en r=1

Saleen 7 =1+ cos@
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Aplicacién al calculo de areas planas y acotadas
Si la regién plana R es acotada, su area es A= // dA.
JR

27. Obtenga el drea de la regién que se encuentra dentro de la cardioide
de ecuacién polar r = 1 4 cos @ y fuera de la circunferencia r = 1.

Vamos a representar la regién y buscar intersecciones en coordenadas

polares.

[VIE]

r=1+4 cos@

en r=1

Saleen 7 =1+ cos@

w/2 14-cos @
A= / / 1-rdrdf
—m/2J1
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Recorrido

© Integrales miiltiples
@ Integrales triples en coordenadas rectangulares
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Definicion de integral triple sobre rectangulos

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo o caja R.
Definimos una particién de R, formada por n? subrectangulos y formamos

la suma de Riemann S, =372, >7% 370 f(Py)AV.
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Definicion de integral triple sobre rectangulos

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo o caja R.
Definimos una particién de R, formada por n? subrectangulos y formamos
la suma de Riemann S, =37, >7% 370 f(Py)AV.

Si el limite lim,,_, S, existe para cualquier eleccién de (P;1,), se dice que
f es integrable sobre R. En este caso, la integral triple de f sobre R es el
limite de las sumas S, y se puede representar por

///Rf(a?,y,z)dv ° ///Rf@?,y,z)dxdydz.
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Definicion de integral triple sobre otras

FIGURA 15.29 Particién de un sélido con
celdas cubicas de volumen AV},
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Definicion de integral triple sobre otras regiones

(X Vo 2
» N
i
Ay
X /
FIGURA 15.29 Particion de un sélido con

celdas cubicas de volumen AV},

Sea f una funcidn definida y acotada en una regién acotada, R. Definimos
una particiéon de R, formada por rectdngulos y consideramos sélo los
rectangulos incluidos en R; formamos la suma de Riemann

Sp = Z?:l Z?:1 ZZ:l f<Pijk)AV-
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Definicion de integral triple sobre otras regiones

%

(X Vo 2

» pn/ R

- Axy
Ay,
|/
—,
FIGURA 15.29 Particién de un sélido con

celdas cubicas de volumen AV},

Sea f una funcidn definida y acotada en una regién acotada, R. Definimos
una particiéon de R, formada por rectdngulos y consideramos sélo los
rectangulos incluidos en R; formamos la suma de Riemann

Sn =2l Z?:l >kt f(Pigr) AV

Si el limite lim,,_,, S, existe, para cualquier eleccién de (F;ji), se dice
que f es integrable sobre R. En este caso, la integral triple de f sobre R
es el limite de las sumas S, y se puede representar por

///Rf(x,y,z)dv ° ///Rf<~’137y,z)dmdydz.
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Propiedades de las integrales triples

1 Si f es continua en una regién cerrada y acotada R, entonces f es
integrable en R.

Si f y g son funciones integrables sobre la regién cerrada y acotada R,

entonces:

(x,y,2) + g(x,y, 2)|dV =

2 ]
s e
3 // cf(m,y,z)dV:c// Fay, 2)dV

4 Si f(xz,y,2) < g(x,y,z) para todo (z,y,2) € R,

[l [
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Propiedades de las integrales triples

5 Si Ry y Ry son dos regiones tales que R N Ry = () y f es acotada e
integrable en cada una de ellas, entonces f es integrable en R U Ra y

///RIUR2 f(z,y,z)dV = // . flz,y,2)dV + // N Fla,y,2)dV.
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Recorrido

© Integrales miiltiples

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y

o R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] x [e,m]), entonces
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y

o R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] x [e,m]), entonces

///Rf(x’y’z)dv:/ab/cd/emf(w,y,z)dzdydx
:/Cd/ab/emf(l“ay,Z)dzdxdy...
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y

o R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] x [e,m]), entonces

//Rf(x,y,z)dV:/ab/cd/emf(x,y,z)dzdydx
:/Cd/ab/emf(l“ay,Z)dzdxdy...

@ R estd definida pora < x <b, g1(z) <y < g2(x) y hi(z,y) < z < ho(z,y),
con g1 y ga continuas en [a,b], y h1 y hy continuas en
{(z,y) :a < <b, g1(x) <y < ga(x)}, entonces

g2(z) hz(x,y
// f(z,y,2)dV = / / / (z,y, 2)dz dy dx.
g1(z) Jhi(z.y)
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y

o R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] x [e,m]), entonces

///Rf(x’y’z)dv:/ab/cd/emf(w,y,z)dzdyd;c
:/Cd/ab/emf(l“ay,Z)dzdxdy...

@ R estd definida pora < x <b, g1(z) <y < g2(x) y hi(z,y) < z < ho(z,y),
con g1 y ga continuas en [a,b], y h1 y hy continuas en
{(z,y) :a < <b, g1(x) <y < ga(x)}, entonces

g2(z) hz(x,y
// f(z,y,2)dV = / / / (z,y, 2)dz dy dx.
g1(z) Jhi(z.y)

@ Hay otros casos...
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Ejemplo Teorema de Fubini

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(z,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z = 9 — 22 — y? y los planos z = z,
x=2yy=1, en el primer octante.
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Ejemplo Teorema de Fubini

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(z,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z = 9 — 22 — y? y los planos z = z,
x=2yy=1, en el primer octante.

2 1 p9—ax24y?
/ / / flz,y, z)dzdydz.
0 JOo Jz
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Teorema de Fubini

Si f es continua en D c ]R3
fffo(fUaya )dV = f f fg flx,y,2)dzdydz = ....

y=g:(x) fz=/fax,y)
f ] ] F(x,y,z) dz dy dx.
y=g1(x) f1lx, y)

Enters at

Leaves at
¥y =8

Integrales de funciones de varias variables 48 /59



Valor medio de una funcién de tres variables

Definicidn

Sea f una funcién integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

1
Valor promedio de f sobre R = ——— /// fav.
volumen de R R
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Definiciones

Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su
volumen es
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Definiciones

Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su

V /-//I)
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Definiciones

Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su

Si tal sélido D tiene densidad en cada punto dada por una funcién
integrable d(z,y, z), su masa se calcula por

M= [[[ sav
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Definiciones

Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su

Si tal sélido D tiene densidad en cada punto dada por una funcién
integrable d(z,y, z), su masa se calcula por

M= [[[ sav

y las coordenadas de su centro de masa vienen dadas por (Z, 7, Z), donde

My [ffpaddV  Me.  [[[p90dV  Ma,  [ff,20dV
M [ffpeav YT M T [, 6dv M [, 0V

M, es el momento con respecto al plano yz.

T =

z =
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Definiciones

Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su

Si tal sélido D tiene densidad en cada punto dada por una funcién
integrable d(z,y, z), su masa se calcula por

M= [[[ sav

y las coordenadas de su centro de masa vienen dadas por (Z, 7, Z), donde

My [ffpaddV  Me.  [[[p90dV  Ma,  [ff,20dV
M [ffpeav YT M T [, 6dv M [, 0V

M, es el momento con respecto al plano yz.
Observacion: cuando ¢ es constante, el centro de masa se llama
centroide.

T =

z =
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Ejercicio del TP 3

51. Una regién sélida en el primer octante esta acotada por los planos
coordenados y el plano 4+ y + 2z = 2. La densidad del sélido es
0(x,y, z) = 2z. Obtenga la masa y el centro de masa del sélido.
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Recorrido

© Integrales miiltiples

@ Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas
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Férmula del cambio de variables: coordenadas cilindricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:
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Férmula del cambio de variables: coordenadas cilindricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:

g(r,0,z) = x = rcosb; h(r,0,z) =y = rsenb; k(r,0,z) =z
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Férmula del cambio de variables: coordenadas cilindricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:

g(r,0,z) = x = rcosb; h(r,0,z) =y = rsenb; k(r,0,z) =z

Jacobiano:
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Férmula del cambio de variables: coordenadas cilindricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:

g(r,0,z) = x = rcosb; h(r,0,z) =y = rsenb; k(r,0,z) =z

Jacobiano:
X = rcosé, v =rsené, z=7z
ox ox Ox
ar 08 oz
. ) ) cosf —rsenf O
dy dy dy
Hr,0,z) = |— -5 —-| = |senb rcos® 0| = ycos’@ + rsen’d = r.
dr bl dz
0 0 1
9z 9z oz
Jr o dz
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Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:

Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 2 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.
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Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:
Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 2 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:

2 — 22 — % = /a2 42
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Ejemplo:
Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 2 y arriba por el
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Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:

Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 2 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:

2 pl p2—r2
V= / / / rdzdrdf.
0 0 r
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Férmula del cambio de variables: coordenadas esféricas

Definimos la transformacién T a través de sus funciones componentes:
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Férmula del cambio de variables: coordenadas esféricas

Definimos la transformacién T a través de sus funciones componentes:

g(p,0,¢) =z =psendcost;  h(p,0,¢) =y = psen¢send;
k(p,0,¢) =z = pcos¢

Integrales de funciones de varias variables 55 /59



Férmula del cambio de variables: coordenadas esféricas

Definimos la transformacién T a través de sus funciones componentes:
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Jacobiano:
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Férmula del cambio de variables: coordenadas esféricas

Definimos la transformacién T a través de sus funciones componentes:

g(p,0,¢) =z =psendcost;  h(p,0,¢) =y = psen¢send;
k(p,0,¢) =z = pcos¢

Jacobiano:
x = psend¢cosb, v = psencsenb, z = pcos¢
dx  dx  dx
dp  agp db
J g) = r'l_r rrl_r f'?_].‘ 4
(p. 0.0) = @ E gl =P sen ¢.
f-?_: oz rJ_:
op agp 08
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:

Sea D la regidén acotada abajo por el cono z = \/x2 + 2 y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.
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Ejemplo:
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:
Sea D la regidén acotada abajo por el cono z = \/x2 + 2 y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:

1= a2+ y?
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:
Sea D la regidén acotada abajo por el cono z = \/x2 + 2 y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:

1= a2+ y?
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:
Sea D la regidén acotada abajo por el cono z = \/x2 + 2 y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:

1= a2+ y?

2 T [rseco
V:/ / / p*sen ¢ dpde db.
0 0 0
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Otros ejemplos

1) Escriba dos integrales iteradas para hallar [[, f(z,y)dA sobre la
regiéon R dada en el grafico.

X y=x
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Otros ejemplos

2—x?

2) iQué calcula la integral fol o (4- 2? — y*)dy dx? i Cudnto vale?
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Otros ejemplos

2
2) iQué calcula la integral fol 02_x (4 — 2% — y?)dy dx? ;Cudnto vale?

SOLUCION:
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Otros ejemplos

2) ;Qué calcula la integral fol
SOLUCION:

2—z?
0

(4 — 2% — y?)dy dx? ;Cudnto vale?

m]
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Otros ejemplos

2
2) iQué calcula la integral fol 02_x (4 — 2% — y?)dy dx? ;Cudnto vale?

SOLUCION:

1 p2—a?
158
/ / (4 —2? —yHdyde = —— ~4,5143
o Jo 35
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Otros ejemplos

3) Plantee 6 integrales para hallar el volumen del prisma de la figura:

l

N\, y+z=1

x

SOLUCION:

1 pl—z p2
V= / / / dx dydz
0 JoO 0
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Otros ejemplos

3) Plantee 6 integrales para hallar el volumen del prisma de la figura:

l

x

SOLUCION:

1 pl—z p2 1 pl—y f2
V:/ / / dxdydz:/ / / dx dz dy
0 JoO 0 0 JO 0
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Otros ejemplos

3) Plantee 6 integrales para hallar el volumen del prisma de la figura:

l

x

SOLUCION:

1 pl—z p2 1 pl—y f2
V:/ / / dxdydz:/ / / drdzdy = ...
0 JoO 0 0 JO 0
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