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Barra Sección Elíptica

TORSIÓN

De la observación del comportamiento

S/a.   𝜃 = ఠ
௅⁄ 𝑢 = −𝜃 𝑧 𝑦 𝑣 = 𝜃 𝑧 𝑥

S/b.   ε௫ = ε୷ = 0

S/c.   ε୸ = 0

𝑤 ≠ 0 = 𝜃 𝑓 𝑥, 𝑦

a. Las secciones giran alrededor del eje de simetría un 
ángulo variable, 0 en el plano medio y 𝜔 en las 
secciones extremas.

b. Las secciones no cambian de forma, ni de tamaño.

c. La generatrices conservan su longitud pero se 
trasladan verticalmente.



Barra Sección Elíptica

TORSIÓN

EEI (3°Ec) 
𝜕𝜏௫௭

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏௬௭

𝜕𝑦
= 0

EEC (3°Ec)
𝜏௫௭ cos 𝛼 + 𝜏୷௭ cos 𝛽 = 0

𝜕∅

𝜕𝑦
cos 𝛼 −

𝜕∅

𝜕𝑥
cos 𝛽 = 0

డ∅

డ௬

డ௬

డௌ
+

డ∅

డ௫

డ௫

డௌ
= 0

డ∅

డௌ
= 0 ∅ = 𝑐𝑡𝑡𝑒 en el Contorno

Si existe un función ∅ 𝑥, 𝑦 tal que:

−
డ∅

డ௫
= 𝜏௬௭

డ∅

డ௬
= 𝜏௫௭

será solución del problema si satisface EEI, EEC y EC

Solución de Saint-Venant



Barra Sección Elíptica
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Solución de Saint-Venant

EC (2 Ult)
𝜕

𝜕𝑦
∇ଶ∅ 𝑥, 𝑦 = 0

−
𝜕

𝜕𝑥
∇ଶ∅ 𝑥, 𝑦 = 0

∇ଶ∅ = 𝑐𝑡𝑡𝑒

Resumen

−
డ∅

డ௫
= 𝜏௬௭

డ∅

డ௬
= 𝜏௫௭

 
𝜕𝜏௫௭

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏௫௬

𝜕𝑥
= 0

∅ = 𝑐𝑡𝑡𝑒 en el Contorno

∇ଶ∅ = 𝑐𝑡𝑡𝑒 
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∇ଶ∅ = 𝑐𝑡𝑡𝑒

∇ଶ∅ =
𝜕ଶ∅

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ∅

𝜕𝑦ଶ
= −

𝜕𝜏௬௭

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏௫௭

𝜕𝑦
= 𝐺 −

𝜕γ௬௭

𝜕𝑥
+

𝜕γ௫௭

𝜕𝑦

reemplazando

𝑢 = −𝜃 𝑧 𝑦 𝑣 = 𝜃 𝑧 𝑥        𝑤 = 𝜃 𝑓 𝑥, 𝑦

resulta

∇ଶ∅ = −2𝐺
𝜔

𝐿
= −2𝐺𝜃

Función ∅

∅ = 𝑘
௫మ

௔మ +
௬మ

௕మ − 1 Satisface
డ∅

డௌ
= 0

reemplazando

2𝑘
1

𝑎ଶ
+

1

𝑏ଶ
= −2𝐺𝜃      →    𝑘 = −𝐺𝜃

𝑎ଶ𝑏ଶ

𝑎ଶ + 𝑏ଶ
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Función ∅

∅ = −𝐺𝜃
𝑎ଶ𝑏ଶ

𝑎ଶ + 𝑏ଶ

𝑥ଶ

𝑎ଶ
+

𝑦ଶ

𝑏ଶ
− 1

Equilibrio Mt

𝑀𝑡 − ඵ 𝜏௫௭ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
ஐ

+ ඵ 𝜏௬௭ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦
ஐ

reemplazando 𝜏 = 𝑓 ∅

𝑀𝑡 = 2 ඵ ∅ 𝑑𝑥𝑑𝑦
ஐ

𝑀𝑡 = 2 ඵ −𝐺𝜃
𝑎ଶ𝑏ଶ

𝑎ଶ + 𝑏ଶ

𝑥ଶ

𝑎ଶ
+

𝑦ଶ

𝑏ଶ
− 1 𝑑𝑥𝑑𝑦

ஐ

𝑀𝑡 = 𝜋𝐺𝜃 𝑓 𝑎, 𝑏       →         𝜃 =  …
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Cálculo de w 

𝛾௫௭ =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
=

𝜏௫௭

𝐺
−

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
=

1

𝐺
 
𝜕∅

𝜕𝑦
+

𝜔

𝐿
𝑦

𝑤 𝑥 = න
1

𝐺
 
𝜕∅

𝜕𝑦
+

𝜔

𝐿
𝑦 𝑑𝑥       →     𝑤 𝑥 = … 𝑥𝑦 + 𝐹1 𝑦

𝑤 𝑦 = න
1

𝐺
 
𝜕∅

𝜕𝑥
−

𝜔

𝐿
𝑥 𝑑𝑥       →     𝑤 𝑦 = … 𝑥𝑦 + 𝐹2 𝑥

𝑤 𝑥 = 𝑤 𝑦         →       𝐹1 𝑦 =?         𝐹2 𝑥 =?



Barra Sección Rectangular

TORSIÓN

Diferencias Finitas

Cálculo de ∅

∇ଶ∅ ଴ =
∅ଵ + ∅ଶ + ∅ଷ + ∅ସ − 4∅଴

∆ଶ
= −2𝐺𝜃

∅ଵ + ∅ଵ + ∅ଶ + ∅ଶ − 4∅଴ = −2𝐺𝜃∆ଶ

2 ∅ଵ + 2 ∅ଶ − 4∅଴ = −2𝐺𝜃∆ଶ

en n puntos

𝐴 ∅ = −2𝐺𝜃∆ଶ 1

∅ = −2𝐺𝜃∆ଶ 𝐴 ିଵ 1



Barra Sección Rectangular

TORSIÓN

Cálculo de 𝜃

𝑀𝑡 = 2 ඵ ∅ 𝑑𝑥𝑑𝑦
ஐ

𝑀𝑡 = 2 ∑ ∅ ∆𝑥∆𝑦

Diferencias Finitas
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