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Analisis de Laminas con Elementos Planos. Introduccion

Las Laminas con Simple o Multiple Curvatura tipologicamente
pueden considerarse como una generalizacion de las losas planas al
caso de superficie media no plana.

Analogia

Esfuerzos 1
de Flexion

Esfuerzos Axiales

o de Membrana




Introduccion

La obtencion de las ecuaciones de lamina (membranas y cascaras)
puede resultar mas o menos compleja debido a la curvatura de la
superficie media (simple o multiple).

Una manera sencilla para salvar el problema es estudiar el
comportamiento de toda la lamina como si estuviese compuesta
por elementos planos pequenos.

La aproximacion de la geometria sera mas real cuanto mas
pequefos sean los elementos.
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Formulacion de Elemento Finitos

Vamos a formular EF a partir de principios energéticos por
generalidad y simplicidad.

Trabajamos en el campo de la Mecanica Aplicada.

Teorica: Leyesy principios fundamentales

o de la mecanica.
Mecanica <

Aplicada: Transformacion de conocimientos
cientificos a la practica ingenieril (MEF)




Formulacion de Elemento Finitos

La mecanica estructural tiene un conjunto de ecuaciones
gue la gobiernan:

Ec. de Equilibrio

Ec. Constitutivas

Ec. de Compatibilidad Geomeétrica

Condiciones de Contorno Estat. y Cinem.

Para relacionarlas se usa una funcion de funciones o
funcional. En Ingenieria Estructural el funcional mas
usado es el Potencial Total.




Potencial Total

T =U+ ()

U E. deformacidén interna () E. acciones externa

La potencial total es un escalar que caracteriza a toda la
estructura. Representa la energia total en |la estructura.

De todas las configuraciones deformadas, nos interesan las de
equilibrio.

Principio de Estacionalidad de la Energia Potencial

De todas las configuraciones admisibles de un sistema
conservativo aquellas que satisfacen el equilibrio hacen
la energia potencial estacionaria.




Energia Potencial o Potencial Total

Interesa la estacionalidad de |la energia potencial respecto de
variaciones pequefas y admisibles de los desplazamientos

v

Buscamos que el equilibrio sea estable, el punto estacionario debe
ser un minimo.



Ejemplos. Sistemas Un Grado de Libertad

Estructura P-u
I y’ V A P
K P
— )
X1 u TFint: Ku
I >
!< D, @ D u
Energia Interna Energia Externa
D D D
U = j Fitdu —jKudu Q =fFextdu =deu
0 0 0
1
U= EKDZ Q = PD



E'Iemelos. Sistemas Un Grado de Libertad

Potencial Total Condicion de Equilibrio
—1KD2+PD dn—KD+P—O
TT2 dD B
KD+P =0

(KD+P)sD=0 P.T.V.

Desp. de Equilibrio Cond. de Estabilidad del eq.
—P d’m
Deq = N —=K>0

dD?



E'Iemelos. Sistemas n Grados de Libertad

Potencial Total Condicion de Equilibrio
d
7 = 1(Dy,Dy,..., D) £ _
"= 9D, 1+6D2 2+"'+6Dn n=¢
= o D =
¥ i =¢
=1
Desp. de Equilibrio Cond. de Estabilidad del Equilibrio
d 2
_7T=¢ ﬁDeq dn_K>¢



Busco solucionar un problema estructural en forma aproximada
mediante una cierta técnica de discretizacion.

Ea
Parcela del
dominio
n *

Acciones
externas y

Condiciones de
contorno

El desafio es encontrar el operador matematico que caracterice las
propiedades de una parcela del dominio.




Formulacion de Elementos Finitos

En el término que representa la energia de deformacion interna
esta implicito el operador matematico que busco.

La derivada 12 del potencial total 7z sirve para establecer la
condicion de equilibrio en el dominio del problema.

La derivada 22 de 7 pone en evidencia el operador que busco, k¢,
a través de la condicion de estabilidad del equilibrio.

El problema que se presenta es que en un medio continuo existen
infinitos grados de libertad.



Formulacion de Elementos Finitos

El potencial total de una parcela del problema de volumen 'y
superficie S, se puede escribir como:

2

1
n=j<—sT:D:s — el:D:gy + eT:ao)dV — juT.de — juT.t ds — u’.P
v v 3

Es la forma débil del problema, se cumple en media.

Aproximamos los corrimientos en el interior de la parcela con un
campo polinomial parcial, como:

u=N.d




Formulacién de E Fin

Recordando

Reemplazando

25 j E (B.d)": D: (B.d) — (B.d)": D: (B. dy) + (B. d)T:aO] dv +
vV

—j(N.d)T.de—j(N.d)T.tdS—d.P
vV S




Formulacién de E Fin

Aplicando el P.E.E.P.

0°m

=D j 2 (B.d)": D: (B.d) — (B.d)": D: (B.d)y + (B.d): 0 dV +
adz J(Nd)deV j(Nd)TtdS d.P

d%m -

- fB :D:BdV > 0

%4




Formulacion Paramétrica

Se pretende interpolar la geometria del elemento a partir de las
coordenadas de m puntos conocidos.

* Simes mayor que la cantidad de nodos del elemento la
formulacion recibe el nombre de Superparameétrica.

* Simes menor que la cantidad de nodos del elemento |la
formulacion recibe el nombre de Subparamétrica.

 Simesigual ala cantidad de nodos del elemento Ia
formulacion recibe el nombre de Isoparamétrica.



SCC SCN

N (X1, Y1)

La relacidon entre ambos sistemas de referencia se expresa como

4 4
X(Em = ) Ni(Emx, y(Em) = ) Ni(E,my;
i=1 i=1




Elemento Isoparamétrico de 4 Nodos

Calculo de las funciones de forma

x(&,n) = a, + a;€§ + azn + azén y(&,n) = By + B1& + Bon + B3én
x(&,mi) = x;

Condicion
y(&ini) =y

Por ejemplo para x,

4
Xy = x(&,m2) = Z N;(&2,1m2)x;
i=1

En general para x;

4
Xj = x(‘fj"?j) = Z Ni(fj:nj)xi donde
i=1



Elemento Isogaramétrico de 4 Nodos

Calculo de las funciones de forma x(¢,1) = a, + a.& + a,n + azén

X117 1 -1 =1 1 7[%] Q] 1 1 1 1 7[*1]
Rl_11 1 -1 —iffe) a1 1 1 —1ffx
=Tl 1 1 1 |]e PE] | Tal-1 -1 1 1 ||xs
| X4 ] 1 -1 1 —-111%3] |3 ] 1 -1 1 —111%a]

Reemplazando

1
x(&,n) = Z[(xl +x; +x3 +x4) + (—x1 + x5 +x3 —x4)¢] +

1
+Z [(—2x1 — x5 + x5 + 2401 + (1 — X2 + X3 — x4)7]

Comparando

1
N;(&n) = Z(l + &8 +nym)




Elasticidad Bidimensional. EPT, EPD, SA

Campo corrimientos

_ [u(x, y)
v(x,y)

Campo tensiones

Campo deformaciones

€x ov
e C N PP

7y T ox.

Matriz constitutiva

dll d12 0
d21 d22 0
0 0 dai

D = =f(E,V)




Elemento IsoP 4 Nodos E2D

Campo de corrimientos

(X3, Ya)

w= l:ﬂ g (X1, Y1)

(X2, Y2)

Aproximacion del campo de Corrimientos

dy]
d,
u=N.d donde d= d
3
Ld4 ]
4
U;
u= z N; d; donde d; = [Ui]
i=1



Elemento IsoP 4 Nodos E2D

Aproximacion del campo de Deformaciones

c=Vu € = VNd

4
£=ZVNidi €
i=1

B;d;

|
W'M IS
[uny

donde

i
Qo o Plo
|




Elsmsntg IigP 4 Ngggi E2D

Aplicando el PEEP

5 0
TN, . d dip 0
B;=| 0 - Ni(€n) =@+ &5 +nm) D=]dy dy O
Y 4 0 0 da
ON; oN,
| dy Ox



Elemento IsoP 4 Nodos E2D

Derivadas
aNl‘ _ aNl Bx + aNl ay aNl _ aNl ax + aNl ﬁy
0§  0x 08 Oy 0¢ on  0x dn 0y On

Agrupando y Resolviendo

ON;] [0x OY][ON; ON;T ON; ON;T (ON;]
o | |og a¢||ox 08 | _ je| 02 0x | _ jey-1| %
ON;|  [ox ay]||IN; ON;| 7 [ON; oN;| dN;
Lonl Lon onlloy. | on | L dy | dy | | on |




Elemento IsoP 4 Nodos E2D

Términos del Jacobiano

4
Xj = Z Ni(&5m;)xi
i=1
4

af af i=1 =1




Elemento IsoP 4 Nodos E2D

Desarrollando y reemplazando

dy  |Jel

ox |Je|\on 9¢ 08¢ an d§ on  dn 0§
"dydN; dyadN;
dn 9§  0¢ dn

0

dx aNl ox aNl

08 an O O¢
ax aNl ax aNl ay BNL By aNl

|08 Oy On 08 On 08  OF on |

(dydN; 0y dN;
on 0¢ 9¢ On
0

0

dx ON; 0x ON;

0¢ 0y 9n 0¢
dxdN; 0xdN; 0JydN; B dy dN;

(08 On  On 08 On 08  OF On |




Elemento IsoP 4 Nodos E2D

Expresando dS en coordenadas naturales

dxdy = |J¢|dédn

Reemplazando B;, B, y dS en Kj;

Ke—tJBTDBdS

BiT(s‘, n): D: B;(§,n) dé dn




Integracion Numeérica

t
ij ]_

Cuadratura de Gauss

1 1
_ f Jgg(g,n):m: B;(¢,m) d& dn
-1 -1

1 ,
I = f_lF(s) d§ = ;F(a) w;

0= el ZZBT(SCP’UP) D: B;($,,nq) WpWg

p=1q=

np nq

+&; w;
0.0 2.0
0.5773502692 1.0
0.774596697 0.5555555556
0.0 0.8888888889
0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549
0.9061798459 0.2369268851
0.5384693101 0.4786286705
0.0 0.5688888889
0.9324695142 0.1713244924
0.6612093865 0.3607615730
0.2386191861 0.4679139346
0.9491079123 0.1294849662
0.7415311856 0.2797053915
0.4058451514 0.3818300505
0.0 0.4179591837
0.9602898565 0.1012285363
0.7966664774 0.2223810345
0.5255324099 0.3137066459
0.1834346425 0.3626837834
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Tensiones Acciones

\ ]

esp=t

o TN

Campo deformaciones | Campo tensiones Matriz constitutiva

£ Ox E i 1 8

£=[€y] 0=[0y] D = 2 1—v
1—v

Vxy Txy 0O O >




Tensiones

Oy

.

Y, v

X, u

Acciones

esp=1

Campo deformac.

Campo tensiones

L

Matriz constitutiva

Ex
& = |:€y ]
Vxy

O-x
Txy

1 = 0

1-v
__EQv [ 1 0
(1+v)(1-2v) 161/ ) o
2(1-v)




Elemento IsoP 4 Nodos EPT - EPD

Las expresiones de B;, B; y dS en son idénticas a las deducidas
para el elemento plano isoparamétrico de 4 nodos para
Elasticidad Bidimensional, por lo tanto

1 1
__t T (£ n): D: B,
= jl jl BY (,m): D: Bj(§,n) d§




Tensiones

eje simetria!

Acciones

eje simetriai

I, u




Problemas con Simetria Axial

Campo deformaciones Campo tensiones
(& [ Oy ]
| &z | 9z
&€= )/TZ o= TT'Z
| €6 | | O¢g |

Matriz constitutiva

1—v v v 0

E v 1—v v 0

D= v V 1—v 0
(1+V)(1—2V) 1 —2v

0 0 0 >



Campo Corrimientos

ol

Aproximacion Corrimientos

. |
eje simetria

dy
u=Nd d = d;

dy

u=ZN,-d,- di=[$il.]

i=1

S



Elemento IsoP n Nodos SA

Aproximacion del campo de Deformaciones

c=Vu € =VNd

4 4
£=ZVNidi £=ZBidi
=1 i=1

donde

SIS

' Q
<1~ o
QD
3




%

Aplicando el PEEP

K¢ = fBT:D:BdV
14

K¢ = ZnJBT:D:Brdrdz
3

Formulacion Parameétrica

aNi _ aNl aT N aNl aZ
0§  Or 0f 0z 0¢

BNl- _ BNL or n aNl 0z
on Or dn 0z 0n




Elemento IsoP n Nodos SA

Calculo de las Derivadas

(ON}] 0z 0z)[0N;]
or 1 [ on o< [| 9¢
oN,| = ger| ar ar ||on,

L 0z A | dn  09¢ 1l on |

donde

ar_zn:azvir or _ oM 0z < 0N, oz dN;
_ = ; = ] - —_—7 —_— — 7.
=1 = 0f  Liog™ on on "

Reemplazando




Elemento IsoP n Nodos SA

Expresando dr dzen coordenadas naturales

drdz = [J¢|dédn
Reemplazando Bi, Bj y dS en Kf]- y teniendo en cuenta que

rEm = ) N(E
i=1

K;?j=2nfBiT:D:Bjrdrdz
S

Resulta

1 1 n
e _2_7T T D-R. | s
K = T jl ]1 BY (¢, 7): D: B,(f,m;zvm dé dn




Placas Delgadas o de Kirchhoff

Cargas

Teoria de Kirchhoff \
v/
/

/ 74

Plano medio

Definiciones

Placa: Sélido paralelepipedo en el cual una de sus dimensiones es mucho menor que
las otras dos. La superficie equidistante de las caras mayores se denomina plano o
superficie media.

Estado de Placa: Estado de carga en el que solo actuan cargas normales al plano medio
de la placa o momentos cuyos vectores representativos estan contenidos en dicho
plano.



Placas Delgadas o de Kirchhoff

Hipotesis

a. En los puntos del plano medio los corrimientos z y v son nulosy w es distinto
de cero.

w#*0

<
|
<
|
o

b. Todos los puntos de una normal al plano medio tienen el mismo corrimiento
vertical w.

c. La tensidon normal al plano medio es aproximadamente igual a cero.

o, =0

d. Los puntos sobre normales al plano medio antes de la deformacién permanecen
sobre rectas normales a la deformada del plano medio después de la
deformacion.



Placas Delgadas o de Kirchhoff

Hipotesis Deformada

u(x,y,z) = —z0,(x,y)
Hip.ayd

v(x,y,z) — —ZHy(x,y)
w(x,y,z) =w(x,y) } Hip. b

e espesor ,
— = <0. Hip. d
L ancho medio 0.05 } '

Rotaciones en planos xz e yz

9. = ow 9. — ow |<1>
* ox Y 9y
eX
Vector de corrimientos
ow ow T

Iy




Placas Delgadas o de Kirchhoff

Campo Deformaciones

_ Ou 02w ou Jv 02w

Ex =F—=—Z—=— Yoy = 5=t 5= —2z 0%w |
o ox dx2 Y 9y ox dx0y 257
3
v aZW ou ow . gx . aZ_W
E., = — = —7— YXZZE EZO €= Y B _Zayz
Y dy? Vxy 32
w
dv ow —2z
&, =0 yyZZE-I_E:O I dx0y |
La existencia de deformaciones angulares nulas implica que sus tensiones
asociadas no contribuyen a la Energia Deformacion de la placa. Sin embargo
el valor de esas tensiones puede no ser despreciable.
Campo de tensiones Matriz constitutiva
1 v 0
o
[ax] E lv1 o
o = y D = =
1 — 2 1—v
Txy 0 O >




Placas Delgadas o de Kirchhoff

Convencion de signos

A Z’ W A Z’ W
dy dy
dx oy dx .
D , 4 .
'/ ] V — /, !
AL D Y, / Tyy A/g’
M, _ p

/ M / My

X, U 7 X, u —

Esfuerzos de Flexion

M,
My
M,y

O'f=




Placas Delgadas o de Kirchhoff

Esfuerzos Generalizados de Flexion

e e
2 2
oF = szedz = JZZDEde = Dres donde 12
e e
2 2

Deformaciones Generalizadas de Flexion

— aZW -
0x?2
02w

g =

f ayz
d2%w




P

lacas Delgadas o de Kirchhoff

Ecuaciones de Equilibrio

a0
(Qy4—?g?dy)dx

aQ
Qxdy <Qx+ 8xx
l q
Qydx
00, 0Q,
ZZI%__O ax | dy



Placas Delgadas o de Kirchhoff

Ecuaciones de Equilibrio

oM,
My + Wdy dx

M, dy <M N oM,
X

dx

My dx

dx> dy

M., dx
—
My, dy
oM
yX _
ox Oy =0
oM
=2 — Q=0

>z dx) dy




Placas Delgadas o de Kirchhoff

Derivando las ecuaciones de equilibrio de momento respecto a xy a y. Luego
reemplazando en la de equilibrio de fuerzas:

0°M, s 0% M, . 0°M, _ iy
0x? oxdy  0y?

Reemplazando los momentos en funcién de la flecha:

0w 'w  d*w ¢
42 o=
d0x* dx?dy?  0dy* D
Se puede expresar como:
q Ee3
w=— donde D =
vw=7 12(1 — v?)

Los esfuerzos de corte se pueden expresar como:

_ 63W+ 3w _ 63W+ 3w
Ox = d0x3  0xdy? Oy = dy3 = 0yodx?




Formulacion de EF de Placas Delgadas

Los elementos de placas tienen un requisito de continuidad C1.

La forma mas simple de satisfacerlo es tomando como variables nodales la flecha y
sus dos derivadas cartesianas.

Variables nodales en i~ésimo nodo del elemento
w; - —
l (ax>i ay i

Se deduce que el numero total de variables por elemento es 3n.

Por lo tanto el numero total de términos en el polinomio de aproximacion de w
sera 3n.

W =g+ ax+ a,y + azx? + a,xy + asy? + agx3+...



Fgrmglgcig’n gg EF gg Plgcgi

Para calcular los coeficientes del polinomio se imponen las condiciones usuales

w; = w(x;, y;) gxi:M 6 =M i=1,2,.

o yi 3y .., 3n

El problema consiste en elegir los cuales coeficientes del polinomio seran
distintos de cero.

De esta eleccion se pueden obtener diversos tipos de elementos.



Elemento MZC

El elemento de cuatro nodos tienen 12 variables nodales. Por lo tanto no se puede
utilizar un polinomio completo, dado que el de 3er. grado tiene 10 términos y el de
4to. grado tiene 15 términos.

Melosh, Zienkiewicz y Cheung propusieron un elemento que se conoce como MZCy es
muy popular. El polinomio de aproximacidn consta de los siguientes términos:

W=y +ax+a,y+ azx? + axy + asy? + agx® + a,x?y + agxy? + agy® + a;ox3y + a1 xy3



Elemento MZC

(X4, Ya) ° o (X3, Y3) [ n
3
’ (-1,1) (1,1)
|4 3‘
2b ,
A y 1 : |1 2 ‘ i
o & (-1-1) (1-1)
(X1, y:) 2a (X1 ¥2) . % — x Y=
X ¢ T
El corrimiento wse aproxima como:
4
9,
w= Y |Nw; + N (—W) + N (a—w)
— d0x ; L\ dy ;
donde
Oy 2 (1 + 77177)
N.* = -1 — G
B (2 +&&+nm—n?) =@ - DE =)
Ny =1+ +mnn)

8 1+¢
NP = b = 1)y — )




%

Propiedades del elemento MZC:

Invariancia geométrica.

En los lados la flecha varia segun un polinomio completo de 3er grado.

Esta garantizada la continuidad de w a lo largo del lado del elemento.



Elemento MZC

Calculo de los coeficientes del polinomio

El vector de variables nodales se puede expresar como

d = A«
donde:
1 x »n x12 X1YV1 3’12 x13 x12y1 x1y12 )’ig xf)ﬁ
0 1 0 2x4 0 3xf 2xy1 yi 0 3xiy
A=
0 0 1 0 x, 2y, O X2 2x4ys 3yF X%

a=[a a1 a a3 a, as Az A; Ag QA9 A9 A11]T

Resolviendo:
a=A"1d

3 —
X1Y1
3
Y1

lel_yf_




|JihinniHniiiJNli‘iIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Los corrimientos w se expresan como

w=Plq

donde:

P=[1 x y x* xy y* x° x% xy? y° x%y xy?]

reemplazando:

w=PTA 1d Nd

S
Il

donde:

N = PTA! N=[N; N, N; N,] Ni:[Ni Nlex ny



Elemento MZC

Vector de deformaciones de flexion 92w
 9x2
02w
Sf = —a—yz
02w
dxdy
Se puede expresar como: 4
€f=zBldl=de
i=1
donde: - oN, 6Ni9" azvfy i
Jdx? dx? J0x?
. ex ey
B,=[B, B, B; B, g, =| 0N _ON" N
dy? dy? dy?
ON N oN,”
dxdy dxdy dx0y |




%

Aplicando el PEEP

0%m

sz~ X

K¢ = JBT:D:BdV
74

K¢ =ejBT:D:dedy
3

K§; = efSBzw D, B;dxdy



Elemento MZC

Propiedades del elemento MZC:

Invariancia geométrica.

En los lados la flecha varia segun un polinomio completo de 3er grado.

Esta garantizada la continuidad de w a lo largo del lado del elemento.
Caracteristicas del elemento MZC:

No garantiza la continuidad de la derivada de w a lo largo de los lados.

En formas rectangulares es preciso y pasa el Patch Test

En formas cuadrilateras arbitrarias no pasa el Patch Test



a) Flecha (w)

(wD/qL‘)ﬂOaJ %
Z

%
.

b) Momento flector

—-—@—-— Malla 2x2 elementos MZC
—-l—ee o bxb z

Placa cuadrada empotrada en sus bordes bajo carga uniforme.
Ley de flechas y momentos flectores a lo largo de la linea central
para diferentes malla de elementos MZC.



(wdy/qL')x10°,

% (M, /qL?)x10°

150 ==~ &2
o w |
144 - A MX L =41
1381 — =351
132 — — -291
e 128,3 1275
126 —ED , -231
2x2 16x16  Malla

| ] T
bxb 8x8 \ 12x12

Soluciéon exacta

Placa cuadrada empotrada en sus bordes bajo carga uniforme.
Convergencia de la flecha y el momento M, en el nodo central
para diferentes mallas de elementos MZC.
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Teoria de Reissner-Mindlin

Esta teoria se puede aplicar a placas delgadas y placas gruesas y permite salvar
algunas de las dificultades de la Teoria de Kirchhoff.

La Teoria de Reissner-Mindlin relaja la condicion de ortogonalidad de la normal y
considera una rotacion adicional que permite tener en cuenta la energia de
deformacion interna asociada a las tensiones tangenciales de corte.

Ademas la formulacion de EF basados en la T. de R-M es mas sencilla porque
tiene un requisito de continuidad Co, de modo que elimina los problemas de
continuidad.



Hipotesis
a. b. c. ildem Kirchhoff.

d. Los puntos sobre normales al plano medio antes de la deformacion permanecen
sobre rectas sin que esta deba ser necesariamente perpendicular a la
deformada del plano medio después de la deformacion.

Deformada




Campo de Desplazamientos

u(x,y,z) = —z0,(x,y)
Hip.ayd

v(x,y,z) — _Zey(xly)
w(x,y,z) =w(x,y) } Hip. b

e espesor

= Hip. d
L~ anchomedio 0.05 } '

Rotaciones en planos xz e yz

ow ow
9x=a+¢x 9y=—+¢y

Las rotaciones no pueden obtenerse en funcién de la flecha w solamente. Pueden
considerarse como un campo independiente.

Adicionalmente la distribucidon de tensiones tangenciales es constante en el espesor.




Campo de Deformaciones

gx_

_Ov
ey—ay

Jdu
0x

0

yx Z

00,

= —z—

0x

a0,

= —7z—

ay

Vay dy Ox dy  Ox
B Ju Jdw B ow B

sz aZ ax - X ax ¢x
B av N aw - g+ ow B

vz =5, " 9y vyt = %



Campo de Tensiones
o,
(o)
y
Txy Oy
0' —_ _ —_ - =
o
T.X'Z ¢
Tyz

Matriz Constitutiva

1

=

1 — 2




[ Mx 1 _Z O-x
e e
My 2| %% 2120y
~ o M ZT
azlaflz xy:j Xy dZ=]|: .....
C .é. . _E -fi-‘;c-z. _E O.C
X 2 2
| Qy | tyz

Convencidn de signos: [dem Teoria de Kirchhoff




donde

=

eD,

dz

£f=

ow g T
ox ~
ow 9

dy 7.




Formulacion de EF de Placas Gruesas

Discretizacion del campo de corrimientos

w
u:[H =Na
Hy

donde
N=][N,,N,,
N; O
Ni: 0 Ni
0O O

a;
a
an] a= 52
_aTl
0 Wi
0 a; = Ox
N; Oy,




Formulacion de EF de Placas Gruesas

Discretizacion del campo de deformaciones generalizadas

30, | - AN,
ox ox Xi
_99 N,
ay ay Yi
A O L e | (e, | oN
=] = 5y + o — Z 3y Oxi + 5 O,
SC ............................ I=1 |-ovenenrnnnnnnnnnnnnnnnnnnnns
ow aNl
ax ox Wi ™ Nix;
ow 6Nl
E — 931 ay W; — NiHyi
A “ Br,
&= [Bl ,Bz, ,Bn] . Bl — | I
a, BCi




Formulacion de EF de Placas Gruesas

Discretizacion del campo de deformaciones generalizadas

aN; )
9 "IN,
* | LN, 0
0 0 oN; ox
By, = B dy B = ON; 0 N
dN;,  ON; 9y o
dy ox
Aplicando el PEEP
azn_Ke K¢ = | B":D:Bdxdy = K¢ + K¢
d? oA AT
S
donde

K? = JB}’:Bf:Bf dx dy K¢ = jBZ:ﬁC:BC dx dy
S

(95




Formulacion de EF de Placas Gruesas

Comportamiento de EF de R-M como placas delgadas

(Kr+K.)a=P

Sacando factor comun las rigideces flexionales y de corte

Ee3 _ _
Kf+GeKC a=P

12(1 — v?)
_ _ 12(1 —v?)
(Kr+aK.)a= o3
12(1—v3) G
a =
E e?
Cuando e -0, a — o0 Se produce el bloqueo de la solucion

Rcazg en T.K. Rcazo
a



Formulacion de EF de Placas Gruesas

Comportamiento de EF de R-M como placas delgadas

Para salvar el problema del bloqueo se puede utilizar integracién reducida / selectiva
. IC =4 = K_,singular
IC = GLL —2 NPG (integ K,)
IC <0 = K_.no singular

R} K,

CLA4 C 2X2 2X2
S 2X2 1x1

R 1x1 1x1

CS8 C 3x3 3x3
S 3x3 2X2

R 2X2 2X2

CS12 C 4 x4 4 x4
S 4 x4 3x3

R 3x3 3x3



Elemento de R-M con deformacion de corte imguesta

Elemento Cuadrilatero

a) b) 1
WQ,T_QA
b J! \ o3
NI
r 1
: I 'd—vg
— Y b —
3 4 d 4
T)(_ __1L_
O O

1 2

1y 2 para integrar Y,,
3 y 4 para integrar sz

Elemento de placa cuadrilitero de 4 nodos: a) Campo de
deformaciones de cortante impuestas. b) Puntos de integracién
para los términos vz, ¥ 7y, en la matriz de rigidez de cortante

K original.



