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FORMULACION MIXTA DE ELEMENTOS FINITOS

INTRODUCCION:

En las secciones precedentes se ha presentado el Método de los Elementos Finitos
Basado en Desplazamientos (MEFBD). El campo de desplazamientos asumido cumplia las
condiciones de continuidad y compatibilidad (derivabilidad) y el elemento formulado a partir de
él debia ser completo. Satisfechas estas condiciones la energia de deformacién en la solucién
calculada converge monoténicamente a la solucién exacta [1]. La condicién de continuidad
puede ser satisfecha, en general, con relativa facilidad. La condicién de compatibilidad se
puede satisfacer sin mayores dificultades en problemas de continuidad C°, es el caso de los
problemas de tension o deformacién plana. En problemas mas complejos donde se utilizan
varios tipos de elementos para distintas regiones del medio en estudio o en el andlisis de
placas, la condicién de compatibilidad es practicamente imposible de cumplir. Sin embargo la
experiencia ha mostrado que aunque las condiciones de compatibilidad sean violadas
frecuentemente se pueden obtener muy buenos resultados.

Ademéas se ha observado que en la formulacion de elementos finitos basada en
desplazamientos no es adecuada para algunos tipos de analisis, por ejemplo en el analisis de
medios incompresibles.

En este contexto se han realizado muchos esfuerzos en la formulacion de elementos
gue permiten atacar los problemas mencionados, y consecuentemente existe un volumen
muy grande de informacién al respecto. No se presentaran en detalle las formulaciones
resultantes de dichos estudios, sino simplemente las ideas principales y algin ejemplo de
aplicacion.

MODELOS BASADOS EN DESPLAZAMIENTOS INCOMPATIBLES:

Cuando en el campo de desplazamientos asumido para formular un elemento los
desplazamientos o sus derivadas no son continuas al grado necesario para satisfacer las
condiciones de compatibilidad inter-elemento designamos a estos elementos como
incompatibles o no-conformes [2]. En este caso el potencial total del sistema no es
necesariamente un limite superior de la energia potencial total exacta del sistema, por lo tanto
la convergencia monotdnica no esta asegurada. Habiendo relajado la condicion de
convergencia, es necesario establecer condiciones que aseguren al menos la convergencia
no monotonica.

El elemento formulado siempre debe ser completo y no debe ser afectado por su
dimensién. Recordamos que fisicamente el concepto de elemento completo representa la
capacidad del elemento para reproducir los modos de cuerpo rigido (sin valores propios nulos
espurios) y los estados de deformacion constante.

La condicion de compatibilidad en cambio puede relajarse, a expensas de la no
convergencia monotonica. Se debe notar que esta relajacion no impide que elemento sea
completo. Cuando un elemento no conforme forma parte de una malla (con elementos de
cualquier dimensién) el conjunto debe ser capaz de reproducir estados de deformacion
constante.

FORMULACION MIXTA:

El conjunto de ecuaciones diferenciales desde el que se inicia el proceso de
discretizacion determina si nos referimos a la formulacion como mixta o irreducible. Si las
ecuaciones que gobiernan un problema contienen varias variables independientes u y




ninguna de sus componentes puede eliminarse dejando el problema bien definido, entonces
la formulacion se llamara irreducible. En caso contrario se llamara mixta.

Para formular elementos finitos basados en desplazamientos habiamos invocado la
estacionalidad de la energia potencial total, la teoria basica usada se puede resumir como
sigue (por simplicidad se omiten las deformaciones y tensiones iniciales):

m, :J';E;T :E:8dV—IuT.FdV—J.ustT.tstdS 1)
\ \% St

con las condiciones:

€=Lu
Ug, —U, =0 2

donde:

L : operador diferencial que aplicado a u permite obtener las componentes de deformacion.
up : vector de desplazamientos prescritos.

Ug,: desplazamientos correspondientes de u.

Para el caso tridimensional tenemos:
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Invocando la estacionalidad de T, se obtiene:

[5€T :E:€dV = [3uT FdV - [5u," t,dS 3)
\Y \Y St

Es importante observar que en la solucién del problema presentado las Unicas variables
son los desplazamientos, que una vez calculados permiten obtener las otras variables de
interés en forma directa.

En la practica la formulacion basada en desplazamientos es la mas usada, sin embargo
existen otras que también pueden ser empleadas con éxito y que en algunos casos resultan
mucho mas efectivas.

Se pueden obtener formulaciones de elementos finitos muy generales usando principios
variacionales que pueden interpretarse como extensién del principio de estacionalidad del
potencial total. Estos principios variacionales tienen como variables béasicas no solo




desplazamientos, sino también deformaciones y/o tensiones. Este tipo de formulacion es
conocido como Formulacién Mixta de Elementos Finitos.

En la literatura se proponen una gran variedad de formulaciones mixtas (ver por ejemplo
H. Kardenstuncer y D.H. Norrie [3] y F. Brezzi y M. Fortin [4]), aqui solo se presentaran los
conceptos basicos generales que seran usados para formular algunas soluciones.

Se puede arribar a un principio variacional muy general y poderoso, haciendo uso de los
multiplicadores de Lagrange, podemos escribir (1) en la forma:

n= j;gT E:€dV - [uTFdV - [u,t,.ds- [, (e-Lu)av- [, (u, -u,)ds @)
\% \% St \% Su

donde:
u, : desplazamientos prescritos

Su: regién donde los desplazamientos estan prescritos

Los multiplicadores A¢ y Ay se introducen para forzar las condiciones (2). Las variables

en (4) son u, g, A; Y Ay, Se pueden identificar A; y A, con las tensiones G y las tracciones tg,
actuando en Su respectivamente (porque son dimensionalmente consistentes) la (4) se puede
escribir como:

Ty = [ 2€7 1€V~ [uTFaV - [u," 1,8 [G7(€-Lu).av - [t,," (u, ~u,).dS ©)
V2 \% St \% Su

Este es el Funcional de Hu-Washizu [5-6], cuyas variables independientes son u, €, G y
tsu- EI mismo puede ser usado para derivar numerosos funcionales, entre ellos el de Hellinger
- Reisner [7-8-1] y el de la minima energia complementaria, y ademas esta relacionado con
numerosas formulaciones (ver H. Kardenstuncer y D.H. Norrie [3], T.H.H. Piany P. Tong [9]).

El primer sumando de la (5) representa la energia interna de deformacion, el tercero y
quinto las condiciones de compatibilidad en el contorno, el cuarto las condiciones de
compatibilidad interma y el segundo el trabajo de las fuerzas de origen masico.

Invocando la estacionalidad de =,,, con respecto a u, g, 6 y ts;, tenemos:

[s€7 :E:€dv - [su" FaV - [su,t,.dS - [6GT(E-Lu)dV +
\% \% St \%

6
- [o7(se -Lsu) av - [t (u, —u,)dS - [t,,"8u,,.dS =0 ©
\% Su Su

Se observa que en la formulacion variacional de Hu-Washizu se han relajado las
condiciones desplazamientos en el contorno y las de compatibilidad de las deformaciones,
pero han sido impuestas por los multiplicadores de Lagrange. Este principio es en realidad
una descripcion valida y mas general de las condiciones estaticas y cinematicas del cuerpo en
estudio.

El principio variacional de Hu-Washizu y otros derivados de el pueden ser usados para
derivar diversas discretizaciones de elementos finitos, en estos casos los requerimientos de
compatibilidad y continuidad inter-elemento y en el contorno deben ser satisfechas ya sea
directamente o estar impuestas por multiplicadores de Lagrange. Es claro que estos principios
variacionales agregan flexibilidad a la formulacion de elementos finitos y se puede obtener un
gran numero de discretizaciones dependiendo de cual principio se use como base de la
formulacion, del tipo de interpolacion que empleemos y de cual requisito de continuidad sea
impuesto.




LA FORMA MIXTA u-&:

Invocando la estacionalidad del principio variacional de Hu-Washizu, respecto de las
variables u y g, se obtiene:

m:—jng:E:g.dV-FJ.SgT:E:LU.dV:O (7
e v v

OMaw _ jsT {E: §(Lu).dV —jf)uTF.dv - ISustTtst.dS =0 (8)
ou v Vv St

aproximando independientemente las variables u y &:

~

E=N.E 9)

u~=N,l (10)

SET ~6E™N, " (11)
du” = 80™N," (12)

reemplazando en (7) y (8):
— [6E™N,"EN,E.dV + [3ETN,"ELN,0.dV =0 (13)
\% \%

[€'N,"ELN,80.dV - [50"N,"F.dV - [30,,"t,.dS =0 (14)

\% \% St

ordenando las (13) y (14):

507| [B,"EN E.dV - [N,"F.dV - jNuTtst.ds} SéT{—J.NSTENSQdV+J.N8TEBu0.dV} = 0(15)
\% \% St \% \%

donde:
B, =LN,

como 80" y €' son arbitrarias, deben anularse las expresiones entre corchetes, llamando:

K e == Ng EN;.dV
\%

(16)
Kye = [N;'EB,.dV
\
F1=0
F2=[N,F.dV + [N,t,.dS (17)
\% St

podemos expresar matricialmente:

[KSST KUSHQHH} 8)
Kee O [lal| |F2




LA FORMA MIXTA u-c:

Como extensién de los conceptos expuestos en el apartado precedente se presenta la
forma mixta u-c, en este caso se aproximan:

G~N,6 (19)
u~N,l (20)

con la condicion:
O =ELu (21)

El principio variacional que describe el problema es el de Hellinger - Reissner:

T = [ ;GTE‘lﬁ.dV+ fu'll"o-Flav-[u,[6o-t,]ds (22)
\ \% St

donde:

t=GG (23)

Invocando la estacionalidad del principio variacional:

O _ _ j SO'E'O.dV + j SO Lu.dV =0 (24)
0G v v

Taw _ [€7E:5(Lu).dV - [SuTF.AV — [8u,t,.dS =0 (25)
ou v Vv St

a partir del cual podemos escribir matricialmente:

K K ® F1
qu uc . G — (26)
Kus 0 ||la F2
donde:

Koo ==[Ng E™Ng.dV
\%

(27)
Kuo = [Ng'B,.dV
\%

F1=0
F2= [N, F.dV + [N,"t,.dS (28)
\% St




LA FORMA MIXTA u-g-c:

Como extensién de los conceptos expuestos se presenta la forma mixta u-g-c:

G ~N,6 (29)
€~N.E (30)
u~N,l (32)

con la condicion:

O =ELu (32)
€=Lu (33)

El principio variacional en este caso es el de Hu - Washizu:

Mo = I;gTESHV - [uTFdV - [CT[e-LuldV - [u "t .dS (34)
\ \ St

\

Invocando la estacionalidad del principio variacional:

Moaw _ _ [807[Lu-€ldv =0 (35)
oc v

Moaw _ [seT[EE-Clav =0 (36)
Ooe 3,

aT‘ﬂ=jcsTes(l_u).olv—jésuTF.dV—jeSustTtst.ds =0 (37)
ou v v St

a partir del cual podemos escribir matricialmente:

gl [R
Kesw® 0 Koy HE]=]F2 (38)
a| |F3

donde:
;

Kes = [N; ENg.dV

\%
Koy = [N'B,.dV (39)

\%
Keo == Ng"NG.dV

\Y

Fl=F2=0
F3=[N,"Fdv + [N,"t,.dS (40)
\% St




ESTABILIDAD DE LA APROXIMACION MIXTA:

Como consecuencia de la relajacion en los requisitos de las funciones de forma, para
ciertas elecciones particulares de ellas pueden presentarse resultados sin sentido, esta
limitacion es mucho mas severa que en el caso de formulaciones irreducibles. Las razones
matematicas de la limitacibn mencionada fueron esta establecidas por Babuska y Brezzi,
guienes formularon un criterio bastante complejo para describirla. Sin embargo el origen de
alguna de las dificultades se puede identificar a través de razonamientos simples.

En el caso de la formulacién u-o, & es la variable primaria y u la variable de restriccion
equivalente a un multiplicador de Lagrange. Se puede eliminar &, despejandola de la primera
ecuacion de las (26) e introduciéndola en la segunda:

(Kus Koo Kus)d=-F2+K s Kgs F1 (41)

. -1 . , ~ .
siempre que K,s = sea no-singular, ademas para poder calcular U es necesario que

T -1 :
H=(Kys Koss Kus) sea no-singular.
La matriz H sera siempre singular si el nUmero de incégnitas del vector & al que

llamamos n, es menor que el nimero de incégnitas ny, en el vector u. Por lo tanto para evitar
la singularidad se necesita que:

n_>n (42)

La razén de esto es que el rango de la matriz H, que debe ser n,, no puede ser mayor
-1
que n,, esto es el rango de K5 .

La misma condicién (42) asegura la existencia de soluciones no triviales para & . Si la
condicion es violada se produce el “bloqueo” o soluciones no convergentes dando soluciones
casi nulas para & (ver O.C. Zienkiewicz [10], ap. 12.3)

Para evaluar el comportamiento de un ensamblaje de elementos mixtos se utiliza el
Patch Test (criterio de la parcela) [11]. Si el elemento mixto pasa el Patch Test para un solo
elemento la convergencia esta asegurada y producira resultados idénticos a los de la forma
irreducible. Es interesante observar que elementos mixtos que individualmente no pasan el
criterio de la parcela, si lo pasan para ensamblajes de dos o0 mas elementos y, por lo tanto,
pueden usarse observando un buen comportamiento en distintas circunstancias. Un ejemplo
de este tipo de elementos donde se usa N, discontinua y N, C° continuas se puede observar
en la siguiente figura:

n, =4x3=12 n, =8x3=24
n,=8x2-3=13 n,=13x2-3=23
(no pasa) (pasa)

Figura 1

X se refiere a las variables de &
O se refiere a las variables de




El elemento Q4/8 de la figura 1 es equivalente a usar integracion reducida con cuatro
puntos de Gauss.

Es interesante notar que si se usa mayor orden de interpolacion para ¢ que para u el
test de la parcela se satisface siempre pero en general los resultados no mejoran. Diremos
que el uso de interpolaciones de idéntico orden para ¢ y u son aceptables desde le punto de
vista de la estabilidad. Sin embargo la restriccibn de excesiva continuidad en las tensiones
debe evitarse en las zonas de singularidades y superficies de cambio en las propiedades de
los materiales. También debemos mencionar que el uso de interpolaciones continuas para las
tensiones a menudo produce una importante mejora en la precision.

OTROS MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS:

Modelos de Equilibrio:

Se obtiene a partir del principio de minima energia potencial complementaria. Estos
modelos se basan en campos de tensiones y en los funcionales correspondientes. Puesto que
estas formulaciones satisfacen automéaticamente las condiciones de equilibrio, se puede
obtener la solucion minimizando la energia de deformacion complementaria. Las incognitas
basicas del problema discreto son las tensiones. También se lo conoce como método de las
fuerzas o compatibilidad.

Modelos Hibridos:

En la formulacion mixta de elementos finitos se ha supuesto que todas las variables
estaban definidas y aproximadas de la misma forma en todo el dominio de analisis. Este
concepto se puede abandonar y optar por diferentes formulaciones en distintas porciones del
dominio de interés y con algunas variables aproximadas solo en la superficie que unen dichos
subdominios. Estas aproximaciones se denominan de campo parcial o incompleto y dentro de
este marco se encuentran las formulaciones hibridas.

Dentro de las formulaciones hibridas distinguimos dos tipos. El primero se basa en una
moadificacion del principio de minima energia potencial complementaria. Se suponen campos
de tensiones en equilibrio sobre cada elemento y solo campos de desplazamientos
compatibles en los contornos de los elementos. Las variables basicas son los
desplazamientos nodales. El segundo utiliza un principio de energia potencial total
modificado. Se suponen desplazamientos continuos en cada elemento y tensiones
equivalentes en los contornos de los mismos. Las variables basicas son estas tensiones.




APLICACION DE LA FORMA MIXTA u-g:

Considerando el elemento de barra de dos nodos de la figura 2, asumiendo una
variacion lineal para el campo u (w,0) y una variacion constante para la deformacion de corte
v, se obtiene la matriz de rigidez del elemento.

A

Seccion = 1xh L wxu

Mod Young = E 10 02
Mod Corte =G | L/ L/ |

Figura 2

El principio variacional de Hu-Washizu toma la forma del funcional de Hellinger -
Reissner:

Tyg = jiaTEa.dV—juT.F.dV—ngETa.dV+J'8TELu.dV—jusf.tst.ds
\% 2 \% \% \% St
- —[1€"EEAV + [€TELUAV - [uT F.dV +BT
\% 2 \% \%

donde:

BT: Términos de contorno (sin interés para determinar la matriz de rigidez del elemento).

0

— 0 e
E O u XX
0 G o 90 w Ve,
0z OX

E 0| €
8TE8 = [SXX ’Yiz ]|:0 G:|'|:ry)éx:| = 8XXE8XX + nyG’yfz

T € E 0 8XX € u
EELu=[en Vil Gllyh |- ExEE +VLOY.,

donde:
Vs, : deformacion del campo & asumido como constante

Y. : deformacién correspondiente al campo de u asumido como lineal
Tg = j[— ; ELEE,, -;y;GV‘;’Z +ELEE, + VL GYy, - uT.F}dV +BT

\%
T =IBSXXE8XX _;y;Gy; SYEGYY, —uT.F}dV +BT
\%
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Invocando la estacionalidad de m,:

[[se..E€,, - YEGSYS Jav = [uT Fdv @)
\% \%

[syeclys, -y ]av=0 (b)

Aproximando independientemente las variables independientes:

Wy Relacién entre u'y 6:
u R 0, u=-z 0
u= ~N,0=N,
w W,
0, 1

#Z

N, =
—| — =X 0 —| —+X 0 2
L[Z } L[Z } -

- |~
I
|~
1

reemplazando en (a) y (b):

_ | [BSTEBSG .BY'G Bgé]dv}esaT = {j N,’ .F.dV}SGT
LV \%

_J_ [BSTGBjﬂ - BgTGBgé]dV}.SﬁT 0
LV
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llamando:
K, =[B! EB}.dV
\%

K =B GB,.dV
\%

\%
R, =[N, Fdv
\%
Kuw Kuel||O| |F
T 0 Pl -
Kue Kell€ 0
0 o 0 0 0
hl oz h3 3
. z A TS
Kuu:J. L E[O — 0 —j|: 12 12
L L] L
72 0 0 0 0 0
oz , h3 . h3
LL . 12 12
_1 _L
L L |_2
241715, 7% Gh| ™,
K, = J.— 2 Ghdx=—| 2
_EL 1 L L
2
L L2
—| —+x o
L \2 i L 2]
L
2
Kee = J.G.h.dx = GhL

N

Aplicando la condensacion estéatica sobre € obtenemos K:

K= Kuu - KuS'Kssil'KusT

0 0 0 0 | [gh]
Ee . <E-h3\ GhL
12:L 12:L 2 h h
[l2 1 g emt o, Ght
O 0 0 0 Gh | GhL 2 2

< E1) . Eh GhL




leh len  len  lon
L 2 L 2
3 3
}-G-h i-E-h—+}-G-h-L iG-h i-E-h—+}-G-h-L
K 2 2 L 4 2 12 L 4
ten tenh len Lo
L 2 L 2
3 3
}-G-h i-E-h—+}-G-h-L iG-h i-E-h—+}-G-h-L
| 2 12 L 4 2 12 L 4
La matriz de rigidez que hubiésemos obtenido con MEFBD es:
leh len  len  lon
L 2 L 2
3 3
}-G-h i-E-h—+}-G-h-L iG-h i-E-h—+}-G-h-L
K 2 2 L 3 2 12 L 6
ten tenh len Lo
L 2 L 2
3 3
}-G-h i-E-h—+}-G-h-L iG-h i-E-h—+}-G-h-L
| 2 2 L 6 2 2 L 3

Resulta interesante comparar esta matriz con la que la que hemos obtenido con la
formulacion mixta. Se observa que la diferencia entre ambas es minima, sin embargo la ultima
matriz tiene un comportamiento que es gradualmente mas rigido a medida que la barra se

vuelve mas esbelta.

Es facil observar que si imponemos desplazamientos de rotacién pura de la seccion:

la matriz K correspondiente a MEFBD, presenta una contribucién anémala de la rigidez de
corte a la de flexion.
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