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CAPITULO 1

EQUILIBRIO DEL PUNTO MATERIAL.

1.1.- CONCEPTOS INICIALES.-

Mecaénica es la parte de la fisica que estudia las condiciones de reposo 0 movimiento de los cuerpos bajo
la accién de las fuerzas. La mecanica cléasica describe el comportamiento de los cuerpos a nivel macros-
cépico clasificandolos al efecto en rigidos, deformables y fluidos.

Nos ocuparemos de los primeros, es decir de cuerpos ideales, indeformables, caracterizados por la inva-
riabilidad de la distancia entre dos cualesquiera de sus puntos. Esta hip6tesis no se cumple en la realidad
pero resulta Gtil dado que, en muchas de las aplicaciones de la ingenieria, las deformaciones que sufren
los cuerpos utilizados son muy pequerias frente a sus dimensiones de forma tal que no alteran su estabili-
dad, es decir su posicién de equilibrio cuando esta en reposo, o las caracteristicas del movimiento cuando
se encuentren en este estado.

La mecanica de los cuerpos rigidos se divide en estatica y dinamica. La estatica estudia las condiciones
que deben satisfacer las fuerzas que actlian sobre un cuerpo o sistema material para mantenerlo en estado
de reposo o equilibrio. La dindmica estudia las relaciones de dependencia entre el movimiento de los
cuerpos Y las fuerzas que lo originan.

La mecanica trabaja con cuatro conceptos basicos: espacio, tiempo, masa y fuerza; dos de los cuales
son los que utiliza la estatica: espacio y fuerza.-

Al espacio lo concebimos como el medio universal en el cual se localiza, o puede localizarse, la materia.
Lo percibimos a través de nuestros sentidos y desde el punto de vista del estudio de la mecanica lo aso-
ciamos a la posicion que en él ocupa un cierto punto A, que queda determinada por las distancias del
mismo a tres planos ortogonales entre si pasantes por un punto de referencia u origen O. Las tres distan-
cias indicadas se designan coordenadas del punto A.

El concepto de fuerza expresa la capacidad de un cuerpo para producir un efecto o accion fisica sobre otro
cuerpo. Puede ser transmitida por contacto directo o ejercida a distancia. EI empuje del agua o de la tierra,
la presion del viento, el rozamiento son ejemplo de las primeras, en cambio las fuerzas gravitacionales o
magnéticas lo son de las segundas. Son magnitudes fisicas que quedan determinadas por su intensidad,
direccion, sentido y el punto de aplicacion cuando actdan sobre un cuerpo deformable; en cambio actuan-
do sobre cuerpos rigidos, es suficiente conocer un punto cualquiera de su recta de accion. En el primer
caso se las representa por un vector aplicado y por un vector axil cuando al cuerpo se lo supone rigido.

En determinados problemas de la mecanica hay cuerpos - o partes de un cuerpo - de los cuales puede
obtenerse una imagen simplificada imaginando su masa reunida en un solo punto. Por ejemplo si un cuer-
po rigido esta animado de movimiento de traslacion, las caracteristicas de éste quedan determinadas para
todos sus puntos cuando se conocen las de uno cualquiera de ellos - el centro de gravedad por ejemplo -
ya que todos recorren trayectorias iguales con iguales caracteristicas instantaneas de velocidad y acelera-
cién. A este punto donde imaginamos reunida la masa total del cuerpo, o de parte de ella, lo Ilamamos
punto material.- Esto se puede generalizar al estudio de problemas mecanicos si imaginamos al cuerpo
formado por un nimero muy elevado de puntos materiales en los que se concentran masas finitas muy
pequefias.- Se puede entonces considerar al cuerpo rigido constituido por un gran nimero de puntos
materiales o particulas que ocupan posiciones fijas entre si.-
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1.2.- PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA ESTATICA -

Recordemos que se designa como principio fisico a una ley universal obtenida empiricamente. Los prin-
cipios fisicos se verifican experimentalmente pero no son demostrables mediante razonamientos.

El estudio de la estatica se funda en cuatro principios fisicos llamados principios fundamentales o postu-
lados de la estatica. Ellos son:

1. Ley del paralelogramo de las fuerzas o principio de la adicion vectorial de fuerzas.-

“Dos fuerzas que actdan simultdneamente sobre un punto material pueden ser reemplazados
por una sola, llamada resultante, dada por la diagonal del paralelogramo que tiene lados para-
lelos e iguales a las fuerzas dadas.”

Decir que pueden ser reemplazadas las primeras - llamadas componentes- por su resultante signi-
fica que son equivalentes por producir el mismo efecto fisico sobre el punto material.

Observemos que este principio establece implicitamente que la equivalencia fisica entre las fuerzas
componentes y su resultante corresponde a la equivalencia geométrica entre los vectores represen-
tativos de las componentes y el vector suma de los mismos.

Generalizado este principio a un mayor numero de fuerzas expresa que: “Un conjunto de fuerzas
gue actla simultdneamente sobre un mismo punto material puede ser sustituido por una sola
fuerza actuante sobre el punto material y determinada por la suma vectorial de todos los vecto-
res representativos de las fuerzas que componen el conjunto.”

2. Principio de transmisibilidad de una fuerza.-

Establece que una fuerza que actda sobre un cuerpo rigido no altera su efecto si se desplaza su
punto de aplicacion a lo largo de su recta de accion.

Expresar que no altera su efecto significa que no se alteran las condiciones de reposo 0 movimien-
to del cuerpo. Si el cuerpo es deformable no es posible deslizar la fuerza a lo largo de su recta de
accion sin alterar la deformacién que la fuerza origina en el cuerpo.

3. Principio de equilibrio estéatico.-

Es s6lo un caso particular de la ley fundamental de la mecénica (Ley de Newton) vista en el primer
curso de fisica que dice: Cuando sobre un punto material actlia una o mas fuerzas adquirira una
aceleracion de direccion y sentido coincidentes con la direccién y sentido de la resultante de las
fuerzas, y de intensidad proporcional a la de esta resultante. Su expresién matematica queda dada
por la ecuacion :

F=m.a

En donde F es laresultante ,“ a ™ la aceleraciony “m ™ la masa del punto material que, meca-
nicamente, expresa el factor de proporcionalidad existente entre la fuerza actuante y la aceleracion
adquirida.

A la Estatica le interesa el caso particular que se presenta cuando el punto material se encuentra
en reposo. En dicho caso la aceleracién serd nula, y la resultante también lo sera: F = 0. Esto nos
permite expresar el principio de equilibrio estatico del siguiente modo:

“Cuando la resultante de un conjunto de fuerzas actuantes sobre un punto material es nula éste
permanece en reposo - si originalmente estaba en reposo - 0 continGia con movimiento rectilineo
uniforme - si originalmente estaba en movimiento.”

Si sobre un punto material que se encuentra en reposo actlia un conjunto de fuerzas tales que su re-
sultante es nula, el punto se mantendra en reposo: las fuerzas se encuentran en equilibrio estatico.
(Si no se expresa otra cosa, el término reposo significa reposo respecto a tierra).-
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4. Principio de accion y reaccion.-

En el universo las fuerzas se presentan en parejas de igual intensidad y recta de accion pero con
sentidos opuestos. Asi la fuerza ejercida por el martillo sobre la cabeza del clavo (accién) es
igual y opuesta a la fuerza ejercida por ésta sobre aquél (reaccion). La atraccion de la Tierra
sobre la Luna es igual y opuesta a la ejercida por ésta sobre la Tierra.

Toda fuerza, o accion de un cuerpo sobre otro, origina otra fuerza o reaccion del segundo sobre
el primero opuesta y de la misma magnitud. Concretamente el principio de accion y reaccion
establece que “la interaccion entre dos puntos materiales, ya sea que se encuentren en con-
tacto directo o a distancia uno del otro, puede ser representada por dos fuerzas de igual
magnitud y de sentidos opuestos que actien sobre la recta que los une.”

1. 3.- FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS.- OBJETIVOS DE LA ESTATICA.-

Las fuerzas externas representan la accion de otros cuerpos sobre el cuerpo rigido en consideracion. Son
las Unicas responsables del comportamiento externo del cuerpo rigido. Estas haran que el cuerpo se mue-
va 0 aseguraran que permanezca en reposo.

Las fuerzas internas son las fuerzas que mantienen unidas las particulas que forman el cuerpo es decir,
representan las interacciones entre ellas. Si el cuerpo rigido estd estructuralmente compuesto de varias
partes, las fuerzas que mantienen unidas las partes componentes se definen también como fuerzas inter-
nas.

Se concretan estos conceptos si se considera una pieza prismatica de eje recto cuya seccion transversal
tiene dimensiones mucho menores que su largo (fig. 1.1) ; por el extremo izquierdo A la pieza esta fija a
tierra y libre por el derecho B. Si se desprecia su peso y se aplica una fuerza F en su extremo B de la
direccion del eje AB, se originara en el elemento de fijacion como consecuencia del principio de accion y
reaccion, una fuerza igual a - F.- Para la ingenieria de las construcciones, un primer Objetivo de la Esta-
tica lo constituye la determinacion de estas fuerzas externas y reactivas que nacen en los elementos que
mantienen fija una determinada estructura designadas reacciones de vinculo.

Una pieza prismatica de las caracteristicas geo- |n
métricas expresadas en el parrafo anterior y que |

tiene capacidad de resistir y transmitir fuerzas ii . —

que la solicitan segun la direccion de su eje, A

|
—

|

constituye un elemento estructural llamado Ba- B }

rra, que laestatica supone rigida. Ry=-F |
T

I

\

\

\

Si se practica un corte transversal de la barra en
la seccién n-n, para mantener unidas las partes
originadas por aquél, es necesario aplicar las =

fuerzas Ny N’ (iguales y opuestas) en ambas -—

caras de corte.

Puesto que las partes estaban unidas antes del E

corte, fuerzas internas equivalentesa Ny N’
deben haber existido como interacciones de las

particulas situadas a ambos lados del corte. Fig. 1.1
— — = _ C [ -
Ny N’'se designan Fuerza o Esfuerzo In- Ra="F Al F
terno en la seccién n-n de la barra. Determinar =~ —— ——  — — —
las fuerzas o esfuerzos internos que originan A } B
las cargas en las estructuras, es un Segundo B |
Objetivo de la Estatica. Ry=—F nl F
Si a la luz de estos conceptos reconsideramos el N q B

principio de transmisibilidad de las fuerzas a lo
largo de su recta de accién cuando F se despla-
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za de B a C, fig. 1.2, observamos que el mismo es valido en cuanto a los efectos externos (fuerza exter-
na Ra) que se originan sobre el cuerpo rigido. En cambio no se cumple en lo referente a los efectos inter-
nos ya que al trasladar la fuerza F de B a C desaparecen las fuerzas internas que originaba en el
tramo CB subsistiendo las del tramo AC. En sintesis el principio de transmisibilidad es aplicable si el
cuerpo es rigido y el efecto que se considera es de caracter externo al cuerpo; en cambio si se trata de un
efecto interno se debe analizar con cuidado la incidencia que tiene el traslado de la fuerza.

En el caso de ser el cuerpo rigido la fuerza constituye un vector axil ya que su efecto es independiente del
punto de su recta de accion en que se la aplica; en cambio cuando el cuerpo es deformable la fuerza cons-
tituye un vector aplicado pues su efecto depende del punto de aplicacion.

1.4.- SISTEMAS DE FUERZAS.- SISTEMAS EQUIVALENTES.- REDUCCION DE SISTEMAS.-

El conjunto de fuerzas que actGan sobre un cuerpo rigido o sobre una particula se designan como Sistema
de Fuerzas.-

Si actdan sobre una particula o sobre un mismo punto de un cuerpo rigido se denomina sistema de fuerzas
Concurrentes. En caso de actuar en distintos puntos del cuerpo rigido se Ilama sistema de fuerzas No
Concurrentes.-

En ambos casos el conjunto de fuerzas podran ser coplanares o no; surgen entonces los siguientes siste-
mas de fuerzas (fig. 1.3): sistema plano de fuerzas concurrentes, sistemas espaciales de fuerzas concurren-
tes, sistemas planos de fuerzas no concurrentes, sistemas espaciales de fuerzas no concurrentes (también
llamados sistemas gaussos de fuerzas).- Los sistemas de fuerzas paralelas son un caso particular de los
sistemas concurrentes que, por sus caracteristicas, se los trata separadamente.-

Sistemas espoaciales de Fuerzas
fig. 1.3

Si el cuerpo rigido sobre el que actdan las fuerzas se encuentra libre y puede ser concebido como un pun-
to material sabemos que el efecto producido por las fuerzas consistird en imprimirle aceleracion. Pero si
el cuerpo no es libre sino que se encuentra fijado a tierra mediante dispositivos especiales llamados vincu-
los o enlaces, la accidn de las fuerzas actuantes se transmitird de particula a particula a los vinculos y
finalmente a tierra,. donde se originaran reacciones cuyos valores hay que establecer. Para simplificar y
resolver este planteo se sustituye el sistema de fuerzas actuantes por otro sistema equivalente que, pro-
duciendo las mismas reacciones, esté constituido por el menor ndmero posible de componentes: esta
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operacion se designa Reduccion de sistemas de fuerzas.- La equivalencia entre Sistemas de fuerzas la
indicaremos con el siguiente simbolo = .-

Veremos que siempre es posible reducir los sistemas de fuerzas planos, paralelos y concurrentes a una
Unica fuerza llamada Resultante del Sistema .

En cambio los sistemas de fuerzas espaciales no concurrentes podran reducirse a lo sumo a dos fuerzas
alabeadas (no paralelas ni concurrentes) 0 a una fuerza y una cupla o par de fuerzas.

1. 5.- REDUCCION DE SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS CONCURRENTES.-

1.5. 1.-PROCEDIMIENTOS GRAFICOS .-

La estatica del punto material determina las condiciones de reposo de una particula bajo la accion de un
sistema de fuerzas concurrentes a ella. Para ello, en primer término debe reducirse el sistema de fuerzas
dado a otro equivalente constituido por el menor nimero de elementos posibles: esto se hace mediante la
Composicion o Suma de Fuerzas.

Reduciendo el sistema de fuerzas dado a su minima expresion se establecen las condiciones de su nulidad
que representaran, por el tercer principio de la estatica, las Condiciones de Equilibrio. A menudo convie-
ne expresar las fuerzas utilizando sus componentes, para lo cual deben conocerse los procedimientos de
Descomposicion de Fuerzas.

Composicién.- Dos fuerzas concurrentes se ubican
necesariamente en un mismo plano y se componen
0 suman segun el principio del paralelogramo.

Sean dos fuerzas F;y F, que actGan sobre el .

punto material A (fig. 1.4). A partir de un punto 0, 1
cualquiera del plano de las fuerzas, llevamos vec- » R
tores de direccién y sentido coincidentes con las | 0
fuerzas dadas y cuyos médulos representen a esca-

la la intensidad de las fuerzas. fig. 1.4

Al

Esta escala es del tipo o-kg

Icm
Se completa el paralelogramo cuyos lados son
F, y F, yladiagonal representa en direccion,
intensidad y sentido la resultante de las fuerzas
F,y F, dadas:

ﬁz |E1+ FZ

Para que R sea efectivamente la resultante, es
decir, que produzca sobre la particula A el mis-
mo efecto que F;y F, debe estar aplicada en A.

fig. 1.5

No es necesario construir todo el paralelogramo: es evidente que llevado a partir de O un vector repre-
sentativo de F; y luego, por el extremo de éste, se lleva F, ; uniendo el origen de F; con el extremo
de F, se obtiene R . Se ha practicado la suma geométrica o vectorial. Si se altera el orden de los suman-
dos se mantiene inalterable la suma.

Si en lugar de dos fuerzas tenemos tres o mas F,, F» y Fs (fig. 1.5), la suma se obtiene llevando a
partir de O un vector representativo de cada fuerza a continuacion del otro; el vector que resulte de unir el
origen del primero con el extremo del dltimo nos determina la fuerza suma del sistema dado.
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fig. 1.7

Para que efectivamente sea la resultante debe aplicarse este
vector en el punto donde actlan las fuerzas dadas, porque sélo
asi puede producir el mismo efecto que éstas.

El poligono construido a partir de O cuyos lados son los vecto-
res representativos de las fuerzas se llama poligono de fuerzas.

La Descomposicién de una fuerza F en sus componentes
consiste en sustituir aquella por dos fuerzas F,y F, que pro-
duzcan igual efecto; seglin cuales sean los datos conocidos de
las componentes, hay diversas posibilidades de efectuar esta
operacion: la mas frecuente consiste en descomponer una fuer-
za F segun dos direcciones predeterminadas (1) y (2) concu-
rrentes al punto de aplicacion A de la fuerza dada, (fig. 1.6).-

Esto se efectia trazando por los extremos de F, representada a
escala, rectas paralelas a las direcciones dadas. Orientando los
segmentos obtenidos en el sentido que va del origen de Fasu
extremo se obtiene F; y F, en intensidad, direccién y sentido.
Punto de aplicacién es el de F.

Puede plantearse el caso de que se conozca una de las compo-
nentes F;y se necesite determinar la otra F, (fig. 1.7)

Se lleva Faescalaa partir de un punto cualquiera del plano y
por su origen se traza F; ; uniendo el extremo de ésta con el de
F se obtiene F,.

En los casos precedentes hay una Unica solucién, en cambio si
se quisiera descomponer F segun tres direcciones (en lugar de
dos como se tenia anteriormente) concurrentes al punto sobre el
que actla, se obtienen infinitas soluciones: (fig. 1.8)

Las condiciones que debe satisfacer un sistema plano de fuerzas

que actlian sobre una particula para hallarse en Equilibrio, surgen de considerar el principio de equilibrio
estatico que expresa la nulidad de la resultante como requmto para que la particula esté en reposo. Grafi-
camente (fig. 1.9), para que esto se cumpla

(R=0), es necesario y suficiente que el extre-
mo de la Gltima fuerza del poligono de fuerzas
coincida con el origen de la primera fuerza.
En otras palabras: Para que un sistema plano
de fuerzas concurrentes se encuentre en
equilibrio es condicién necesaria y suficiente
gue el poligono de fuerzas sea cerrado.

Si aplicamos esto al caso de un punto material
sometido a la accion de sélo dos fuerzas,
deducimos que la Unica posibilidad de equi-
librio existe cuando las dos fuerzas tienen
igual intensidad, recta de accion coincidente y
sentidos opuestos. Dos fuerzas de estas carac-
teristicas se designan como Sistema nulo de

fuerzas.
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1.5.2.- PROCEDIMIENTOS ANALITICOS.-

0 que ella forma con la paralela a la rama positiva de un eje de referencia
trazada por su punto de aplicacidn.- El angulo lo medimos en sentido anti-
horario . La fuerza y los ejes son coplanares (fig. 1.10) y queda expresado
su modulo por un nimero y su unidad de medida (toneladas, kilogramos,
newton, etc.)

Se puede expresar analiticamente una fuerza por su médulo F, y el angulo \<<\ R
82

En muchas oportunidades resulta conveniente expresar la fuerza por dos
componentes ortogonales entre si, que suelen tomarse horizontal y vertical.
Sea (fig. 1.11) la fuerza R referida a los ejes “x e “y”, perpendiculares
entre si y cuyos versores llamaremos i y j. Se ha tomado el origen de
los ejes coincidente con el punto de aplicacion de la fuerza. Si se completa
el paralelogramo (rectangulo en este caso) trazando por el extremo de F 3‘?

las paralelas a los ejes “x” e “y”, se obtienen las componentes segtn dichos
ejes:

A |

R=X+Y=Xi+VY]j o

X e Y se designan componentes rectangulares de la fuerza, utilizandose x = i
también esta designacién para sus modulos “X” e “Y”. Conviene especifi-
car si se trata de la componente vectorial o escalar en los casos que exista ‘
posibilidad de confusion.- Fig. 111

Conocidos R y 6 las componentes rectangulares se obtienen por las expresiones:

X=Rcos 6
Y=Rseno

que las definen en valor absoluto y signo si 6 varia de 0° a 360°. Se observa que las componentes rectan-
gulares de una fuerza no son otra cosa que sus proyecciones sobre los ejes “x” e “y”. Se utilizara una u
otra designacion: Componente X o proyeccién sobre el eje x, componente Y o proyeccion sobre el eje y.

Si en cambio se conocen “X” e “Y” se obtienen Ry 6 por las expresiones:

2

<

R= X+

| <

X Y
cos0= — sen @ = tgo=—
R X

Composicién:
Sea un sistema plano de fuerzas que acttan sobre la particula A (fig. 1.12). Su resultante sera :
R= Fi+ F+ Fs
Expresando estas fuerzas por sus componentes rectangulares, X; = F; cos 6; e Y;=F;sen 0;, tenemos:
Fi=X;i+Y: ]

IEZZXZ T+Y2]

[E3:X3 T+ Y3]
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X(F+ Fpt '_:3)=(X1+X2+X3) i+ (Yi+Ya+Y3) j

Por otra parte:
R=Xi+Y]j
De donde
X= X1+X2+X3 Y=Y1+Y2+Y3

Empleando el simbolo de sumatoria, tendremaos:

X=> Xi Y= Yi
y
v A B
A - _
F K = Y=1Y,
2 v Fl
1‘8
& 91 9
(o = A =1 1 %
- 3 — ~
X, 8 |\x X, X=) X
ER'E
3
F3
Fig. 112

Estas expresiones establecen que las componentes X e Y de la resultante R de un sistema plano de
fuerzas concurrentes, se obtienen sumando algebraicamente las componentes X; e Y; de todas las fuer-
zas del sistema, respectivamente.-

En las aplicaciones se obtienen primero las componentes X; e Y; de cada una de las fuerzas del sistema. A

continuacioén se suman las componentes X; y se suman las componentes Y; obteniéndose X e Y. Final-
mente se determina el médulo y direccién de las resultantes con las expresiones:

R=VX2+Y2

cos 0 = sen 0 =

Descomposicion:

y Sea una fuerza R expresada por R y 6 (fig. 1.13). Se deben
ss calcular las intensidades F; y F, de sus componentes segin dos
R direcciones determinadas (1) y (2), coplanares y concurrentes a
un punto A de la recta de accion de la fuerza donde se ubica el

origen de los ejes “x” e “y”.

851 6 8
\L ‘\‘ \ A las componentes F1 y F2 se les supone un sentido (s.s.) y en

funcion de él se expresan los &ngulos 6,y 0,.

@
® Debe ser :
R=Fk+F

113 Lo que expresado mediante las componentes rectangulares se

Fig. X . :
convierte en dos ecuaciones escalares:
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X:X1+X2
Y=Y1+Y2

O también:

R cos 6 =F; cos 0, + F, cos 0,
Rsen 6 =F;sen 0, + F,sen 0,

Que constituye un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, F; y F,, que se puede resolver por cual-
quiera de los métodos conocidos. Si el valor de F; o de F, que resulta del calculo es positivo significa que
el sentido supuesto (s.s.) es el correcto; si fuese negativo se debe invertir el sentido supuesto.

Se podria resolver este problema con las mismas ecuaciones obtenidas si las incognitas fuesen las direc-
ciones o la direccion e intensidad de una de las fuerzas, pero s6lo pueden calcularse dos incégnitas por
cuanto tenemos dos ecuaciones. Cuando las incognitas son 6, y 0, es mas facil resolver trigonométrica-
mente por el teorema del coseno o las funciones del angulo medio en base a los tres lados y el semiperi-
metro, aplicados al tridngulo de fuerzas formado por la resultante Ry sus componentes Fiy F,.

Equilibrio:

Se ha obtenido que:
X=X
Y=Y

Para que las fuerzas estén en equilibrio y la particula en reposo su resultante debe ser nula, luego:

X=X X; =0
Y=XVY; =0

que expresan analiticamente las dos condiciones necesarias y suficientes para que los sistemas planos de
fuerzas concurrentes se encuentren en equilibrio.

1.6.- REDUCCION DE SISTEMAS ESPACIALES DE FUERZAS CONCURRENTES.-

extremo A (fig. 1.14). La fuerza quedara determinada por su médulo R ‘

y los angulos directores 8y, 0y, 8, que forma su recta de accion con la y
rama positiva de los ejes X, y, z. Estos angulos varian de 0° a 180°, y se Cic £
miden en el plano determinado por la fuerza y la rama positiva del eje
considerado y corresponde al menor de los dos arcos por ellos defini- A
dos, es decir el menor de 180°. By R

Sea una fuerza expresada en el espacio por un vector de origen 0 vy J?

Si por el extremo A del vector fuerza se consideran tres planos proyec- 5
tantes paralelos respectivamente a los planos de los ejes yz, zx, Xy, que =
interceptardn en los puntos B, C, D a los tres ejes, determinando los z
vectores X, Y, Z designados componentes rectangulares vectoriales / Fig. 1.14

|
X

de Ren el espacio. Se cumple que :
R= X+Y+2Z

yaque R= OA se obtiene uniendo el origen y el extremo del poligono vectorial espacial que se forma
Ilevando uno tras otro los vectores X=0B, Y=BE y Z= EA
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Expresando las componentes vectoriales en funcion de la componente escalar y el versor respectivo, se
tiene:

R=Xi+Yj+Zk

en donde:
X =R cos 0y
Y =R cos 0y
Z =R cos 06,

Se concluye que conocido el mddulo de una fuerza y los cosenos directores de su recta de accion se pue-
den calcular sus componentes seguln ejes X, Y, Z.

Viceversa, conocidas las componentes X, Y, Z de una fuerza, o sea sus proyecciones ortogonales sobre

dichos ejes, se puede calcular su mddulo (aplicando el teorema de Pitagoras primero al triangulo rectan-
gulo OBA 'y luego al BEA, fig. 1.14) y sus cosenos directores por las expresiones.

R=vX?+Y?+2Z?
cos E)Xz5 cos 0y :1 cos ez=5
R R R

El signo de las componentes rectangulares y de los cosenos directores surge considerando que para angu-
los comprendidos entre 0° y 90° el coseno director y la componente rectangular respectiva seran positivos;
en cambio seran negativos para angulos comprendidos entre 90° y 180°. Con el signo de las tres compo-
nentes rectangulares se puede establecer el octante en que se ubica la fuerza.

\{gamos que relacion existe entre los cosenos directores de una recta.- Para ello volvamos a la expre-
sion:
R=Xi+Y|j+Zk
y sustituyendo las componentes por su valor:
R=Rcos0 i+Rcos@, j +Rcos6, k
Sise llama e al versor de la recta de accion de la fuerza, se tiene:
R=R e=Rcos0, i+Rcos0, j +Rcos0, k
de donde simplificando R queda:
e=0c0s 0, i+Ccos0, j +cosb, k

0 sea que los cosenos directores de una recta representan las componentes rectangulares de su versor

ey = COS 0y ey = C0S Oy e, = C0s 0,

y como el moédulo del versor es uno, se tiene:

1=.ef +el +el

cos® O, + cos® 0, + cos® 0, = 1

Que elevada al cuadrado da:
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Comunmente una recta en el espacio queda dada por las coordenadas de dos de sus puntos. Se trata de
obtener sus cosenos directores.

Sean dados A(Xa, Ya, Za) Y B(X, Y8, Zg). (fig. 1.15).- Si

se toma el vector con origen en A y extremo en B, se
tiene:

AB = (Xe - Xa) © +(Ye -ya) | +(zs - Za) k

AB =AX i +Ay j+Az K
‘E‘ZAB: VAXZ + AY? + AZ?

e, = cos 0, = AX/AB
ey = cos 6, = Ay/AB z
e, = cos 0, = Az/AB Fig. 112

Obtenidos los tres cosenos directores se debe verificar que la suma de sus cuadrados sea igual a uno.-

Composicion (fig. 1.16)

Fig. 116

Se determinard la resultante sumando las componentes rectangulares de las fuerzas del sistema en forma
analoga a la utilizada en el plano.- Los métodos graficos no son practicos para las fuerzas en el espacio.-

Dado un sistema F,, F,y F5 de fuerzas concurrentes en el espacio y ubicando el origen de los ejes x, y,
z en el punto de concurrencia se tiene:

R=Y Fi= Fit Fot o

en donde: B B B 3 Xy =F; cos 01
Fi=X; i+ Y, J +27Z; k con Y.=F; cos Oly
Z; = Ficos 0y,

_ _ _ _ X, =F, oS 0,y
F, =X, i + Y, J +27Z, k con Y,=F, cos egy
Z, = F,c05 0y

_ _ _ _ X3 =F; oS 034
F;=X;3 i+ Y, J +2Z; k con Y3 =F; cos egy
Z3 = F3C0S 03,

(en la fig. 1.16 la fuerza F, se ha colocado al sélo efecto de indicar los &ngulos directores y su designa-
cién) .-Sumando miembro a miembro, se tiene:
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R=Fi+ Fp+ Fyo= (Xo+ Xp #X3) i+ (Y1 + Yo+ Y3) j+(Zi+ Zo+ Z3) k
Por otra parte:

R=Xi+Y|j+Zk

Por lo tanto:
X= X1+ Xp+ X3 X=X
Y=Y +Y+Y; Y=2XY;
Z=21+2,+7Z; Z:zzi

Estas expresiones establecen que las componentes X, Y, Z de la resultante son respectivamente iguales
a la suma algebraica de las componentes X; , Y;, Z; de las fuerzas del sistema dado.-

Conocidas X, Y, Z se obtiene:
R= VX% +Y?+2Z2

X
cosex=E cos0y =— c0s0,=—

y Descomposicion (fig. 1.17)

_ Se trata de descomponer una fuerza segln tres direcciones
R b espaciales determinadas (1) , (2) y (3).

De la fuerza R conocemos su médulo Ry sus &ngulos direc-
tores 0x, Oy , 0z.

X De sus componentes F; , F,, F3 conocemos cominmente
dos puntos de su recta de accion; OA;, OA,, OA;, les supo-
nemos un sentido y calculamos (y verificamos) los tres an-
gulos directores correspondientes a cada una de ellas.

Debe cumplirse que:

R= I_:1+ I_:2+ I_:3

o 117 Ecuacion vectorial que en el espacio implica tres ecuaciones
S escalares:

X:X1+X2+X3
Y:Y1+Y2+Y3
Z:Zl+22+23

desarrolladas establecen que:
R cos 0, = F; cos 04+ F, €0S 0,y + F3 COS O3,

R cos 6, = F; cos 6;y+ F, cos 6 + F3 cos 03,
R cos 0, = F; cos 04,+ F, cos 05, + F3 oS 03,

Sistema que nos permite calcular Fy, F,y Fs. Si alguna de ellas resultase negativa significa que el senti-
do supuesto es erroneo.
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Equilibrio

Para que un sistema de fuerzas espaciales que actlia sobre una particula esté en equilibrio, lo que sucede
cuando la particula esta en reposo, la resultante de aquéllas debe ser nula (tercer ppio de la Estética).

Vectorialmente ello se expresa con la ecuacion:

ﬁ:z I_:i:0

Lo que exige que sus tres componentes rectangulares sean también nulas:

X:Z Xi=0
Y=ZYi =0
Z:Z Zi=O

Estas ecuaciones expresan las tres condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio de un sistema
espacial de fuerzas que actdan sobre una particula.-

Aplicacién numérica.-

Encontrar los esfuerzos en las tres barras AB; , AB, , AB; del soporte de pared en escuadra (graficado en
la figura 1,18) que se encuentra sometido a una fuerza F, de la cual se conocen sus tres componentes X ,
Y , Z cuyos sentidos son los indicados en el gréfico.-

Datos: B;B, =5,00mcon OB;=0B,=250m ; OB;=150m ; OA=2,00m
X=35kgf Y=80kgf Z=30kgf

Incognitas: F,, F, F3
| Y Las fuerzas F;, , F, , F3 , que aparecen en las
\ barras cuando actla la fuerza F son aquéllas que
mantienen al punto A en reposo si éste fuese un
| punto libre: para ello se imagina cortadas las dos
barras y sustituidas por las respectivas fuerzas
internas.- Bajo esta suposicion F, F; , F» |, F3
constituyen un sistema de fuerzas espaciales en
equilibrio que debe satisfacer la ecuacion

X ZI_:i:I_:+|_:1+I_:2+|_:3:O

Equivalente a un sistema de tres ecuaciones escala-
res con tres incognitas que permite determinar sus
valores:

2. Xj=F; cos O1x+ F, €0 0% + F3 €08 03x + X =0
ZYi:F1C0861Y+F2c0562y+F300563y+Y:0
ZZi=F1C05912+F2C05922+F3 C05932+Z=0

g, 1.18

Las rectas de accion de las incognitas son los ejes de las tres barras; sus direcciones quedan determinadas
por las coordenadas del punto de concurrencia A como origen y su extremo en los puntos B; , B, , B; de
interseccion de las barras con la pared; los sentidos conocidos se indican con una flecha y los supuestos

para las incognitas, con doble flecha.- Los cosenos directores de los vectores AB; ,AB, ,AB;, de

médulo AB; (expresado en forma genérica) , se calculan y verifican con las expresiones:
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X: —X X: —X
COS0,y =——A = —— A ; ;
AB; \/(Xi —Xa) +(Yi—Ya) +(zi—24)
= zZ.-2
cm&Y:L—lA c0s 0, =——A
AB, AB,
cos? 0, +cos® 0, +cos? 0, =1
Se ordenan las operaciones confeccionando las siguientes tablas:
Punto Coordenadas
A Xa=0 yA:O Zpn=2,00
Ay X1 =- 2,50 Y1 = 0 Z1 = 0
Ag Xo = 2,50 Yo = 0 Zo = 0
Az X3=0 Y3 = 1,50 23 =0
Fuerza | Vector | xi-Xa | Vi-Ya | zi-za | (Xi-xa)’ | (Vi-Ya) | (@i-2za)* | (6+7+8)
-1- -2- -3- -4 - -5- -6 - -7 - -8- -9-
Fi AB; -250 0 -2 6,25 0 4 10,25
F, AB, 2,50 0 -2 6,25, 0 4 10,25
Fs AB; 1,50 -2 0 2,25 4 6,25
J—9_ |cos0ix=|cos0;;=|cos0;,=| cos’0ix | COS*0y | COS*0;, | 2cos’ 0
-10 - =(3+10) | =(4 + 10) |=(5+10)
3,20156 | -0,78087 0 - 0,62470 | 0,609758 0 0,390250 | 1,000008
3,20156 0,78087 0 - 0,62470 | 0,609758 0 0,390250 | 1,000008
2,50 0 0,6 -0,8 0 0,36 0,64 1.-

Verificados los cosenos directores de las tres barras se introducen en las ecuaciones de equilibrio dadas
mas arriba.- A este efecto se supone que las tres fuerzas incognitas tienen sentido saliente del punto A de
concurrencia, al que asignamos signo positivo: si el resultado es negativo significa que el sentido supues-
to es erréneo y debe cambiarse.- Ejecutando lo expresado, se tiene:

> X =-0,78087 F, +0,78087 F, +35=-F, + F, + 44,822 =0 (1)
Y= 06F -80=0 (2
> Z=-0,62470F, - 0,62470 F, - 0,8 F5 + 30 = F, +F, +1,2806 F5 - 48,023 =0 3)

De (2) se obtiene que
F; = 133,33

Sustituyendo en (3) el valor de F; obtenido, y despejando F; de (1) y (3), e igualando resulta:

Fi=F,+44,822 =-F,-122,726 F,=-83,774
E introduciendo el valor de F, en la expresion de F;
Fi1=-83,774 + 44,822 = 83,774 - 122,726 = - 38,952
Por lo tanto, los resultados obtenidos para las incognitas son:
F, = 38,95 kgf de sentido opuesto al supuesto, o sea de compresion.-

F,= 83,77 kgf  de sentido opuesto al supuesto, o sea de compresion.-
F; =133,33 kgf de sentido igual al supuesto, o sea de traccion.-
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