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CAPITULO 2

EQUILIBRIO DEL CUERPO RIGIDO LIBRE

Laexpresion “equilibrio del cuerpo rigido libre” significa estudiar y establecer las condiciones de reposo
del mismo bajo la accién de un conjunto de fuerzas que actUan en puntos diversos del cuerpo.

El método a aplicar sera e empleado para la particula: Reducir € sistema de fuerzas a su minima expre-
sion e igualarlo a cero. De dlo surgiran las condiciones de equilibrio del cuerpo. Pero ahora las fuerzas
estén aplicadas en diversos puntos del cuerpoy € efecto de las mismas consistira no sdlo en tradadarlo, o
tender atrasadarlo, como en € caso de la particula sino que se produciran ademas rotaciones o tendencia
arotar s € cuerpo estuviesefijo.

Para estudiar este nuevo efecto es necesario introducir los conceptos de Momento de una Fuerza respecto
aun puntoy aun ge. Previo a €lo vamos a efectuar repaso de puntos del dlgebra vectorial que nos reque-
rird nuestro estudio.

2.1.- PRODUCTO DE VECTORES.--

Se define como Producto Vectorial de dos vectores coplanares V, y' V, (fig. 2.1) a otro vector:

'V="ViLV,
gue presenta las siguientes caracteristicas:

1) Su modul o queda dado por la expresion y

V=Vi.V,senq

siendo q € angulo entre los vectores factores de
valor igual o menor de 180°.

Obsérvese que V expresa € area dd paradogra
mo cuyosladosson “V,y "V,

2) Su direccién es perpendicular a plano definido
por "Viy 'V,

3) El sentido de V estal que @ observador ubica

do en su extremo vera larotacién g, que lleva d

vector *V; (1% factor) a coincidir con la direccion ‘

de V, (2% factor ) en sentido contrario a de las ~ F‘Q‘ c1
agujas dd regj.

Laregla enunciada para @ sentido del vector producto, coincide con la llamada regla de la mano derecha
gue consiste en colocar la palma de la mano derecha, arqueada, demarcando, desde la palma hacia €
extremo de los dedos, larotacion g antes descripta: € pulgar extendido nosdad sentidode ™ V.

Los tres vectores " Vy,” V, y' V forman una terna de rosca derecha como la formada por los ges x, y, z
utilizada para € cdlculo de las componentes rectangul ares de las fuerzas.- El producto vectorial gozadela
propiedad distributiva pero no se pueden conmutar los factores ya que a hacerlo se cambia & sentido del
vector producto.
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A menudo conviene expresar € producto vectorial en funcion de componentes rectangulares. Para dlo
expresemos ambos vectores en funcién de esas componentes.

\V1:X1\i+Yl\j+Zl\k

\V2:X2\i +Y2\ ] +22\k
Recordando:
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y multiplicando:

’
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V= Vl L\VZ = X1Y2\ k - Xlzng - Y1X2\ k + legxi + 21X2\j - ZlYZ\i
V= (Y1Zo-Z1Y)) Ti+ (Z1Xa- XaZo) Tj + (X1Y2 - Y1X2) Tk

Yy como:
V=Xi+Y'j+Zk
Resulta:
X= leg - ZlYg
Y = 21X2 - Xlzg
Z= X1Y2 - Y1X2

Expresiones que nos dan las tres componentes rectangulares del vector producto en funcién de las com-
ponentesx, y, z delosfactores.

Si setienedificultad en recordar estas expresiones, obsérvese que la expresion obtenida,
"V =(Y1Zo-Z1Y5) Ti+ (ZaXo- XaZo) Tj+ (X1Y2- Y1 Xo) Tk

no es otra cosa que € desarrollo del determinante

i ]k
V:\Vl L\VZ: Xl Yl Zl
X2 Y2 ZZ

Que desarrollado por sus menores complementarios, queda en la siguiente forma:

Y1 4y
Yo Z;

X1 Y
X2 Y3

V=V; L V,="i

Z, X
IR 1
Z; X,

+‘k‘

Finalmente digamos que s en lugar de establecer d sentido del vector aplicando la regla de la “ mano
derecha’ se utilizaraparadlolaregladela“ manoizquierda’, los valores que se obtendrian para las com-
ponentes rectangulares del vector producto serian los indicados més arriba multiplicados por —1 : por o
tanto sdlo debe “cambiarseles € signo” alos términos de las expresiones obtenidas.- Pasemos a ver otros
modos de multiplicar vectores.-

El producto escalar de dos vectores (fig. 2.2) esta dado por la
\ expresion:

"Vix'V,=VV,cosq

Goza de | as propiedades conmutativa y distributiva.

x Se puede expresar en funcion de las componentes rectangulares
de los vectores factores:

\Vlz Xl.\i +Y1.\j +lek
\V2: Xg.\i + Yg.\j + ZZ.\k
Fig. 2.2

V4 X Vo=XXo+Y1Yo+ 2175
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%’\ Capitulo 2: Equilibrio del cuerpo rigido libre

Parallegar a este resultado se recuerda que:

ixio=1 i x) =0
ix) =1 ] xk=0
“kx k=1 "k x'i =0
El angulo de dos vectores se obtiene asi :
V_le_2 _ XX, +Y, Y, +2,7,

ViV [x24v24+72 X2 +YZ+22
Sea un vector™V aplicado en 0 (fig. 2.3) , se define como proyeccion del vector™ V sobre €l gje Oe pa-
sante por 0 a escalar:
Ve=V COSQe = [ OA]
Que esigual alalongitud dd segmento OA. Sera positivo s coincide con € sentido ddl ge ( 1o que su-

cede para g< 90° ) y negativo cuando g esté comprendido entre 90° y 180°. Para g, igua a 90° la pro-
yeccion esnula.

y

Si llamamos " e a versor del ge setiene
'V x'e=V cosge= Ve [ 0A]

Es decir que también podemos definir como proyeccion de un
vector sobre un ge a producto escalar del vector por € versor
del ge.

Expresada la proyeccion de un vector en funcién de las compo-
nentes rectangulares del vector y del versor tenemos:

Ve="V X e=Xe+ Ye + Ze, = XCOS (ex+ Y COS Qey + ZCOS Qe

Se define finalmente como triple producto escalar o triple F\Q c 3
producto mixto de tres vectores ala expresion:

V4 L\VZX\V3

Tiene sentido efectuar primero @ producto vectorial, y a vector producto que se obtiene se lo multiplica
escalarmente por € tercer factor. El resultado del triple producto mixto es un escalar.

El orden delosfactores en d triple producto mixto puede permutarse ciclicamente;
\Vl L\VZ X\V3:\V3 L\V;LX\VZ = \Vg L\V3 X\V;L

Expresando | os tres vectores mediante sus componentes rectangul ares se puede verificar facilmente que
triple producto escalar de elos resultaigual a desarrollo del siguiente determinante:

Xl Yl Zl
\VlL\VZX\V3: X2 Y2 ZZ
X 3 Y3 ZB
Como caso particular que nos interesa recordemos que s dos factores son paralelos € triple producto

escalar es nulo. Recordamos ademas que s la terna formada por |os tres vectores es dextrégira su triple
producto escalar es positivo y negativo cuando es levdgira.
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2.2.-MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN PUNTO.-

Consideremos un cuerpo rigido en uno de cuyos puntos A esta aplicada unafuerza ™ F. (fig. 2.4)

Fig. 2.4

fuerzatiende aimprimirle a cuerpo arededor de un ge pasante por 0y perpendicular ap.

La posicién de A la damos con respecto a un punto fijo O
mediante € vector posicion OA . El plano indicado en €
grafico esd determinado por OA y " F.

Se define como Momento de Ia_Fuerza‘ F respecto
punto O al producto vectorial de OA por " F:

M, = OAL'F

Es un vector perpendicular a plano de OA y " F aplicado
en O.

Su sentido corresponde a la rotacion g a aplicarle a la
recta de accion de OA para llevarla a superponer con la
de F; este sentido coincide con € de la rotacion que la

S & observador se ubica en € extremo de M_0 debe ver esta rotacion como antihoraria; se puede asi-

mismo establecer & sentido de M_0 aplicando laregladela*” mano derecha’.

El médulo o intensidad de M_o vale:

Mo=0OA .F.senq=Fd

Donde:

d=0A .snq

es la distancia perpendicular del centro de momento O a la recta de accion de la fuerza' F: se designa
Brazo de la Fuerza. La dimension del momento es por 1o tanto una fuerza por una longitud y como uni-

dad se toman: kgm, kgcm, tm, tcm é Nm.
Para que Mg sea nulo debe ser:

o bien:

F=0

d=0

Esto Ultimo implica que la recta de accion de lafuerza pasa por d punto O.

Fisicamente € vector M_o caracteriza larotacion que la fuerzaimprime al cuerpo, determinando: a ge de
rotacién por la recta de accion del vector, perpendicular a plano determinado por la fuerzay € punto

centro de momento; e sentido de rotacion por € sentido del vector; y la intensidad de la aceleracion an-
gular del movimiento de rotacion es proporcional al médulo del vector.

Si expresamosla”F ( X, Y, Z) y € vector posicién OA (X, y, Z) por sus ecuaciones vectoriales y toman-
do & punto O (centro de momentos) como origen de coordenadas tendremos. (fig. 2.5)

El momento respecto a0 valdra

F=X'i+Y'j+Z'k
OA=Xi+yj+zk
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X
X

Xy
XY

N N XI
I

< < —u

Llamando My; My; Mg las componentes rectangul ares de M_o seré
M_O: Mx\i + MY\j + Mz\k

y desarrollando los menores complementarios resulta

My=yZ-2zY
My=zX-xZ
Mz=xY-yX

expresiones que nos dan € valor de las componentes x, y, z del momento de una fuerza " F respecto a un
punto 0 en funcién de las coordenadas del punto de aplicacion de la fuerza 'y de las componentes rectan-
gulares de ésta.

Si @ centro de momentos B, no coincide con € origen de coordenadas (fig. 2.6), ser&
"Mg=BA L'F
BA = (Xa -Xg) i + (Yays) ' + (2a-28) K
en donde las primeras coordenadas corresponden al extremo del vector posicion (punto de aplicacion de

lafuerza F, y las segundas al punto respecto al cual tomamos momento. Estas componentes seran las que
debemos introducir en & determinante representativo del producto vectorial .-
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2.3.- MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN EJE.-

Sea (fig. 2.7), “HX,Y,Z] unafuerza, A(X,y,z) un punto de
su recta de accién y, Oe un ge pasante por € punto fijo O
cuyo versor es " e . Se define como momento de la fuerza
respecto al gje Oe a la proyeccion, sobre dicho ge, dd
vector momento de la fuerza respecto a un punto dd ge

Moe= Mg COS Qe = M_o X'e

La dltima igualdad indica que a momento de la fuerza
respecto a ge también podemos definirlo como € pro-
ducto escalar dd momento de la fuerza respecto a un

punto del e, M_0 , por € versor del g€’ e

En funcidn de las coordenadas rectangul ares se tiene:

X y z
Moe = M, x e=OA L'Fx'e=| X Y Z
€y

e e

x
N

Es evidente que se trata de una magnitud escalar cuya intensidad es de igual dimension que € momento
respecto a un punto, (Fuerza x longitud ). S e ge, Be, tuvieseigual versor que Oe pero no pasase por O,
0 sea que fuesen paralelos seré

Mge="Mgx'e= BA L'Fx e

Donde las componentes ddl vector posicion, BA, quedan dadas por la diferencia entre las coordenadas
del extremo, A, menoslasdd origen, B.

Generalmente para designar al momento de una fuerza respecto a un ge utilizaremos como subindice la
letra correspondiente aladireccion del ge, Me, My, My, ..., dgando a un lado la indicacion del punto del
ge. Recurriremos a esto solo cuando haya posibilidad de confusion, o que por cualquier circunstancia se
requiera establecer los centros de momento, Mge, Mg, pOr No pertenecer O y B a un mismo ge, sino a
gesparaleos.

La expresion que hemos dado del momento de una fuerza respecto a un ge es de caracter matemético y
no nos da € significado fisico de esa magnitud. Para observarlo consideremos (fig. 2.8) un plano p pa
sante por A, punto de aplicacion de " F, y perpendicular al gje Og, p cortaal geen € punto Q.-

Descompongamos la fuerza' F en dos componentes tales que unade dlas,”F, , sea paraddaa ge Oey la
otra,” F, , esté contenidaen € plano p.

F="R+ R
Por otra parte; OA =0Q+QA
El momento de’ F respecto al gevale
Me = M_ox‘e: OA L‘Fx‘e:(O_Q+@)L R+ R)Xxe

Operando:
M. = OQL El x'e+OQ L 'Fxe+ QAL 'F,xe+QA L FXxe
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Recordando € parrafo final de 2.1, € triple producto
escalar es nulo cuando dos cuaesguiera de los facto-
res son vectores paralelos, por lo tanto los tres prime-
ros términos del segundo miembro de la igualdad
anterior son nulos. Queda entonces:

Me=QA L'Fxe = ‘Q_A‘ F,en o cos ge = Fd

En donde“d” esladistanciaortogonal deQ a’'F,
ycosge=1lporses [ QAL F,] paraeoae.

Una primera conclusion a que nos lleva esta expre-
sion es que sdlo produce momento respecto al ge Oe
la componente’ F, contenida en € plano p perpen-
dicular al ge, la componente’ F; paralela al ge no
produce momento respecto al mismo.” F, hace rotar
el cuerpo arededor del ge fijo, en cambio F; tiende
atradadarlo a lo largo dd mismo. Esto nos permite
interpretar € efecto fisico dd momento de una fuerza
respecto a un ge ya que, por laley fundamental dela
mecanica aplicada a |os movimientos de rotacion, Fig‘ c.8

mismo es proporcional a la intensidad de la acelera-

cién angular de la rotacion que la fuerzaimprime a cuerpo alrededor ddl ge.- En caso de exigtir disposi-
tivos que impidan la rotacion, el momento estético respecto del ge determinala intensidad de las fuerzas
reactivas que deben oponer dichos dispositivos paraimpedir la rotacion.

De la expresion obtenida:
Me = Fg d

y como segunda conclusién podemos establecer que d momento de una fuerza respecto a un ge es d
producto de la componente F, contenida en un plano perpendicular a ge (o proyeccién de * F sobre dicho
plano) por ladistancia"d" de esa componente al ge, esdecir a punto Q interseccion ddl planop y € ge.

El momento respecto a un ge seranulo cuando F, = 0 6 cuando d = 0; en & primer caso lafuerza ™ F debe
ser nulao paraldaa gey en € segundo debe cortarlo. Concluimos que para que sea hulo é momento de
unafuerzarespecto aun ge, éstey aquélla deben ser coplanares.

Finalmente de
Me=QA L'F, X e= Fpd

establecemos que € momento respecto a un ge serd positivo s los vectores [QA L F,]y e tienen
igual sentido y negativo en caso contrario. Aplicando la regla de la "mano derecha’ 1os vectores mencio-
nados resultan de igual sentido s @ observador ubicado en la rama positiva dd ge Oe ve que la fuerza
tiende a imprimir una rotacion antihoraria alrededor del ge, con lo que d momento respecto a este es
positivo. Con laregla de "mano izquierda' seran en cambio positivos los momentos que originan fuerzas
gue tienden a hacer girar al cuerpo en sentido horario, supuesto e observador en larama positivade ge.

Expresemos ahora el momento de una fuerza respecto a los gjes coordenados x , y, z- Vimos que €
momento de unafuerza' F respecto a un punto O origen delos ges, figura2.5, es.

Mo= OA L'F=My i+ My j+M Kk
donde My, My, Mz son las componentes x, Y, z del vector M_0 , cuyos valores se han obtenido en 2.2.
Para obtener é momento respecto a los ges Ox, Oy, Oz debemos proyectar € vector M_0 sobre dichos

ges, paralo cual hay que multiplicarlo escalarmente por los versores'i,” j,” k de cada uno de los ges; s
ademés recordamos | as expresiones finales del apartado 2.2 tendremos:
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Por otra parte:

2.4.- PAR O CUPLA DE FUERZAS--

2.4.1.- DEFINICION Y REPRESENTACION.-

Moc= M, X'i =My = (yZ - ZY)
Moy = My X j=My = (2X - xZ)
Mo = MoX k=Mz = (XY -yX)

Se observa que € momento de una fuerza’ F
respecto a uno de los gjes de coordenadas Ox, Oy
u Oz es, respectivamente igual a la componente

X,yozdel M., momento de la fuerza respecto
al punto O origen de los gjes.-

Finalmente demostraremos (fig. 2.9), que s tomo
momento respecto a dos puntos cualesquiera del
ge y los proyecto sobre € e obtengo valores
iguales, 1o que significa que e momento de una
fuerza respecto a un eje es independiente del
punto del eje con respecto al cual se toma mo-
mento.- Se sabe que:

Mge = M_o x'e= OALFx ‘e

Mg.="Mgx €= BA L "Fx'e=(BO+0OA) L'Fx'e

MBe:B_O L'Fx e+ O_A L'Fxe=0+ MOe: Me

Cuando dos fuerzas que actlian sobre un mismo cuerpo son de igual intensidad, rectas de accidn paraleas

Fig. 2.10

y sentidos opuestos, constituyen un sistema especial

de fuerzas llamado Par o Cupla. (fig. 2.10)

La suma vectoria de las fuerzas del par es cero por
lo tanto la resultante de una cupla es nula.

Esto constituye una de las caracterigticas de este
sistema de fuerzas; otra consiste en que el momento
del par con respecto a cualquier punto del espacio
es constante.
Efectivamente tomando momento respecto a O:
"M=OA L'F+OBL(-F
"M=(OA -OB) L'F

*M=BA L'F=ABL (-'F)
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Esta expresion se designa momento del par y es un vector perpendicular a plano definido por las rectas
de accidn de las fuerzas del par, de sentido coincidente con € que define la rotacion que tienden aimpri-
mirle a cuerpoy deintensidad:

M=BA.F.seng=Hd
donde “d” esladistancia ortogonal entre las rectas de accion de ambas fuerzas, designada “brazo del par”.

Como la expresion:

no depende del punto que hayamos tomado como centro de momento es evidente que su valor sera €
mismo para cualquier punto del espacio. Ademds sera también € mismo s varian simultaneamente la
intensidad de las fuerzas y las distancias entre ellas, sempre y cuando su producto Fd se mantenga cons-
tante, y que d plano que las contiene se mantenga paralelo a si mismo.

Fody= Fady= M

<
<I
=

Fig. 211

El par o cupla es entonces un sistema de dos fuerzas caracterizado por tener R=0y M =cte.  0; su
efecto consistira en imprimirle al cuerpo sobre @ que esta actuando una ratacion alrededor de un ge per-
pendicular a plano del par, de sentido dado por € sentido del vector™ M y de aceleracion angular propor-
cional asu médulo. S d cuerpo no estuviese libre, la accion del par consistira en tender a imprimirle la
rotacién descripta originando reacciones en los enlaces o vinculos que lo ligan a otro u otros cuerpos.

Se deduce de |0 expuesto que € vector momento de un par constituye un Vector Libre, que lo representa,
y que produce igual efecto sea cual fuese e punto del cuerpo en que se aplique. Al par de fuerzas pode-
mos desplazarlo paralelamente a si mismo en su plano y en d espacio, variando incluso la intensidad, la
direccién y la distancia entre las fuerzas siempre que su producto se mantenga constante. (fig. 2.11)
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2.4.2.- COMPOSICION DE PARES.-

Si se desea sumar dos 0 mas pares que actlan sobre un cuerpo, (fig. 2.12) se los trasada a un mismo
punto, A por gemplo, y selos suma vectorialmente. El vector obtenido representa al par sumay da todas
sus caracteristicas.

Fig. 212

Sea una fuerza’ F aplicada en un punto O del cuerpo rigido; acttia ademas sobre & cuerpo un parM que
puede estar aplicado en cualquier punto del cuerpo, en particular en é mismo donde actta lafuerza’ F: al
conjunto se lo designa sistema fuerza par, (fig. 2.13). En genera M y" F aplicados ambos en O forman
un angulo cualquiera. Pero vamos a considerar en particular, por ser de especial interés, € caso que los
vectores sean normales entre si. Consideremos ademés € plano p pasante por O, perpendicular a M y
que contendraa " F. En € plano p tomamos un punto A situado a la distancia d = M/F de la recta de ac-
cién de' F. En A se aplica un sistema nulo de dos fuerzas opuestas de igual intensidad y direccion que la
fuerza dada. El par formado por la fuerza' F, aplicadaen O, y la-"F, aplicada en A, congtituyen un par
opuesto al par M anulandose entre dlos, restando sdlo lafuerza' F aplicadaen A.

Se concluye que un sistema formado por un par y una fuerza ortogonales entre si, aplicados en un
punto 0, puede ser reducido a una Unica fuerza de igual intensidad, direccion y sentido que la dada y
actuante a una distancia d = M/F del punto de aplicacion dado. El punto A de aplicacion de la fuerza
Unica se ubica, respecto de 0, del lado quetienda aimprimir igual sentido derotacion que d par.

24



%’\ Capitulo 2: Equilibrio del cuerpo rigido libre

Inversamente, cualquier fuerza que actlia sobre un punto A de un cuerpo rigido puede desplazarse a un
punto arbitrario O, s se agrega un par de momento igual al momento de’ F con respecto a O.

Finalmente se dga aclarado que s la fuerza Fy € par M no fuesen ortogonales @ sistema fuerza-par
s0lo puede reducirse a dos fuerzas no coplanares

25.- SISTEMASESPACIALES DE FUERZASNO CONCURRENTES-

2.5.1. REDUCCION DE SISTEMAS ESPACIALES DE FUERZAS.-

Sea un sistema gausso de fuerzas, “F;,” F, y ~ F; aplicadas en los puntos Ay, A,, Az de un cuerpo rigidoy
sea O un determinado punto del mismo tomado como origen de coordenadas.- La secuencia de equival en-
cia de sistemas de fuerzas que se explica a continuacion, se desarrolla en la figura 2.14.-

Seaplicanen O tressistemasnulos (FLy-"F1 ), CRy-F), ( Ry - Fs).- Lafuerza F, actuante en
Ay lafuerza-' F; aplicada en O forman un par de momento:

M 1 :O_A]_ L* Fl
gue las reemplazay cuyo vector representativo sera perpendicular alafuerza™ F; aplicadaen O.-

Resulta asi € sistema fuerza parﬁ 1, F1 aplicado en O. En forma similar se obtienen los sistemas de
fuerzapar M ,,"F,y M 3,” F; de elementos ortogonales y aplicados en O.-

Sumando lastresfuerzas' F;," F, y " F; aplicadasen O:
\R:\F1+\F2+\F3: é. \Fi
gue se designa resultante de reduccién otambién fuerza-suma dd sistema.

Sumando los tres pares aplicadosen O :

MCR) = M1+M2+M3 = é. Mi:é (&. L\Fi)

gue se designa momento resultante o momento-suma del sistema de fuerzas dado respecto a O.-

Se comprende facilmente que R 'y Mg no son en genera perpendiculares entre si.-La reduccion efec-
tuada puede hacerse para cualquier sistema de fuerzas espaciales en su forma mas general. Es decir que
un sistema cualquiera de fuerzas puede siempre ser reducido a un sistema par-fuerza aplicado en un
punto del cuerpo rigido elegido a discrecion.-
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La resultante de reduccion y € momento resultante pueden ser expresados analiticamente en funcién de
sus componentes rectangulares:
TR=XTi+Yj+Zk
M&= MR “i+ MR j+MB "k

En donde M gx se lee. componente x del momento resultante respecto al punto O; en forma smilar se

leen |as otras componentes.- Si las fuerzas del sistema se expresan también en componentes rectangulares
setendran sais ecuaciones escalares: tres ecuaci ones de componentes rectangul ares de fuerzas

X:é. Xi:é. Flcosqix
R=4 F ° |Y=3 Y,=4 Fcosqy,
Z:é. Zi:é. I:iCOSQiZ

y tres ecuaciones de momento donde, por sencillez de nomenclatura, suprimimaos € subindice genérico i,
indicativo de la fuerzay de su punto de aplicacion, ya que es evidente que las sumas se extienden a todas

|as fuerzas que componen € sistema.- En dllas, § My se lee suma de los momentos de todas las fuerzas
del sistema respecto al ge x; deigual modo selee paralos otros ges.-

ME =@ Mx =a (vZ- 2Y)
Mo=Q Mo=Q (OALF) ° M} =§ My =3 (2X- x2)
Mgz:é,MZ:é,(XY'yX)

Las componentes X, Y, Z representan, respectivamente, las sumas de las componentes X , Y;, Z; de las
fuerzas dadas y miden la tendencia del sistema de fuerzas a impartir al cuerpo rigido un movimiento de
tradacion en lasdirecciones x, y 0 z respectivamente.

Similarmente, las componentes Mg, Mg, , Mg, representan las sumas de los momentos de todas las

fuerzas dadas con respecto a los gjes x, y, z respectivamente, y miden la tendencia del sistema a impar-
tir al cuerpo rigido un movimiento de rotacién alrededor delosejesx,y 6z

Si se desea encontrar laintensidad y direccion de' Ry MS , pueden calcularse utilizando sus respectivas
componentes x, y, z mediante las formul as vistas con anterioridad:

R= X2 +Y2+72 Mg=\/M3x2+M3yz+Mgz2
idem para | os cosenos directores de ambos vectores.
Siguiendo igual procedimiento que € explicado para € punto O, reduzcamos, (fig. 2.15), el sistema de
fuerzas respecto a otro punto del cuerpo, Q por jemplo. Laresultante de reduccién seré
‘R="Fi+ R+ FR=3a"F
gue es un vector igual al obtenido para e punto O; sdlo se distingue por € punto de aplicacion. Sellegaria

al mismo resultado s se tomara cualquier otro punto como centro de reduccion, por elo alaresultante de
reduccion selallama“primer invariante o invariante vectorial del sistema de fuerzas’.
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El momento resultante ser&
Mgo=4& Mo= & (QA L'F)

gue es distinto al momento resultante respecto a O ya que cambian los vectores posicion de todas las
fuerzas.

Fig. 215

Operando y recordando que las sumatorias se extienden atodas las fuerzas del sistema, seré
Mo=4& (QOA L'F)=&[(Q0 + OA) L'F]=4 (QO L'F)+4 (OA L'F)
Observando que QO esfactor comdn; y como& F="Ry & (OA L'F)= Mg tenemos

Mo= Q0 L R+ Mo
Esta expresién permite obtener importantes conclusiones, y nos dice que el momento resultante de un
sistemna gausso de fuerzas respecto a un punto Q cualquiera del cuerpo esigual ala suma del momento

resultante respecto a otro punto O del mismo mas el momento de la resultante de reducciéon’ R, aplica-
daen O, respecto a Q.

2.5.2.- INVARIANTE ESCALAR.-

Efectuamos € producto escalar de la resultante de reduccién por € momento resultante respecto a Q:
—R . — . —R, . — . < —R . —R
Rx Mg ="RXx(QO L'R+Mpo)="RxQO L' R+ RXxMo="Rx Mo=I
El resultado obtenido para Q se repetird con cualquier otro punto, o que permite expresar que € producto
escalar de la resultante de reduccion de un sistema de fuerzas por su momento resultante es invariable sea
cual fuese d centro de reduccion que se adoptase. Por eso se lo [lama “segundo invariante o invariante
escalar del sistema de fuerzas'.
Se puede completar esta conclusion desarrollando los productos escal ares:
"R X MS =Rx M?,
R.Mgcosgo=R.Mgcosdgq

en donde qp Y do Son los angulos formados entre ™ R y 1os momentos resultantes MSyMS

M§cosgo=. Mg cosdgq
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Los dos miembros de esta igualdad representan la proyeccion de los vectores momento resultante res-
pecto a Oy Q sobre la direccion de la resultante de reduccién y se deduce que esa proyeccion esigual
para cualquier otro punto que se adoptase como centro de reduccion del sistema de fuerzas.

25.3.- EJE CENTRAL.-

Al variar € centro de reduccion de un determinado sistema de fuerzas, la resultante de reduccion se
mantiene invariable, en cambio € momento resultante varia en intensidad y direccion manteniendo inva-
riable su proyeccion sobre la direccion de aquélla. Se concibe que habra puntos para los cuales coincidira
la direccion de ambos vectores es decir que € angulo g valdra 0° 6 180° : El lugar geométrico de los
puntos para los cuales e momento resultante es de direccidn coincidente con la resultante de reduccion se
[lama “gje central 0 /e de momentos minimos’ del sistema de fuerzas y es una recta coincidente con la
recta de accion de’ R, como seindicaen la (fig. 2.15).

El sistema par-fuerza correspondiente alos puntos del ge central sellama“torsor o tornillo de fuerzas’ y
representa un sistema constituido por una fuerza que tradada a cuerpo segin su direccion y un par (que
act(la en un plano ortogonal a aquélla) que lo hace rotar alrededor de la recta de accion de la fuerza. Se
produce un movimiento helicoidal y se aplica en dinamica en € estudio dd movimiento de un cuerpo
rigido concebido como una sucesi6n de movimientos helicoidal es tangentes.

2.5.4.- TEOREMA DE VARIGNON GENERALIZADO.-

Recordemos que todos los sistemas de fuerzas pueden ser reducidos a un sistema fuerza-par equiva-
lente aplicado en cualquier punto del cuerpo, constituido por la resultante de reduccién (invariante) y
el momento resultante (variable punto a punto). En muchos casos, ésta no es la tltima reduccién posible
siendo factible reducir € sistema a un Unico elemento: un vector momento libre, que es € caso de las
cuplas, 0 una Unica fuerza llamada resultante del sistema. Nuestra finalidad es determinar en que sistemas
esto es posible y que caracteristica comin presentan.

Analicemos la ecuacién obtenidaen 2.5.1:
Mg= Q0 L R+ Mg
Observando siempre la fig. 2.15 vemos que € primer miembro representa e momento resultante dd sis-

tema respecto a Q 0 sea la suma de los momentos de todas las fuerzas del sistema respecto a Q. En €

segundo miembro M g tiene igual significado pero referido 2 O, y @ término QO L R representa e mo-
mento de la resultante de reduccién, aplicada en O, respecto a Q. Si suponemos que € sistema de fuerzas
estal que pueda reducirse a una Unica fuerza y que O sea un punto de dlla, la resultante de reduccién se

transformara en laresultante del sistemay M?, seraigua aO.
Se tiene entonces que;
Méo= QO L'R

0 sea que S un sistema de fuerzas puede reducirse a una Unica fuerza resultante se cumplira que la
suma de los momentos de todas las fuerzas del sistema respecto a un punto cualquiera Q esigual al
momento de la resultante del sistemna respecto a ese mismo punto Q.

Esto congtituye € teorema de Varignon en su forma més general y es vélido para todo sistema de fuerzas
gue pueda reducirse a una Unica fuerza; €los son:

1. Los sistemas de fuerzas concurrentes ya que ni las fuerzas componentes ni la resultante producen

momento respecto a punto de concurrencia O: M?, =0, "Rt 0.-

2. Todos los sistemas para los cuales la resultante es normal a momento resultante (apartado 2.4.3.).
Esta condicion se cumple en los sistemas planos de fuerzas y en los sistemas de fuerzas paralelos, y
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se caracteriza matemaéti camente porque su invariante escalar, | = M 2 X "R=0 yaqued angulo en-
tre Ry M vale 90° y tiene nulo su coseno. Por tener los vectores momentos igual direccion en los
sistemas planos se aplica Varignon escalarmente, en cambio en los sistemas espaciales concu-
rrentesy paralelos debe aplicarse vectorialmente.

2.5.5.- EQUILIBRIO DE SISTEMAS ESPACIALES DE FUERZAS. -

Se ha visto que cualquier sistema de fuerzas puede ser sustituido por otro sistema equivalente constituido
por unafuerzay un par tales que:

R=3 F
Mo =& "Mo=4 (OA L F)

Se ha visto ademés que por € tercer principio de la Estética, para que un punto material o particula se
encuentre en reposo bajo la accidn de un sistema de fuerzas es necesario que la resultante de las mismas
sea nula. Decir que la particula esta en reposo significa que las trasaciones que podria experimentar en
las direcciones de los tres ges X,y,z son nulas. Para que € cuerpo rigido esté en reposo, no es suficiente
gue sean nulas las tradaciones seglin X, Yy, z, pues existe la posibilidad de que € cuerpo gire alrededor de
es0s ges. Para que esto no suceda tendra que ser nulo € momento resultante del sistema de fuerzas res-
pecto de cualquier punto del plano.

Por lo tanto la condicion requerida para que un cuerpo rigido libre esté en reposo, consiste en que €l
sistema de fuerzas que sobre é actlia se reduzca a un sistema fuerza-par nulo respecto a cualquier
punto del espacio. Decir que & cuerpo se encuentra en reposo bajo un determinado sistema de fuerzas
significa que éste esta en equilibrio.

La condicion formulada se expresa vectorialmente con |as sigui entes ecuaciones:

R=4 F=0 1)
Mo =& M, =0
0 por seis ecuaciones escalares.
X=aX;=0 axi=0
Y=4Y;=0 ay;=o0
Z=4a27z-=0 . az=0
R .. 0 simplemente .
Mg, =a "My=0 a My=0 (2
Mg, =4 "My=0 4 My=0
MR =8 M,=0 4 M,;=0

Estas ecuaciones expresan que para que un sistema de fuerzas espaciales cualesquiera se encuentre en
equilibrio es condicion necesaria y suficiente que las sumas de las proyecciones de todas las fuerzas
sobre los tres gjes Ox, Oy, Oz sean nulas, y que las sumas de los momentos de todas las fuerzas con
respecto a esos mismos tres gjes sean también nulas.

En las ( 2) se pueden sustituir las tres condiciones de suma de componentes de fuerzas por tres condicio-
nes de momentos respecto a otros tres ges u, v, w

(3)
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El cumplimiento de estas sai's ecuaciones alternativas es condicion necesaria de equilibrio pero, para ser
suficiente debe verificarse geométricamente que no existe recta alguna que intercepte a los sais ges. S
existiese una recta que interceptase a x-y-z-u-v-w e sistema de fuerzas puede ser tal que admita una re-
sultante segln la direccion de esa recta. En este caso las seis ecuaciones de nulidad de momento ( 3 )
estarian satisfechas, pero podria existir unaresultante, "R ! 0, y € sistemano serianulo.-

En muchos problemas resulta conveniente plantear las condiciones de equilibrio del cuerpo rigido en
forma vectorial a partir directamente delas ( 1), donde expresamos las fuerzas " F y los vectores posicion

OA por medio de sus componentes rectangulares y de |os versores de 10s ges de coordenadas. En segui-
da efectuamos | os productos vectoriales, ya sea directamente o por determinantes. Escribimos entonces:

\R:é \F:é (Xi\i+Yi\j+Zi\k) =0
Mo=4 (OA L'F)=&[(xi+yj+2z K L X0+ j+Z K]
ohien
i
Mo =& (OA L'F)=4&

< < —
N N X
1
o

X
X

Igualando a cero los coeficientes de los versores'i, j, k en cada una de las dos ecuaciones anteriores
obtenemos las sai's ecuaci ones escal ares buscadas.

2.5.6.- DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN EL ESPACIO.-

Los principales problemas posibles y determinados que se presentan son:

1°.- Descomposicion de una fuerza F en tres componentes con rectas de accion dadas, que se
cortan en un punto de’ F. Este problema fue tratado en € apartado 1.6.-

2°.- Descomposicion de una fuerza F en seis componentes con rectas de accion dadas, que
cumplen la condicion de no ser interceptadas por una misma recta. Este tema sera tratado para la

determinacion de reacciones en e espacio: se determinaran las seis equilibrantes de una fuerzaen €
espacio que, como se sabe, se diferencian de las componentes sbloen € signo.

2.6.- SSISTEMASESPACIALES DE FUERZAS PARALELAS.--
2.6.1.- REDUCCION DE SISTEMAS DE FUERZAS PARALELAS.-

Sea (fig. 2.16), un sistema espacia de fuerzas cuyas rectas de accion son paralélas a una determinada
direccién, € e O, en nuestro caso. Tanto las componentes X como las componentes z de estas fuerzas
serén nulas; seran nulos también sus momentas respecto a dicho ge ya que son coplanares con €.

Por |o tanto las ecuaciones de reduccion expresadas en 2.5.1. quedan de la siguiente forma:

X=3X;=0
ﬁzé'_: ° Y:é.Yi:é.Fi
Z=32 =0
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Mg, =& My=4 (yZ-2Y)=-4 zF

Mo=&OA L'F Mg, =0
Mg, =& M, =4 (XY -yX) =& xF
MF3
F F
Al y A 2 y y

| As
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Fig 216
Quedan sdlo tres ecuaciones escalares,
R=&F
ngzé Mx
Mgz_é MZ

Estas ecuaciones expresan que:

1)- Laintensidady el sentido dela resultante del sistema quedan dados por la suma de las intensida-
des de todas las fuerzas del sistema.

2)- Lacomponente “ X" del momento resultante respecto al origen O es la suma de los momentos de
todas las fuerzas respecto al gje O, perpendicular a ellas.

3)- Lacomponente “Z’ del momento resultante respecto al origen O es la suma de los momentos de
todas las fuerzas respecto al gje O, perpendicular a ellas.

La primera de estas ecuaciones determina la intensidad y sentido de la resultante del sistema cuya direc-
cién es la de las fuerzas congtitutivas. Las dos ecuaciones restantes permiten calcular las coordenadas xy
, Zv del punto N de interseccién de su recta de accion con € plano xz.- La posicion graficada para este
punto en lafigura 2.16 es supuesta: queda sujeta ala verificacion que se vera mas abajo.-

Recordemos que por ser "R M 2 € sstema de fuerzas paralelas puede reducirse a una Unica fuerza, la
resultante del sistema.- Es aplicable € teorema de Varignon y, dado que |os vectores momento de las “i”

fuerzas del sistema no son colineales, debemos plantearlo en forma vectorial de donde surgiran las ecua-
ciones escalares de aplicacion.

Mo=ON L'R
poniendo’ Ry M?, en funcion de sus componentes rectangulares:
Mg i +Mg, "k=(xyi+2zvk) L Rj

MSX\i + Mgzxk = XN R\k'ZN Ri
para que se cumpla esta igual dad debe ser:
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+ - MR = 8 Mx=-zy R \ zN:-""'F\:'X )
+- MR =&Mz= xy R \ xN:""L\:IZ )

Estas expresiones se cumplen s se adoptan como positivos |os momentos antihorarios; s se adoptase
la convencion +¢, (momentos horarios positivos) valen esas expresiones con |os signos cambiados.

Las ecuaciones obtenidas, & Mx =-zyR y & Mz =xy R, expresan escalarmente & teorema de Va-
rignon para sistemas espaciales de fuerzas paralelas y establecen que el momento de todas las fuerzas del
sstema respecto a los gjes “ Ox” y “OZ’ son respectivamente iguales al momento de la resultante res-
pecto a cada uno de ellos.- Aplicando esto verifiquemos, en forma directa y objetiva, s en la fig. 2.16
(primero y Ultimo gréficos) € sentido supuesto para’ R y la posicion asignada a punto de aplicacion N
(con xy > 0y zy < 0) son correctos.

Evidentemente siendo todas las fuerzas de sentido positivo, € sentido supuesto a la resultante también es
positivo. De igual manera, si nos ubicamos en & extremo positivo del ge z, d momento de’ R es antihora-
rio como la suma de los momentos de las fuerzas' F2 y Fs 1o que nos indica que la abscisa xy , supuesta
positiva es correcta.- En cambio ubicandose € observador en e extremo positivo ddl ge x se observa que
el momento de’' R es antihorario no coincidiendo con la suma de los momentos horarios de las fuerzas

|_:1 yl_:z -

Esto nos dice que s bien € sentido de” R ha sido supuesto correctamente, la ordenada zy de su punto de
aplicacién no puede ser negativa (atrés del plano xy) pues N se ubicaen € primer octantecon  zy> O.-

Alternativamente se puede reducir el sistema en forma directa: de la expresén R = &F; se obtiene R
en intensidad, direccion y sentido.- Luego, aplicando €l teorema de Varignon, se iguala e momento de
la resultante respecto al ge “X” y al ge*Z’ con la suma de los momentos de todas las fuerzas del
sistema respecto a esos mismos gjes, 'y se obtiene la posicion de uno de sus puntos, N.- Efectivamente;

+¢ ZwR=SM,= FLzz+F,2>0 \ zy= a?MX>O
2 M
+¢  XNR=SM,= -FpXo—FsXxs<0 \  xy=- 3250

(Ladiferenciade signo con las (1) y (2) se debe a cambio de convencion: |os resultados no varian).-

2.6.2.- EQUILIBRIO DE SISTEMAS DE FUERZAS PARALELAS.--

Si a sistema de ecuaciones de reduccion que hemos establecido en 2.6.1. le imponemos la condicion
general de equilibrio:

resulta necesario y suficiente para que un sistema espacial de fuerzas paralelas se encuentre en equilibrio
gue se cumpla que

R=4& F=0 aF=0
Mg =& Mx=0 0 sucintamente aMx=0
MR =& Mz=0 & Mz=0
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2.6.3. - DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN TRES PARALELAS.--

Seg, (fig. 2.17), unafuerza’ R paraldaal ge"“y” ; queremos descomponerlaen tresfuerzas "F, , F,, F3
cuyas rectas de accion no son coplanares, pero lastres son paradasalade R.-

Sean N (X, Yn, 2n ), A (X1, Y1,21) , A2( %2, Y2,22) YAs (X3, Y3, Z3) puntos de las rectas de accion
delaresultante y de las tres componentes. Las tres ecuaciones de reduccion obtenidasen 2.6.1. :

nos permiten resolver & problema. A tal efecto las desarrolla-
mos aplicando € teorema de Varignon suponiendo positivos 1os
sentidos de las fuerzas, los puntos indicados ubicados en €
primer octante y adoptando como positivos los momentaos anti-
horarios:.

+ R=F +F, +F
t_- - ZNR =- ZlFl -2 Fg- Z3 F3 ******
- XnNR = Xy Fit X Fot X3 F3

- 2 Fig 217

gue nos brinda un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, F; , F, , F; que nos da la solucion Unica
dd problema.

En caso de que € sentido de laresultante o las coordenadas de |os puntos de aplicacién de las incognitas
no coincidieran con & sentido u octante supuestos, 10s signos correspondientes deben introducirse en las
ecuaciones anteriores. S los resultados son positivos los sentidos asignados a las incdgnitas son correc-
tas, debiendo cambiarse en caso contrario. Evidentemente, s tenemaos confusion en la memorizacion de
las ecuaciones escalares de reduccion, € problema se puede resolver directamente tomando la resultante
con su verdadero sentido; con sentidas supuestas las incognitas, y los puntos de aplicacién de éstas en su
posicién en € espacio. Aplicando Varignon, ubicandonos en los extremos positivos de los ges Ox 'y Oz
para la toma de momentas, y utilizando la primer ecuacion R = F; + F, + 3, tendremos |as tres ecuacio-
nes que nos resuelven & problema.

2.7.- SSISTEMASPLANOSDE FUERZASNO CONCURRENTES.--

En muchas obras de ingenieria se utilizan estructuras cuyos largo y ancho son mucho mayor que € espe-
sor y que frecuentemente poseen un plano de simetria paralelo al largo y ancho, ubicado a mitad del espe-
sor. Las fuerzas o cargas a que se hayan sometidas, estén distribuidas simétricamente respecto a dicho
plano, de forma tal que la resultante de cada par de fuerzas smétricas a uno y otro lado del mismo
actGian en él. Armaduras, vigas, porticos, arcos, €etc., son gemplos de este tipo de estructuras.

Para € estudio de la estética a estas estructuras se las considera rigidas, se las designa con € nombre de
CHAPAS RIGIDAS y se las define como un conjunto o sistemas de particulas rigidamente unidas
entre si ubicadas en un mismo plano, de forma indefinida ya que representan simbolicamente a diver-
sos tipos de estructuras planas, y sometidas Unicamente a fuerzas que actGan en su plano. Tomaremos
los ges x ey coplanares con lachapay € gez perpendicular adla.
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Sea S una chapa sometida a una fuerza' F de las caracteristicas expresadas (fig. 2.18), aplicada en un
punto A y tomemos en O d arigen de coordenadas. La fuerza' F poseera sdlo las componentes X e Y ya
que Z = 0 ; las coordenadas de A serdn x ey pues z = 0. El vector posicion OA sera también coplanar y
sus componentes quedan dadas por las coordenadas del punto A.

El momento de la fuerza ™ F respecto al punto O ser&

M, =OA L'F
de intensidad
Mo=0OA.Fseng=F.d

y de direccion perpendicular a plano xy. Es decir que la
recta de accion del vector M, sera d gje z que intercepta a
la chapa en @ centro de momento O en este caso.- Cud-
quier otra fuerza actuante tendrd por momento con respecto
a O un vector deigual recta de accion, y sdlo serd necesario
establecer su intensidad y sentido para que esté perfecta-
mente determinado.

Por dlo, cuando se trata de sistemas planos de fuerzas los
momentos de las fuerzas quedan determinados indicando €
centro de momento, la intensidad y € sentido. Esto se ob-
Fig. 2.18 tiene expresando la intensidad Mo y un arco de circunfe-
rencia de centro en O orientado en € sentido de la rotacion

gue lafuerzatiende aimprimir ala chapa alrededor de O.

En funcion de las componentes rectangulares de la fuerzay del vector posicién, d momento seré:

—_— X
M, = OA L F= Y

“k={xY -yX}k
X vy {xY-yX}

< < —
o O X

X
X

Mo=Mz =xY -y X

Como para todas las fuerzas sus momentos son vectores paraleos, la suma vectorial tiene por médulo un
valor igual ala suma escalar de los mddulos de los vectores sumando. Se concluye que al trabajar con
sistemas planos de fuerzas es posible y conveniente operar con valores escalares.

De acuerdo a la terna de ges adoptados y a la regla de la mano derecha resulta positivo e momento de
las fuerzas que tienden a producir rotacion antihoraria y negativo para una rotacion horaria.-S hubiera
que precisar d sentido del vector momento recuérdese que para esta convencion la rotacion antihoraria
define € sentido de un vector que sale del plano del papel hacia el ojo del observador.

Frecuentemente se opera tomando como positivo € correspondiente a rotacion horaria, regla de la mano
izquierda. Para evitar confusion adoptaremos la practica de indicar con los simbolos

+ - 0 +¢

la convencion que se aplica. Estaindicacion se coloca a laizquierda de la operacién que se practica.-

2.7.1.- REDUCCION DE SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS.-

Si se reduce un sistema plano de fuerzas que actlia sobre una chapa (fig.2.19), al origen O delosgesx e
y partiendo de las ecuaciones generales dereduccion, setiene

X =4 X
"R=QF=Xi+Y’j Y=3Yv,
Z=42 =0
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o

MSX =& M! =0 por ser coplanaresfuerzasy gje

—R — - —R _
Mo =3 OAILFi =Ma con M§y =& M| = 0 por ser coplanaresfuerzasy ge

ME, =& M) = & (XY -yX)

z

%

Fig. 2.19

El sistema queda entonces expresado por tres ecuaciones escalares

Nos dicen que:
Las componentes X e Y de la resultante de reduccién de un sistema plano de fuerzas son iguales a
las sumas de las componentes rectangulares respectivas X; eY; detodaslas fuerzasdel sstema.-
El momento resultante respecto a un punto cualquiera del plano de ese sistema de fuerzas esigual
alasumadelosmomentosdelas” i “ fuerzasdel sistema respecto al mismo centro de reduccion.-

N —R iy . .
Perocomo "R” Mo, lareduccién enunciada no es la ultima que puede efectuarse ya que sabemos que
en estos casos se puede llegar a una Resultante Unica S se determina la posicion de la recta de accion

o

paralacua M ﬁ =a M 'N = 0. Paradlo s aplicamosen N un ssemanulo,” Ry (- R) a una distancia
d= Mg/ R, setendra € par formado por' R (aplicada en O) y - "R (aplicada en N) que se anula con
M &, quedando slo’ R aplicadaen N.

Considerando que la resultante’ R est4 aplicada en N (punto genérico de coordenadas Xy € yn), sustitu-
yéndola por sus componentes' X €'Y setoman momentos con respecto a O; por Varignon se obtiene;

+ - XvY -y X =8 My=& (x Y-y X)

que es la ecuacion de la recta de accion de la resultante. Se determinan dos puntos de la misma s se
dan dos valores cualesquiera a Xy y se calculan las yy correspondientes.

Muy simple resulta también determinar las coordenadas en el origen de esta recta de accién.- Calcula-
mos con |as expresiones anteriores X, Y, & M '0 . con las dos primeras se calcula R y q faltando solamente
determinar la posicion de su recta de accion.- Sean H y K las intersecciones de los ges “x” e “y” con la
recta de accion de la resultante, fig. 2-19; asignamos signo a la abscisa de H (xy) y a la ordenada de K
(yx) 1o que implica ubicar la recta de accion de la resultante.- Situamos las componentes X e Y de' R
primero en Hy luego en K, figura 2.20, y aplicamos Varignon en ambas posiciones. Como se conoce en
valor ysigno& M, lossignos resultantes de xy, e yx nos dirén si los asignados son correctos o erréneos.

R . o Mi
+ - Xy Y =4 |\/|'0 \ XH:a—O
Y
R . o Mi
+ - yk X=4 M| \ yK:aYO
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fig. 2.20
2.7.2.- EQUILIBRIO DE SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS.-

Un sistema plano de fuerzas puede siempre reducirse a un sistema fuerza-par con respecto a cualquier
punto del plano, en particular a origen O de coordenadas. Al variar € centro de reduccién o sea € punto
en gque se aplica e sistema fuerza-par, la equivalencia con € sistema de fuerzas dado requiere que la fuer-
za se mantenga constante y que e par varie de punto a punto.

Para que la chapa sobre la que actlian las fuerzas se mantengan en reposo es necesario y suficiente que
sistema fuerza-par equival ente sea nulo independientemente del centro de reduccién que se considere. Las
ecuaciones generales de equilibrio.

‘R=8 F =0 Mo=4& Mo=0

Se expresan escalarmente para |os sistemas planos por tres ecuaciones, de acuerdo alovistoen 2.7.1. .

X=8X=0 & X =0
Y=aY;=0 0 simplemente ay, =0
MR =8aM,=8Fd=0 a4 My=0

que establecen como condicion necesaria y suficiente de equilibrio que sean respectivamente nulas las
sumas de las componentes o proyecciones de todas las
fuerzas sobrelosges "x" e"y", como asi también la suma
de sus momentos respecto a cualquier punto del plano.

Para el esquema delafigura 2.21 las condiciones de equili-
brio seran:

Do o
I
o oo

Xi
Y

A

Qo

Sistema de tres ecuaciones gque permite determinar tres in-
/ — | = cognitas cualesquiera que pudiesen exigtir en d sistema de

i 6 fuerzas. Estas incognitas son generalmente las intensidades
‘ y/o direcciones de las fuerzas reactivas que se expresan me-
F i g. c.c1 diante sus componentes x ey.

Se puede plantear la nulidad de la suma de momentos con respecto a otro punto del plano: & M iB =0.

Pero no es una ecuacion independiente ya que no expresa una condicion de equilibrio ditinta a la estable-
cidapor lanulidad del sistema fuerza par para cualquier punto de la chapa donde actuase.

Esta expresion, & M iB =0, no permite resolver una cuarta incdgnita sino que constituye una ecuacion de
cumplimiento necesario y que podemos utilizar como alternativa para verificacion de las operaciones de
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calculo: con tres de las cuatro ecuaciones planteadas determinamos los valores de las incognitas y con la
cuarta verificamos los resultados. Es conveniente la sustitucién de condiciones de suma de componentes
por suma de momentas por cuanto permiten € planteo de ecuaciones tales que, digiendo adecuadamente
e centro de momentos, presentan una sola incognita que se despgia en forma inmediata.-

El cumplimiento del sistema[& X;=0 ; & Y;=0,; & M, =0] escondicién necesaria y suficiente
de equilibrio.-

En cambio el cumplimiento del sistema[& X;=0; a4 M), =0; & My =0] escondicién necesaria pero
no suficiente ya que podria existir una resultante R* 0 pasante por A y por B, en cuyo caso, s los
puntos A y B son tales que la direccion por €llos determinada fuese perpendicular al e de proyeccion, se
cumpliria la nulidad del sistema de ecuaciones al ser nula la proyeccion de esa resultante sobre € ge
"x", y nulos los momentos respecto a los puntos A y B.- Por lo tanto los centros de momentos A y B
deben seleccionarse evitando que la recta por ellos determinada sea normal al eje de proyeccion.-

Otro grupo alternativo de ecuacioneses. [ & M,=0; & M5=0 ; & ML =0] siempre que los pun-

tos A, By C no estén alineados. Si lo estuviesen podria existir una resultante’ R distinta de cero que pasa-
ra por los tres puntos la cual cumpliria las ecuaciones de equilibrio, sin que € sistema lo estuviese.- Por
ello se puede sugtituir las dos condiciones de suma de componentes por suma de momentos respecto a
otros puntos si los centros de momentos A, B y C adoptados no estan situados sobre una recta.-

2.7.3.- CASOS PARTICULARES DE EQUILIBRIO EN EL PLANO.-

Es conveniente analizar particularmente las condiciones de equilibrio de sistemas de dos y tres fuerzas
pues se obtienen caracteristicas de los mismos que resultan de utilidad en muchas aplicaciones.

Se vio que para que dos fuerzas estuviesen en equilibrio era necesario que fuesen opuestas, es decir de
igual intensidad, recta de accién coincidente y sentidos contrarios. Verifiqguemos estas caracteristicas
aplicando las ecuaciones de equilibrio. —

Sea una chapa, fig. 2.22 sobre la que actdian solo dos fuerzas' F;
y'F, aplicadas en los puntos A y B de la chapa. Para que se
cumpla la ecuacion & M, = O la recta de accion de' F, debe
pasar por A, y como esta aplicada en B coincidira con la recta
AB.

Si se plantea la ecuacion & Mg = 0 se concluye que la recta de
accion de' F; también es coincidente con AB y consecuente-
mentecon " F,

Finalmente haciendo coincidir AB con € €e x a aplicar la
ecuacion a X; se deduce que las intensidades son iguales y los
sentidos contrarios.

El otro caso es aquél de una chapa sometida a la accidn de tres
fuerzas o, de manera general, una chapa rigida sometida a la
accion de fuerzas que actlian solo en tres puntos, fig. 2.23

Tig. 2.23

Consideramos la chapa rigida sometida a un sistema de fuerzas que puede reducirse atresfuerzas " Fy,” F,
y" F; actuando respectivamente en los puntos A, B y C. Se demostrara que s la chapa se encuentra en
equilibrio, lasrectas de accion de las tres fuerzas deben concurrir o ser paralelas.

Como la chapa esta en equilibrio la suma de los momentos de * F," F, y' F; respecto a cualquier punto
debe sar cero.- Si se toma momentos respecto a D interseccion dedos de dlas,” F, y' F, en este caso, para

que secumplaque aMp =0 larectade accion de * F; también debe pasar por D.-
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Si lasfuerzas F, y' F, fuesen paraldas seinterceptarian en € punto impropio de esa direccion, por € que
también pasard " F; : ssraparaldaa” Fy Fo.

2.8.- REDUCCION Y EQUILIBRIO GRAFICOS DE SISTEMASPLANOS DE FUERZAS -

2.8.1.- POLIGONO DE RESULTANTES SUCESIVAS.-

Seq, fig. 2.24, € sistema plano
de fuerzas Fi," F,, F3, F4 que
actan en los puntos A;, A,,
Az, A4, de una chaparigida. Se
construye € poligono de fuer-
zas en € orden indicado de
izquierda a derecha a partir de
un punto O cuaquiera de
plano de las fuerzas: uniendo €
origen de la primera fuerza con
‘ el extremo de la Ultima se ob-

Fig. c2.c4 tiene un vector representativo
de laresultante del sistema. S unimos O con € extremo de cada una de | as fuerzas obtenemos |os rayos
1, 2, 3, 4 que, respectivamente, congtituyen los valores representativos de las resultantes parciales si-
guientes:

h Rl =" Fl
"Rix=Fi+ R
h R1_3 = Fl + FZ + F3
R1_4 = Fl + F2 + F3 + F4

Se observa que cada uno de estos lados constituyen e vector representativo de la resultante de | as fuerzas
Situadas a su izquierda, es decir de las resultantes sucesivas de las fuerzas del sistema consideradas de
izquierda a derecha. Sabemos que en las intersecciones de

"F1 con'F,, puntoA, estdaplicada” Ry,

"Ry, con F3, puntoB, estaaplicada” Ry

"Ryzcon’'F,, puntoC, estaaplicada™ Ry 4

El poligono formado por las rectas de accion de estas resultantes parciales designadas I-11-111-1V, sellama
poligono de resultantes sucesivas. Toda esta construccion debe efectuarse tomando longitudes y fuerzas a
escala.

No siempre se puede construir € poligono de resultantes sucesivas ya que los puntos A, B, C frecuente-
mente no caen dentro delos limites del dibujo. Por esto, su uso selimita en la préactica ala determinacion
gréficade laresultante de | os esfuerzos internos de arcos sometidos a ciertos sistemas de fuerzas.-

2.8.2..- POLIGONO FUNICULAR: REDUCCION Y EQUILIBRIO.-

Representemos, fig. 2.25, laposicion delasfuerzas*F; ,'F, ;" F3,” F4 de un sistema plano actuante sobre
una chapa en una cierta escala de longitudes, am Sabemos que por tratarse de un sistema plano puede
cm

reducirse a una Unica fuerza resultante y hemos visto como se hace esta reduccion por proceso analitico:
nuestro problema ahora es hacerlo gréaficamente en € supuesto de que no sea aplicable e méodo indica-
do en @ apartado anterior.
. . b.k .
Construimos € poligono de fuerzas en escala 249 , adoptamos un punto 0 cualquiera del plano lla-
cm

mado polo y lo unimos con € origen, con € extremo y con cada uno de los vértices intermedios del pali-
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gono de fuerzas quedando determinados los rayos polares 1, 2, 3, 4 y 5. Uniendo € origen de F; con €
extremo de F, tenemos € vector” R que representa la resultante en intensidad, direccién y sentido, faltan-
do sblo determinar su posicion sobre la chapa.

Para €llo, por un punto A; de la recta de accion de F, trazamos larectao lado | paraldloa rayo 1; a
continuacién y por  mismo punto A; setrazad lado || paraldo a rayo 2 hasta cortar en A, a' F,; por
A, setrazad lado |11 paraléo al rayo 3 hastainterceptar en Az a F3 ; se prosigue en Az trazando € lado
IV paraldo al rayo 4 hasta cortar en A, a F4; finalmente por A, setrazad lado V paraldoal rayo 5.

El poligono I-11-111-1V-V construido se llama poligono funicular que recibe su nombre por representar la
configuracion de equilibrio que adquiriria un cable o hilo flexible, inextensible y sin peso bajo la accion
dd sistema de fuerzas dado. El esfuerzo que se originaria en cada lado del funicular estaria medido por €
rayo polar correspondiente.

Si prolongamos € primero y Ultimo lados ddl funicular hasta interceptarse en € punto N se obtiene un
punto de larectade accion de” R.

Efectivamente s en A; descomponemos F; segln las direcciones concurrentes | y 11, sus componentes
quedan determinadas por los rayos polares 1y 2 y lasllamamos " S,y * S,, que ubicamos en pasicion y
sentido sobre @ funicular en | y |1 : podemos sustituir en € sistema de fuerzas dado * F; por sus compo-
nentes" Sy S,.

En igual forma procedemos en A, descomponiendo “F, segin 1l y I11; las componentesseran (- S) Yy S3
que llevamos a funicular y con ellas se sustituye *F, en € sistema de fuerzas.

En forma andloga se procede con las restantes fuerzas, y setendra

"F=TS TS,

FEESHS
BEES)HS
REESHS

S sumamos miembro a miembro estas cuatro igualdades, en € primer miembro tendremos la resultante
"Ry en d segundo se nos anularan las componentes intermedias quedando sdlo la primera’ S, y la Ulti-
ma S

REF+HRARY RS+ S+ S SH S SIS S

‘R='S+'S
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El sistema de fuerzas originales se ha reducido a dos componentes: Necesariamente la resultante del Sis-
tema " R pasara por su punto de interseccién N. En sintesis la resultante queda determinada en intensi-
dad, direccion y sentido por €l poligono de fuerzas, y en posicion por € poligono funicular.

Recalquemos d significado de la expresién que hemos recuadrado renglones mas arriba: se trata de una
igualdad entre tres sistemas de fuerzas que nos establece que € sistema de fuerzas dado, su resultante,
y €l poligono funicular trazado congtituyen sistema de fuerzas equivalentes.

Un poligono de fuerzas como € obtenido, en que € origen de la primer fuerza es un punto distinto del
extremo de la ultima se Ilama poligono de fuerzas abierto y da lugar a una resultante distinta de cero. Si
el origen de la primer fuerza coincidiese con € extremo de la ultima el poligono de fuerzas seria cerrado
y laresultante nula. Veamos como es e poligono funicular correspondiente a un sistema cuyo poligono

ST

Fig. 2.26
de fuerzas es cerrado y determinemos a que se reduce dicho sistema, fig. 2.26.

Se efectlia la construccion del poligono funicular como en € caso anterior, es decir se construye € poli-
gono de fuerzas, se adopta e polo 0y se trazan los rayos polares 1-2-3-4:

Se puede observar que  primeroy € Ultimo son coincidentes.
Por A; setraza d lado | paraldo al rayo 1; luego € lado |1 paraldo a rayo 2 hasta cortar a ™ F, en Ay; s
sigue en A, con € lado Il paralelo a rayo 3 y finalmente por Az el lado IV paralelo a rayo 4: 1os lados

del funicular | y 1V seran paraldos por ser 1y 4 coincidentes.

Si sustituimos las fuerzas del sistema por sus componentes segiin los lados del funicular setiene:

F="5+'S, |
RE(CS)t S
FEES)H S
0= F+ R+ FR="S+ S+-S)H SH-"S)+°S,
0="S+ &

El sistema se hareducido adosfuerzas ™ S; y' S, de direcciones paraldas, intensidades iguales y sentidos
opuestos, 0 sea un par o cupla de fuerzas de momento:
"M=AA; LS
M=S.d

Los lados del funicular | y IV son paralelos y no coincidentes [o que significa que se cortan en € punto
impropio deladireccion del y delV.
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Cuando € primero y Ultimo lado dd funicular se cortan, como en 10s casos vistos, en puntaos propios o
impropios se dice que e funicular es abierto.

Finalmente s d poligono de fuerzas fuese cerrado, (Io que implica resultante nula) y € poligono funicular
también fuese cerrado o sea que su primer y Ultimo lados coinciden (lo que implica par nulo) € sistema
defuerzas esta en equilibrio.

Destacando esto se concluye que las condiciones gréficas de equilibrio de un sistema plano de fuerzas
son:

la.- POLIGONO DE FUERZAS CERRADO para lo cua debe coincidir € origen de la primer fuerza con
e extremo dela Ultima. Significa que la resultante es nula e implica dos condiciones analiticas:

X=4a X;=0 ; Y=4aY;=0

2a.- POLIGONO FUNICULAR CERRADO para lo cual deben coincidir su primero y dltimo lados; repre-
senta la condicion analitica de que d momento resultante sea nulo;

ME =4 My =0

2.8.3.- PROPIEDADES DEL POLIGONO FUNICULAR.-
2.8.3.1.- Primera Propiedad.-

Dado un determinado sistema de fuerzas € poligono funicular que hemos trazado en figura 2.25, puede
modificarse por las siguientes causas. variacion del orden en que se consideren las fuerzas a trazar €
poligono de fuerzas, desplazamiento ddl primer lado al variar la posicion del punto de arranque A1, sobre
larecta de accion de F;; cambio de polo.

Si se altera @ orden de un grupo intermedio de fuerzas, se modifican sdlo los lados ddl funicular com-
prendidos entre esas fuerzas.

S sevaria€ punto de arranque A; se obtendra un nuevo funicular delados paralelos al primitivo.

S secambia d polo, € funicular cambia de forma. Quiere elo decir que € sistema de fuerzas tiene infi-
nitos poligonas funiculares equival entes cuyo primero y Ultimo lados se cortaran en puntos de la recta de
accion de la resultante. Pero como ésta es UNICA se concluye que €l lugar geométrico de los puntos de
interseccion de los lados extremos de los infinitos funiculares equivalentes a un determinado sistema
de fuerzas es una recta coincidente con la recta de accion de la resultante del sistema.

Esto constituye una primera propiedad de los poligonos funiculares.

2.8.3.2.- Poligono Funicular y Poligono de Fuer zas como Figur as Reciprocas.-

Seq, fig. 2.27 un sistema plano de fuerzas “Fy," F,,” F3 ,” F, actuantes sobre una chapa y concurrentes al
punto B. De la manera conocida se construye € poligono de fuerzas, los rayos polares y € poligono
funicular.

A la figura dibujada a la izquierda, formada por e funicular I-1l-111-IV-V y las rectas de accion de
“F1, R, F3, F4 y "R la designamos en forma genérica poligono funicular. A la figura de la derecha
constituida por € poligono defuerzas ™ Fi-" F,-" F3 -" F4- Ry los rayos polares 1-2-3-4-5 lo designaremos
como poligono polar.
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fig. 2.27

Se puede observar que a cualquier triangulo del “ poligono polar” corresponde un haz de tres rayos
paralelos en € “ poligono funicular” y viceversa. Por gemplo al tridngulo de lados 1-F;-2 del “poligono
polar” corresponde € haz de rayos paralelos | - F; - || de centro A; en € “poligono funicular”. Recipro-
camente al triangulo delados F; - Il - F, del “funicular” corresponde en d “polar” un haz F-2-F, de
rayos paralelos a los respectivos lados del triangulo. Esto es extensivo a cualquier triangulo o haz de una
u otrafigura: todos tienen su correspondiente haz o triangulo de lados paralelos en la otra figura.

En € caso de sistemas de fuerzas concurrentes esta reciprocidad alcanza a los poligonaos: a poligono de
fuerzas Fi-"F»-" F3 -  F4-" R dd “polar” corresponde € haz de rayos paralelos Fi- F»- F3 - F4- Ry centro
B en d “funicular”.

Reciprocamente al poligono funicular propiamente dicho I-11-111-1V-V dd “funicular” corresponde € haz
de rayos paraléos 1-2-3-4-5 con centro en el polo O . En otras palabras el poligono funicular y €l poli-
gono de fuerzas son figurasreciprocas en €l caso de que el sistema de fuerzas sea concurrente.

fig. 2.28

S € sistema de fuerzas no es concurrente desaparece € haz de centro B y no hay reciprocidad entre los
poligonos de fuerza y funicular, pero subsiste entre todos los tridngulos o haces de tres rayos que puedan
formarse en € “poligono funicular” o en € “poligono polar”; cada uno tiene su correspondiente haz de
tres rayos paralel os o triangul o también de lados paralelos en € otro.

Esta propiedad es muy Util cuando se construye € funicular alterando € orden de las fuerzas, fig. 2.28, a
trazar € poligono de fuerzas como asi también en aplicaciones que veremaos més adel ante.
2.8.3.3..- Eje Polar .-

Si seconsidera, fig. 2.29, un sistemaplano defuerzas " F," F,,” F; y adoptando como polos |las puntos O
y 0" se construyen los respectivos poligonaos funiculares I-11-I-IV y I-11 -1 -1V",
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Los cuadrangulos completos B1B,A;A;" y C;C,00' por construccion tienen cinco pares de lados parale-
los: se deduce que B; Boesparaldaa00'; esdecir que los primeros y segundos lados de ambos funicul a-
res se cortan sobre una recta paraldla a la recta 00'. Dl mismo modo se demostraria que cualquier otro
par de lados correspondientes se cortan en puntos de la misma recta.

fig. 2.29

Esto constituye otra propiedad del poligono funicular que podemos enunciar asi: Los lados correspon-
dientes ( u homdlogos ) de dos poligonos funiculares de un mismo sistema de fuerzas construidos con
polos 0y 0" distintos, se interceptan en puntos de una recta paralela a la recta de los polos llamada gje
polar o g e de homologia.-

2.8.3.4.- Poligono Funicular pasante por dos Puntos.-

Se ha dicho en 2.8.3.1 que para € trazado de un poligono funicular debemos fijar tres parametros. la
posicion del punto de arranque A; sobre la recta de accion de la primer fuerzay las dos coordenadas del
polo O. No habiendo condicionamientos para alguno de €los, como ser la posiciéon del punto de arranque
o las coordenadas del polo para que d funicular pase por puntos determinados, es posible una triple infi-
nidad de trazados. En cambio s € funicular debe pasar por uno o dos puntos existira un doble o simple
infinidad de trazados, y S debe pasar por tres puntos, sera posible un dnico trazado cuyo polo habra que
determinar. El caso més frecuente de estos condicionamientos se presenta en la determinacion gréfica de
reacciones de vincul os (que oportunamente veremaos) en que uno de los lados del funicular deba pasar por
un punto.

Veamos ahora € trazado de funiculares de un sistema de fuerzas imponiendo la condicidn que determina-
dos lados pasen por dos puntos prefijados del plano. Entre las diversas construcciones que se pueden
efectuar, veamos la siguiente:

fig. 2.30 f

Sea F; ' F, " F; d sstema de fuerzas, fig. 2.30; A y B los puntos por los cuales se desea que pasen los
lados extremos (primero y Ultimo) de los funiculares. Con polo arbitrario 0 se traza un funicular auxiliar
gue permite determinar laresultante dd sistema.
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Dos rectas cualesquiera que se corten en un punto de la recta de accion de’ R pueden considerarse como
lados extremos de un poligono funicular del sistema. En consecuencia trazando por A y B dos rectas
cualesquiera que se corten en H, por gemplo, las mismas seran los lados extremos, I'- 1V, de un poligo-
no funicular del sistema, dado que cumplen la condicidn impuesta.

Trazando, por € origen y extremo del vector representativo de la resultante del poligono de fuerzas, rayos
1" y4 paradosaloslados|’- V', en su interseccion 0’ tendremos € polo del funicular buscado.- Si se
desea se completan los rayos polares 2'- 3' y los lados intermedios I1'- 11" ddl funicular, trazado éste que
no se ha efectuado en € dibujo por razones de claridad de las figuras.

Se traza ahora dos nuevas rectas que cumplen la condicion de cortarse sobre’ R en K, por gemplo, y que
pasen por A y B. Susparaldas 1", por d origende’ R, y 4", por € extremo de’ R, determinan € polo 0”.

Comparando los cuadrangulos CO'DO” y AHBK se observa que por construccion tienen cinco lados
paraleos, por lo tanto los sextos lados 0'0” y AB también seran paraleos.

De lo expresado y teniendo en cuenta que los funiculares que se pueden trazar como d I'lV’ yd I"1V”,
son infinitos, se enuncia esta propiedad de los funiculares de la siguiente manera: € lugar geométrico de
los polos de los infinitos poligonos funiculares de un mismo sistema de fuerzas pasantes por dos puntos
coplanares determinados, es una recta que pasando por el polo de uno cualquiera de ellos, es paralela
a la recta definida por los dos puntos.

2.8.3.5.- Funicular pasantepor TresPuntos.-

Seg, fig. 2.31 un sistema plano de fuerzas “F;," F,," Fs " F4 Y Fs y se necesita trazar € funicular de las
mismas cuyo primer lado pasa por A, € cuarto por B y e sexto por C. Ya se ha dicho que este funicular
es Unico y para determinarlo se procede asi:

Construido € poligono de fuerzas se adopta un polo arbitrario O y se traza d funicular auxiliar I-11-111-
IV-V-VI. Se determinan las resultantes’ Ry 3 ¥ Ry5 de las fuerzas que actan entre Ay ByentreBy C
separadamente.

Se fija un punto cualquiera H de la resultante parcia” R;3y se lo une con A y B; estas rectas I’ y |V’
pueden considerarse como lados extremos de un funicular de " F; -"F, -" F3 que pasa por A y B y cuyo
polo sera d punto O de interseccién de los rayos polares paralel os a los mismos trazados por € origen de
“F1 y @ extremo de " F3, respectivamente, en € poligono de fuerzas.

El lugar geométrico de los polos de los infinitos funiculares de " Fy-" F- " F3 que cumplen la condicion
que sus lados extremos, I’ y IV’, pasan por A y B, seraunarecta 0'0 paraldaa AB trazada por O’

A partir dd punto K de larecta de accion de " Ry.5 se repite € procedimiento y se obtiene un polo 0" de
un funicular de " F, " Fs; cuyos lados extremos, IV” y VI” |, pasan por By C r&pectivamepte; e lugar
geométrico de los polos de los infinitos funiculares pasantes por By C serdlaparada O'’'O aBC traza-
dapor 0"’
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Lainterseccion de las rectas paraldas a AB y BC trazadas por 0 y 0’ respectivamente , sera e polo 0
buscado correspondiente a un funicular de' Fy," F,," Fs " F4 v Fs cuyo primer lado pasa por A, € cuarto
por By € sexto por C.

Obteniendo 0" se trazan los rayos polares y e funicular a partir de punto A; esta construccion no se ha
efectuado por claridad de lafigura
2.8.4.- DETERMINACION DE MOMENTOS POR EL FUNICULAR.-

Utilizando € poligono funicular se puede determinar e momento de una fuerza, o de un sistema de fuer-
Zas, respecto a un punto.-

Sea, fig. 2.32lafuerza”F y @ punto A que ubica a una distancia d (m) de la recta de accion de " F; se
quiere determinar graficamente e momentode " F respecto de A.

Fsc. Fuerzas: ﬁRQ
1 cm

Esc. longitudh %
H 1

cm

Fig. 2.32

Construyamos en escala € vector representativo de " F, adoptamos un polo 0, setrazan los rayos polares
y @ funicular I-1l de lafuerza. Por A setraza una paraldla a la recta de accién de' F y se determinan las
intersecciones B y D con los lados ddl funicular. Llamamos d (cm) € segmento BD.

Ladistancia OJ, del polo alafuerza, se denomina“distanciapolar” y seladesignacon laletra“h”.
Si comparamos los triangulos BND y KOH se observa que tienen sus tres lados paralelos, consecuente-

mente seran semejantesy setiene que:

HK _BD
=2 O
0OJ NC

Pero:
HK = F/ Esc. Fuerzas
OJ=h
NC = d/ Esc. longitudes

BD=d
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Luego sustituyendo en (1):
F/Esc.Fuerzas _ d
h d/ Esc. Longitudes
Ordenando:
Fd=d.h. Esc. Longitudes x Esc. Fuerzas
Pero:
Fd=M

Luego:

M =d(cm). h(cm) xam/lcm xb kg/cm
0 sea

| M (kgm) = d (cm) Esc. Momentos

donde |a escala de momentos queda expresada por:

ha.b (kgm)

Esc. Mom. = h (cm). Esc. Long. X Esc. Fuerza =
cm

Esdecir que el momento de " F respecto de A queda expresado por € producto del segmento d (cm) por
la escala de momentos. El segmento d queda determinado por |as intersecciones de los lados del funi-
cular de la fuerza con la recta paralela a su recta de accién pasante por € punto A.

B 2 - \r :
I 15 ER'YVI
e

U
6
N 1 )

R1—2 dA

R
Fig. 2.33

Dado un sistema plano de fuerzas cualesquiera, se puede utilizar € poligono funicular para determinar su
momento respecto a un punto del plano, fig. 2.33. Se trazan los poligonos de fuerzay funicular del siste-
ma. A continuacion se prolongan € primer y Ultimo lado de éste hasta cortar una recta paraldla alaresul-
tante que pase por € punto respecto a cual se quiere tomar momento. El segmento d, medido en centi-
metros y multiplicado por la escala de momentos nos da € momento de la resultante del sistema de fuer-
zas que, por Varignon, esigual al de éste.
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El mismo funicular nos permite determinar también € momento de un grupo de fuerzas del sistema con
respecto a cualquier punto dd plano. Se ha determinado en lafigura e momento de:

"Riz="Fi+'F
con respecto a punto B. Para ello se ha interceptado con los lados extremos de "Ry, (lados | y 1l1) la

paraldaa " R;, pasante por € centro de momentos B. El segmento d;z en su escala nos da € momento
pedido.

M fj =da . ha. Esc. Fuerzas x Esc. long. = ds (cm) Esc. mom.
M S“ =dg . hg. Esc. Fuerzas x Esc. long. = dg (cm) Esc. mom.

Obsérvese que al ser distintas las distancias polares, ha * hg, la escala de momentos varia segin la direc-
cién de la fuerza cuyo momento se busca.

Si las fuerzas son paralelas la distancia polar “h” es la misma para todas las fuerzas de sistema que se
consideray € procedimiento gréfico indicado al canza su maxima utilidad en las aplicaciones, fig. 2.34.

h.a.b.kgm

Escala de momentos = h. Esc. long. x Esc. fuerzas = p

Momento del sistema respecto de A: ME =d (cm) Esc. Mom.

Momento de " F; respectode A: M 2 = d; (cm) Esc. Mom.

Fig. 2.34

Momento de " F, respectode A: M 2= d, (cm) Esc. Mom.

Momento de " F5 respectode A: M 2 = d; (cm) Esc. Mom.
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2.9.- DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN EL PLANO.-
2.9.1.- DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN DOS.-

En € célculo de las reacciones de los apoyos, que severaen € Capitulo |11, es necesario resolver € pro-
blema de la descomposicién de una fuerza dada en dos fuerzas que le sean equivalentes o que la equili-
bren y que satisfagan ademas determinadas condiciones.

Descomponer una fuerza seglin dos direcciones que se interceptan en un punto que no pertenece alarecta
de accion de la fuerza, es un problema imposible por cuanto ésta Ultima debe ser resultante de las compo-
nentes buscadas y estar aplicada en € punto de interseccién de las mismas.

El problema es posible solo cuando las direcciones de las componentes que se buscan se corten sobre la
fuerza dada.

Este problema se ha tratado en forma analitica y gréfica en € Capitulo |; ahora se lo vera con un planteo
distinto que es como se presenta en la determinacion de reacciones.

Se trata de descomponer (0 equilibrar) una fuerza’R
N segln dos componentes, una de direccién conocida (b), y
otra que pasa por un punto prefijado A fig. 2.35.

Graficamente se procede determinando la intersecciéon N de
/ la direccién (b) con la recta de accion de "R. S llama
dA o mos' F, vy F, alas dos componentes buscadas debe ser:

‘R=F 4R

V§ (o) Eb Ry por @ principio del paraldogramo “F, debe también

concurrir a N; por lo tanto la direccion de " F, quedara
F\Q P 35 determinada por los puntosN y A.

Conocidas lasdireccionesde " F, y' F, se procede construyendo € triangulo de fuerzas que nos brinda en
la escala adoptada | as intensi dades de ambas componentes.

Gl

Frecuentemente e punto N
de interseccion cae fuera de
los limites del dibujo; se
recurre entonces a poligono
funicular, fig. 2.36. Se lleva
en escala un vector repre-
sentativo de’ R; se adopta un
polo 0 y se trazan los rayos
polares 1y 3y loslados | y
C3 [l del funicular teniendo la
precaucion de hacer pasar e
‘ primer lado por A, Unico
F\Q‘ 836 punto conocido de la recta
de accién de F..- Estos dos
lados por congtituir un funicular de” R serén simultaneamente los lados extremos de un funicular de com-
ponentes " F, y' Fp.

Uniendo € punto A con lainterseccion B, de Il con ladireccion (b) dada, se obtiene € lado intermedio 11
del funicular de "F, y F, . Paralelo a lado intermedio Il se hace pasar por O € rayo polar 2. Se traza
luego por C; una paraldlaaladireccion (b) hasta cortar a rayo 2 en C, y se une este punto con C;. Se han
obtenido |as componentes buscadas, ™ F, pasante por A y' F, seglin ladireccion (b).
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Efectivamente en N y de acuerdo a la construcci6n efectuada se tiene:
"R=§+$S;
Pero™ S, y' S; pueden ser descompuestas en A y B respectivamentey setiene:

Si=TRt S
S=(S+ R

Sustituyendo estas dos Ultimas expresiones en la anterior:
‘R="S,+S$=" R+ S-SR =F+ R

Se destacaque s d punto donde debe pasar una de las componentes estd ubicado a la derecha delafuerza
y la direccién de la otra componente a la izquierda, € trazado del funicular se inicia haciendo pasar €
lado 111 por B y luego se determina e punto A como interseccion de | con la direccion (a) conocida.

Este procedimiento es de especial aplicacion s lafuerzay la direccion dada son paralélas, en cuyo caso la
otra componente también sera paraldla a éllas; en otras palabras el problema consiste en descomponer
una fuerza segun dos direcciones paralelas. Se aplica € procedimiento a continuacién en los casos que
lafuerza dada seainterior o exterior alas componentes. en € primero son deigual sentido, y en @ segun-
do de sentidos contrarios, fig. 2.37.

A
1
/\ E -
I N F
_ E - “ o
FQ o 3] FQ _ ‘
Y _ ~
~ | Fb () ; B
() [€)) -
A 1l N oo
I . B I Fa
A
N Fig.2.37

La descomposicion analitica de una fuerza segiin dos direcciones concurrentes ha sido tratada en d Ca-
pitulo].

Se vera a continuacion la descomposicion de una fuerza en dos componentes, una de direccion conocida 'y
la otra pasante por un punto prefijado A. Desig- =
namos F, alaprimeray XaeY, lascomponen-
tes rectangulares de la segunda, fig. 2.38.

Si recordamos las expresiones que permiten redu-
cir un sistema plano de fuerzas.

Fig. 2.38

Se tiene que al desarrollar estas tres ecuaciones, queda planteado un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas que nos resuelve € problema, sobre € que no se insistira ahora por tratarse detenidamente en
el préximo capitulo del programa. Sdlo se dira que frecuentemente conviene sustituir las ecuaciones de
suma de componentes por ecuaciones de suma de momentaos respecto a diversos puntos.
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Por gemplo se tiene que descomponer” R segin dos componentes cuyas rectas de accién (a) y (b) son
paraldasa R, fig. 2.39.

Aplicando Varignon se plantean los momentos de la resultante y de
sus componentes incognitas respecto de A y se despgia Yg; luego se
repite respecto de B y se obtiene Y 4.

(o)

+¢ SMa: R di=VYpg (d+d \ Yg=

< A 1 B(l 2) B d1+d2
7 +¢ SMg:-R dh=-Ya. (di+d) \  Ya= Rd,
Y d; +d,

g, 2.39

2.9.2.- DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN TRES.-

Interesa @ caso en que se dan las tres rectas de accion (1), (2), (3), de las fuerzas incognitas cuya intensi -
dad y sentido se buscan.

(P () El problema esimposible s las tres rectas (1), (2), (3),
(4 Se cortan en un punto no perteneciente a larecta (4) de

la fuerza dada, porque la resultante de las tres fuerzas

debe pasar por su punto de interseccion y no podria
A

Si las cuatro rectas se cortan en un punto € problema

es indeterminado, como sevio en 1.5.-

El problema es posible y determinado en € caso gene-
ral en que las cuatro rectas [(1), (2), (3), (4)] se cortan
R ‘ dos a dos formando un cuadril&ero. Se lo puede resol -
F | 9 | 8 | 4@ ver graficamente, mediante la construccién de CUL-
MANN, o analiticamente por € método RITTER.

Fig. 2.41

Se descompone la fuerza' R en una fuerza que actla, por gemplo, segin la recta (1) y en otra fuerza au-
xiliar' F, que pasa por los puntos de interseccion de las rectas (1) con (4) y de (2) con (3), extremos de
una cualquiera de las diagonales ddl cuadrilatero; después se descompone F, segln las rectas (2) y (3)
obteniéndose las componentes " F, y * Fs.
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Evidentemente:

‘R ="F +F,
y Fa="Fo+ Fs
luego ‘R="F+ R+ F;

METODO DE RITTER, fig. 2.42.-

La suma de los momentos de las tres componentes desconocidas debe ser igual al momento de la fuer-
za R respecto a un punto cualquiera del plano. Adoptando tres puntos no alineados , se estableceria un
sistema de tres ecuaciones que permite determinar las tres incognitas, es decir las intensda-
des Fi," F,,” F3 delas tres componentes.

S se digen, como centro de momento, los puntos A, B y C determinados por las intersecciones de las
rectas de accion de las incognitas, se plantea un sistema de tres ecuaciones con solo una incognita cada
unade elas. Se supone un sentido a cada componentey se aplica Varignon:

Fig. 2.4¢2

. d?.R

+¢ SMa: di.F =-dRR \ F=- 31
A

. df R

+, SMg: - d3.F, =-dj.R \ F,= 32
B
. d? R

+¢ SMc: di.F=-d8.R \ Fi=- ;:3
C

En donde al brazo d, lo leemos: distanciade’ F; a punto A.- Los signos menos para’ F; 'y * Fs significan
que los sentidos supuestos para €las son erroneos y deben ser cambiados.-
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2.10.- FUERZASDISTRIBUIDAS.- REDUCCION.-

2.10.1.- FUERZASDISTRIBUIDAS SOBRE LINEASY SUPERFICIES.--

Hasta € momento se ha considerado a las fuerzas concentradas en un punto, lo que esvélido en tantoy en
cuanto acten sobre superficies pequefias.

Sin embargo, las cargas o fuerzas que actlian sobre las estructuras frecuentemente estan distribuidas sobre
volUmenes, superficies o lineas. Son fuerzas distribuidas sobre volimenes las fuerzas de masa como €
peso de los cuerpos, las fuerzas de inercia y las fuerzas magnéticas. Son fuerzas distribuidas sobre super-
ficies, d peso de cuerpos apoyados sobre areas de contacto, € empuje debido a la presion de los fluidos,
viento, agua o de tierras y materiales amacenados a granel, € rozamiento, etc.- Tenemos fuerzas distri-
buidas sobre lineas en d caso de cables sometidos a su propio peso, alaaccion dd viento o delanieve.-

Es frecuente la existencia de fuerzas simétricamente distribuidas respecto a la linea media de la franja de
superficie sobre la que acttan.

Vamos a caracterizar este tipo de fuerzasy determinar su resultante, fig. 2.43.

Fig. 2.43

Sea un material, arena por giemplo, apoyado sobre una superficie plana de ancho “a’ y largo L, repartido
simétricamente respecto al plano vertical xy pasante por la linea media AB de la superficie que, S su-
ponemos plana, sera un segmento de recta representada por € e delaviga o losa de apoyo.

El peso de la arena que incide sobre un drea elemental de ancho “&" y largo "Dx", y designandocon hy g
laalturay peso especifico aparente del material seré:

DP=g.a.h.Dx (kg.)

Este peso se distribuye en todo € ancho “a’ pero, dada la smetria supuesta, la resultante, o sea’ DP, ten-
dra su recta de accion sobre la linea media AB de la franja. Esta conclusion es vélida no sdlo para € peso
incidente sobre d area elemental, a.Dx, sino también para toda la superficie cargada, al. , lo que permite
sustituir el peso del material distribuido sobre toda la franja, por un sistema de fuerzas paralelas DP
actuantesalo largo delalinea media AB, que llamaremos en forma general “ linea cargada” .
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S establecemos ahora € cociente:

DP
— = Pn kg./m
o P [kg./m]

tenemos expresada la intensidad media de la fuerza (o carga) distribuida en la longitud Dx de la linea
cargada AB.

Si hacemos Dx infinitamente pequefio:

. DP dP
M b 0 o ax P [kg./m]

Se obtiene la intensidad de la carga distribuida en € punto de abscisa x de la linea cargada: caracteriza
el tipo de carga distribuida, que podré ser constante o variar segiin determinadaley: p = p(x).-

Si conocemos la intensidad de la carga p, la fuerza infinitésma que act(ia sobre una longitud dx de la
linea cargada sera:

dP = pdx
y lacargatotal que actlia sobrelalinea AB delongitud L ser&
L
P= opdx
0

en muchas aplicaciones de la ingenieria es suficiente tomar como intensidad de carga en un punto, la
intensidad media correspondiente a una longitud unitaria.- S Dx = 1 m laintensidad se podria tomar:

_bpP
Im
y se define entonces como intensidad de carga a la carga por unidad de longitud.

Si en lugar de establecer lardacion entre € peso DP ddl material apoyado en la superficiede érea a.Dx y
lalongitud Dx de linea cargada, hubiésemos establecido la relacion entre el peso DQ del material que
apoyaen € elemento del areaDxDz y € valor de ésta

DQ
DxDz

=q [kg/m?]

tendriamos d valor de la intensidad media de cargaen € area DxDz. Si en vez de ésta toméasemos la uni-
dad del area setendriala carga por unidad de superficie.

Dada la simetria que hemos supuesto para la carga respecto al plano xy es evidente que g es constante en
todo @ ancho delafranja cargada, resultando.

ga=p [kg/m]

que expresa la relacion entre las intensidades de carga por unidad de longitud y de superficie en € su-
puesto dela simetria planteada, o sea de h=cte end sentidodelasz.-

La intensidad de carga “p” puede ser constante o variable alo largo delalinea cargada. Lavariacion
puede ser aleatoria 0 seguir una determinada ley. Su representacion grafica define una linea llamada
linea de carga: €l area delimitada por la linea de carga, la linea cargada y |as ordenadas extremas se
denomina diagrama de carga, fig. 2.44. Frecuentemente se asimilalaintensdad de carga“p” aleyesde
simple variacion que origina diagramas de cargas consi stentes en figuras geométricas cuya areay bari-
centros son de fécil determinacion, a saber:
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p =cte el diagrama de carga es un rectangulo
p=ax e diagrama de carga es un triangulo
p=p.+bx € diagramade cargaesun trapecio

endonde“a’ y“b’ son congantes.
2.10.2.- RESULTANTE DE UNA FUERZA DISTRIBUIDA.-
Sea una fuerza distribuida sobre la linea AB represen-
tada por su diagrama de carga, fig.2.44.
Una fuerza distribuida sobre una linea recta constituye
un sistema de infinitas fuerzas paraelas infinitamente
préximas de intensidad:;

dP = pdx

Se sabe que todo sistema plano de fuerzas paraéeas
Y B puede reducirse a una Unica fuerza de igual direccion,
\

K =< laresultante dd sistema, cuyaintensidad vale:

X
A
sl

L L
Fig‘ o44 P:gdP:gp.dx

Veamos su interpretacion en € diagrama de cargas. Representando a la intensidad de carga y las longitu-
des en | as escal as gréficas respectivas, serd:

dP = pdx = dA

Es decir que laintensidad de la fuerza que actta sobre la longitud dx esta dada por € area dd rectangulo
infinitéssimo rayado en € diagrama de carga.

Laresultante de la carga distribuida en toda la longitud L delalinea cargada ser&
L L L
P= odP=gp.dx = 3dA = A
0 0 0
O seaquelaintensidad de la resultante de una carga distribuida sobre una linea recta, esta determina-

da por €l éarea del diagrama de carga.

El punto K en que laresultante corta a la linea cargada se denomina centro de presion. Para determinar su
posicion respecto a punto A aplicamos Varignon con respecto al mismo punto:

L Q}x.dP
Xk P= ox.dP \ Xk =
0 P

S sugtituimos dPy P por susiguales del diagramadecargadA y A tenemos.

L L
5x.dP  gx.dA S

Donde S, es & momento estético del érea del diagrama de carga respecto a ge “y” y x. la abscisa de su
baricentro. (Los conceptos adquiridos por € alumno en Fisica | sobre baricentro y momento estatico son
ampliados en € capitulo 4).
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Sintetizando podemos decir que: Una carga distribuida sobre una linea recta congtituye un sistema de
infinitas fuerzas paralelas que pueden representarse por un diagrama de carga, cuya area expresa la
intensidad de su reultante y su baricentro determina un punto de su recta de accion de direccion para-
lela alasfuerzas dadas.-

En lo expuesto hemos considerado implicitamente que la direccién de las fuerzas es normal a la linea
cargada, 1o que responde al caso frecuente en que la carga es € peso de cuerpos apoyados sobre una viga
horizontal. Si la viga no fuese horizontal, la carga distribuida que apoya sobre ela, continlia sendo un
sistema de fuerzas paralelas, sdlo que ahora no es normal alalinea cargada. La reduccién dd sistema se
efectla en la forma descripta.

2.10.3.- EMPUJE DEL AGUA SOBRE SUPERFICIES PLANAS.-

Consideremos atra clase de fuerza distribuida: la originada por la presion de los liquidos sobre las paredes
y fondo de los recipientes que los conducen y/o contienen. Tomemos una seccién transversal de un canal
0 un depdsito de agua, fig. 2.45. Sabemas que la presion hidrostética, “p”, ala profundidad “h” se trans-
mite en todas direcciones con la misma intensidad y que ésta, esigua a peso de la columna liquida que
incide sobre una superficie horizontal de area unitaria situada a esa profundidad:

000

!
il

p = dgkg/m’L.h[m] = ghlkg/m’]

donde g es € peso especifico dd liquido. Por lo tanto la presion del liquido que incidird normal ala pared
variara proporcionalmente a la profundidad “h” del punto considerado en las paredes laterales y se man-
tendra constante en € fondo horizontal, tal como se observa en los diagramas de presiones trazados en
ambas paredes y parte del fondo de la seccion transversal dibujada.

Al diagrama de presiones podemos tomarlo como diagrama de carga de una faja de pared de ancho unita-
rio con sdlo multiplicarlo por € ancho “a’ igual a 1 metro (apartado 2.10.1).-

En € caso de la superficie A’A’'B'B’’, la linea cargada AB demarcada sobre la pared, corresponde a la
interseccién de ésta con € plano vertical de simetria de la cufia de presiones representada en lafigura ; en
ésta al diagrama de presiones se lo ha traido a un primer plano de la pared izquierda asociandolo a una
vistafrontal del area A’A’’B’'B’ obtenida rebatiendo 90° la faja de la pared de ancho unitario. La fuerza
resultante de esa cufia de presiones sera normal a la superficie sobre la que incide y su intensidad estara
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dada por d area dd diagrama de carga y pasara por d baricentro C del mismo : se designa empuje del
agua y esta aplicado en su interseccion con lalinea cargada AB que, sabemos, es e centro de presion K .-
Llamando L alalongitud delalinea cargada AB , tendremos :

Elkg]= po [kg/m?] .1{m]. L[m] =po [kg/m?]. A[m?]

Podemos entonces decir que € empuje del agua sobre una superficie sumergida rectangular plana es
igual al producto del area de la superficie sumergida por la presion hidrostética en correspondencia
con el baricentro de la misma.

E:pDA

donde pp es la presion en kg/m? en correspondencia con € baricentro de la superficie sumergida cuya
area vale A. Esta conclusién que hemos obtenido para superficies planas rectangulares es valida para
cualquier forma de superficie plana: circular, triangular, trapecial, etc. esto se obtiene smplemente inte-
grando laexpresién dE = p.dA en donde: dE esd empuje infinitésmo que actlia sobre un elemento dA
deérea, y p=gh lapreson hidrostética.-

El empuje E sobre la superficie sumergida no pasa por € baricentro D de ésta, sino por € centroide C del
diagrama de presiones, interceptando a la superficie en K. Los puntos D y K coinciden en e caso de su-
perficie rectangular y diagrama de presiones también rectangular.

Para la determinacion de las coordenadas del centro de presion de superficies planas no rectangulares no
es suficiente la aplicacion de momentos de primer orden : se necesitan |os momentos de segundo orden.

Consideremos finalmente una superficie curva, cilindrica por gemplo, de ancho unitario sometida a la
presion del agua como es e caso de compuertas de sector circular, perfil de diques, alabes, etc., fig. 2.46

Si trazamos € diagrama de presiones observamos que la fuerza distribuida ha dejado de ser un sistema de
infinitas fuerzas infinitésmas paralelasy no son por lo tanto vélidas las conclusiones obtenidas para las
superficies planas.

Si la curva directriz de la superficie cilindrica es una circunferencia la presion del agua originara un sis-
tema plano de infinitas fuerzas infinitésimas concurrentes al centro dela directriz. Las expresiones.
X:é Xi e Y = é. Yi

nos permiten reducir este sistema introduciendo integrales en lugar de sumatorias, coordenadas polares y
expresando laley de variacion de las presiones en funcién de la profundidad y la ecuacion deladirectriz.
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Si ladirectriz de la superficie cilindrica es otra curva e sistema de fuerzas infinitésmas equivalentes ala
presion del agua sera plano no concurrente y para reducirlo habra que recurrir alas tres expresiones cono-
cidas:

X=4 X; Y=4Y,; ME=& Mo

No entraremos en € procedimiento por tratarse de un problema de Hidraulica Aplicada que € alumno
verd en su oportunidad. Si veremas, en cambio, € procedimiento grafico para € trazado de la curva funi-
cular de una carga distribuida por cuanto lo aplicaremos en € trazado de diagramas de esfuerzos internos.

2.10.4.- REDUCCION GRAFICA DE FUERZAS DISTRIBUIDAS.-

El procedimiento del poligono funicular puede extenderse también a la reduccion de fuerzas repartidas
sobre unalinea.

En lafig. 2.47 setiene unalinea curva plana AB cargada con fuerzas distribuidas cuyo diagrama de carga
conocemos . Hemos visto que éste representa un sistema de infinitas fuerzas infinitésimas. En su lugar
concibamos al sistema formado por un elevado nimero de fuerzas muy pequefias pero finitas. El poligono
de fuerzas “amnb” tendra también un elevado nimero de lados 'y rayos polaresy con € poligono funicular
sucedera los mismo siendo sus lados extremos paralelos a los rayos polares Oa y Ob.- Si las fuerzas
tienden a ser infinitamente pequefias, en d limite los poligonos de fuerzas y funicular se transformarian
en la curva de fuerzas y la curva funicular, respectivamente, y los lados extremos del funicular serén
las tangentes extremas de la funicular. Esto que se ha enunciado para € diagrama de carga total, es
vélido para cada uno de los tramos parciales en que pueda dividirse d mismo.

Dividamos ahora € diagrama de carga en diagramas parciales trazando lasrectas M M” y NN’ perpendi-
culares alalinea cargada AB. Estas rectas se denominan divisorias de carga y s las prolongamos cortan
alacurva funicular (supuesta conocida) en M1 y Nj. Las tangentes en My, t, y en Ay, t,, seran los lados
extremos ddl funicular de laresultante’ R; de las fuerzas distribuidas entre A y M, y su interseccion de-
termina un punto de la recta de accion de’ R;.- Otro punto de esta recta estd dado por € baricentro de
diagrama parcial de cargas con lo que queda determinada la posicion de' R;. Lo dicho es extensivo a los
otros dos tramos MN y NB de la linea cargada.

Fig. 2.47

Si por € polo O de la curva de fuerzas trazamos paraldlas a las tangentes intermedias t, y t, determinarén
sobre la curva de fuerzaslos puntos“m” y “n” tdesque

‘am="R; ‘mn="R, ‘nb="Rs

Dada la reciprocidad existente entre los tridngulos del poligono de las fuerzas y los haces de tres rayos del
funicular y reciprocamente (apartado 2.8.3.2), el poligono t,-tn-t,-ty, es poligono funicular de las resul-
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tantes parciales R; ,” R, ,” Rs en que se ha dividido €l diagrama de cargas. Observando la fig. 2.47 ve-
mos que el poligono funicular de las resultantes es circunscripto a la curva funicular.

_w Q

N B M
0
Fs ”

Ps 5 n

N’ X0 ko

T
Fig.2.48

Veamos ahora como trazamos la curva funicular en base a lo expuesto, fig. 2.48. Digamos en primer
término que lalinea cargada AB se la ha tomado como recta por ser € caso mas frecuente. En los puntos
M y N se han trazado ortogonalmente divisorias de carga que dividen lalinea cargada en tres tramos AM,
MN y NB. Al variar laintensidad de carga “p” segln unaley no lineal, d distanciamiento entre divisoras
de carga debe ser tal que los diagramas de carga puedan considerarse, sin error sensible, una figura geo-
métrica cuya area y posicion de baricentro resulten facilmente determinables, trapecios en € caso de la
fig. 2.49.

Fig.2.49

Determinadas las areas de los diagramas parciales y la posicién de sus baricentros (tema que se veraen d
capitulo 3) se conocen las resultantes parciales P;,” P, y* P; y sus posiciones en la linea cargada AB, de la
fig. 2.48. Se construyen los paligonos de fuerzas y funicular de las resultantes parciales y se prolongan las
divisorias de carga hasta interceptar en M’ y N’ los lados intermedios t, y t, del funicular. Se determinan
cuatro puntos de la curva funicular A’- M’- N'- B’ y sus respectivas tangentes t,- t, t,- t, con lo que
podemos trazar la curvafunicular en forma aproximada.

Si “p” es constante o varia seguin una ley lineal, o que implica diagramas de carga rectangular, triangular
o trapecial, se puede trazar la curva funicular siguiendo € procedimiento descripto, que admite una mayor
simplificacion recurriendo a tangentes intermedias entre las dos extremas. Para €llo sedetermina d dreay
e baricentro del diagrama de carga total con lo que se abtiene’ P, en valor y posicién posibilitando la
construccién del funicular de lados t;ty, fig. 2.49

Se toma ahora la recta de accion de la resultante’ P como divisoria de cargas que divide € diagrama en
dos parciales. Determinando € baricentro de cada una de elos quedan ubicadas las resultantes parcia-
les’ P;-" P, paralelas a P, cuyas rectas de accién cortan los lados extremos del funicular de’ P, t,-t, en dos

58



%’\ Capitulo 2: Equilibrio del cuerpo rigido libre

puntos, H y K, que determinan la tangente intermedia con punto de tangencia N’ en la interseccién con la
divisoriade cargas. Si necesitamos mas tangentes y puntos de tangencia intermedios se repite la construc-

cién tomando como divisorias de cargas las resultantes parciales’ Py-" P, y asi sucesivamente hasta obte-
ner |a aproximacion requerida.

A

Fig.2.50

Si en lugar de querer trazar la tangente intermedia en correspondencia con € punto de interseccion dela
resultante parcial P con la linea cargada, se quisiera trazar en otro punto intermedio cualquiera N, fig.
2.50, esvdlido d procedimiento que se ha explicado. Selo ha repetido en la figura mencionada, en la cual
se dan por determinadas las tangentes extremas |o se efectia con un funicular o por otro medios que ve-
remos mas add ante. Esto se puede repetir para tantos puntos intermedios como se desee.-
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