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CAPITULO 4

CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DE LAS SECCIONES

4.1.- CENTRO DE MASA. .-

4.1.1.- SISTEMA DE MASAS EN EL ESPACIO. MOMENTO ESTATICO RESPECTO A UN
PUNTO Y A UN PLANO.

Consideremos un conjunto espacial de n puntos Ay, Ay, . A ..., A,
asociados cada uno de ellos con un nimero determinado (fig. 4.1.).
Cada punto puede, por ejemplo, representar la posicion de una par-
ticula de materia y el nimero una determinada magnitud de esa
materia, como ser: su masa, peso, volumen, area, longitud. Puede
también representar una carga eléctrica 0 magnética. Las llamare-
mos por el momento masas, denomindndolas my my, .., m; ,..., My
sin que, repetimos, necesariamente represente la masa fisica de esa
particula material; puede ser cualquiera de las magnitudes mencio-
nadas u otras. Un conjunto de puntos como el descripto se designa
sistema de puntos pesados o0 ponderados o simplemente sistema de
masas.

Se entiende por masa total del sistema a:
p=mpetmy+ A my=2m

Si O es otro punto del espacio, el producto my ﬁi de la masa por su vector posicion respecto a él

se denomina momento estatico de primer orden de la masa m; respecto al punto O.-

Lo llamamos simplemente momento estatico, y estd expresado por el producto de un escalar por
un vector: sera un vector de direccion y sentido coincidente con OA .-

Se denomina CENTRO DE MASA del sistema de puntos “ponderados™ o “pesados” ( A; - m;), al
punto C tal que supuesta concentrada en él la masa total g su momento estatico respecto al
punto O sea igual a la suma de los momentos estaticos de cada una de las masas m; constitutivas

del sistema respecto al mismo punto O.- Lo designamos § y se tiene:

pOC=m;0A, + m0A, +..+m, OA, =X m; OA; =S, (1)

A esta expresion se la conoce como el teorema de Varignon para las masas. La posicién del cen-
tro de masa queda determinada por su vector posicion respecto al origen 0 adoptado:

ocC = m,0A; + m,0A,+..+4m OA _ >m,0A,
m, +m,+..4+m, 2.m;

= S_O (2)
n

En la cual, repetimos, S, es el momento estatico de todo el sistema de masas respecto al punto O y
p su masa total .-
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Si en lugar de un sistema discreto o discontinuo de masas se tratase de un sistema continuo de
masa p, las masas finitas elementales m; las tomariamos infinitamente pequefias dm y las sumato-
rias se nos transformarian en integrales extendidas a toda la masa p del sistema:

[OAdm —
—— S

oc=%4 =20 2
fam )
u

Por otra parte, si al origen de referencia lo tomamos coincidiendo con el centro de masa C, el mo-
mento estatico del sistema respecto a €l vale:

Sc=my CA, +m, CA, +..+m, CA, =X m; CA, = CC

Pero como el vector CC es evidentemente nulo y la masa total del sistema, p , es distinta de cero
por ser las masas constitutivas del mismo reales y positivas, resulta:

Sc=YXm; CA, =u CC=0 (3

Para cualquier otro punto que se tome como origen de referencia, tanto el vector posicion como el
momento estatico son distintos de cero.- Por lo tanto el centro de masa siempre existe y es un
punto Unico.-

Por lo cual, también es correcto definir al centro de masa como el punto para el cual el momento
estatico del sistema es nulo.

La posicion del centro de masa C podemos establecerla en coordenadas cartesianas expresando
en (1) OCy OA,; en funcién de sus componentes rectangulares.

E =Xc i_+yc j_+ZC E

OAi =X T+yi I+ zi k

En donde O es el origen de coordenada; Xc, Yc, Zc son las coordenadas del centro de masa C;
Xi, Yi, Zi las del punto genérico A;.- Introduciendo estas expresiones en (1) tenemos:

n Xc ?+u Yc T+H,ZC R =TZmiXi+TZmiyi+ RZmiZi

Para que se cumpla esta igualdad, necesariamente tendrd que cumplirse la igualdad de sus tres
términos uno a uno, lo que exige:

U Xc =2 MiX;= Syz
WYc =2 myi= Szx 4)
WZc =2 MiZi = Sxy

Las (4) son ecuaciones escalares que expresan el teorema de Varignon para las masas en funcion
de las coordenadas cartesianas de los puntos del sistema.- Los productos que en ellas aparecen de
las masas por sus distancias a los planos de referencia yz, zx, xy, se denominan momento estati-
co de una masa respecto a un plano. En ellas:

e Xc, UVYc, MYc sonlos momentos estaticos de la masa total p respecto a los planos yz, zx,
Xy respectivamente.

e m;X;,my;, Mz los momentos estaticos de la masa elemental m; respecto a los planos yz,
ZX, Xy.

e > miX,2 my,>xmz sonlos momentos estaticos del sistema de masas respecto a los pla-
nos yz, zx, Xy, respectivamente.-
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De las ecuaciones (4) se despejan las coordenadas de centro de masa:

o= 2 MiXi _Syz
XM ou
Yoz 2MYi _Sax 5)

xmi o
Zc= zmizi :Sﬂ

2m; H

4.1.2.- SISTEMA DE MASAS EN EL PLANO. MOMENTO ESTATICO RESPECTO A UN
EJE.-

Si el sistema de puntos ponderados (fig. 4.2.) es tal que se
ubica en el plano xy la expresion del teorema de Varignon
dada por la (1) mantiene su forma:

n & =my O_A1+ ms az‘i' Lmy an=2mi a\i
pero la totalidad de los vectores posicion estan en el plano xy

y en consecuencia el centro de masa sera coplanar con los
puntos del sistema.

Para expresarlo en coordenadas cartesianas introducimos en la
anterior las expresiones de:

Fig. 4.2
ocC =X i+ Ye J_
OA =X i +Vi ]
Sustituyendo: _ o _
WXc T+pyc j= ixmx+ jXmyi=So
resulta:
_ _ _Sy
uxc—Zmixi—Sy Xc=—
7
q (6)
Hyc=2myy; =Sx .. yc:7x

En donde la sumatoria de los productos de las masas elementales por sus distancias a cada uno de
los ejes coordenados constituye el momento estatico del sistema respecto a ese eje, Sx 0 Sy.-

De las expresiones (6) surge que si el momento estatico respecto a un eje es nulo, el centro se
ubica sobre el eje; y viceversa si se toma momento respecto a un eje pasante por el centro de
masa el momento estatico del sistema sera nulo.

Estas expresiones corresponden a sistemas discretos de masas. Si el sistema es continuo la deter-
minacion de la masa total, momento estatico y coordenadas del centro de masa se efectdia mediante
las siguientes expresiones:

Masa total : pw=[dm
i

Momentos estaticos : Sx =[ydm Sy =[xdm
n n
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=
Coordenadas del centro de masa:
Sy
U Xc= Sy Xc =—
n
. (7
nyc =S, Yc = —
pn

4.1.3.- CENTRO DE FUERZAS. CENTRO DE GRAVEDAD. BARICENTRO. CENTROIDE.-

El centro de masa de un sistema espacial o plano de puntos “pesados” (A;,m;) puede encontrarse
también determinando centros parciales de distintos grupos de puntos del conjunto en los cuales se
imagina concentrada la suma de las masas del grupo; encontrando el centro de las masas parciales
de todos los grupos se obtendra el centro de masa del conjunto. Ejemplificando si el sistema esta
constituido por siete puntos “pesados”, se puede determinar el centro C’ de los tres primeros y el
C” de los cuatros Gltimos; luego se haya el centro C de C'y C” que sera el del conjunto. Esto se
deduce de las ecuaciones anteriores agrupando las masas en la forma expresada.

Si se trata de un sistema de dos puntos ponderados (Az, my) Y (Az, my), fig. 4.3, y C su centro de
masa, por la (3) se tiene que el momento estatico respecto a él es nulo :

Gun Gw 4o’ So=m, CAu+m, CAz=0

Siendo A; y A, puntos no coincidentes y m; y
m, distintas de cero, la anterior s6lo se satisface

Fig. 4.3 E:
my a1=-m2 ﬁz

Esto se puede cumplir sélo si son dos vectores de igual direccién lo que determina que C se en-
cuentre sobre la recta que une los dos puntos del sistema, A; y A,.

La misma relacion existe entre dos fuerzas paralelas de igual sentido aplicadas en dos puntos A,
A, ysuresultante R= F;+ F, que se encontrara aplicada en el punto C ubicado sobre la recta
A.A; a distancias inversamente proporcionales a la intensidad de las fuerzas como se establecié en
29.1.

Si giran las fuerzas F; y F, alrededor de sus puntos de aplicacion manteniendo su paralelismo, la
resultante R gira alrededor de C. Por eso se designa a C centro de fuerzas paralelas. Lo mismo
sucede si las fuerzas paralelas son varias.

De esto nace una de las més frecuentes denominaciones del centro de masa: centro de gravedad.

Las fuerzas de gravedad se pueden considerar paralelas si la distancia entre ellas es despreciable
frente al radio terrestre; segln la ley fundamental de la mecénica (apartado 1.2.) su intensidad W
=mg es proporcional a la masa del cuerpo. La resultante de la atraccion que la tierra ejerce sobre
cada particula constitutiva de un cuerpo, o sea el peso del cuerpo, pasara siempre por su centro de
masa aunque el cuerpo gire en forma cualquiera. Esta coincidencia entre el centro de masa y el de
gravedad hace que con frecuencia se los denomine indistintamente.

En las aplicaciones de la estética los sistemas 0 conjuntos de puntos ponderados que se presentan
son magnitudes geométricas a saber volimenes de cuerpos, areas de secciones y longitudes de
lineas. La denominacion que utilizaremos para el punto C que hasta ahora hemos llamado genéri-
camente centro de masa, seré de baricentro o centroide de volimenes, areas o longitudes. La de-
signacion de centro de masa se estima mas adecuada para los problemas dindmicos y la de centro
de gravedad para el punto de aplicacion del peso de los cuerpos.
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4.2.- MOMENTO ESTATICO Y BARICENTRO DE AREAS Y LINEAS PLANAS.-

Si las areas o lineas planas se consideran como sistemas continuos y adecuando la nomenclatura a
la naturaleza de la magnitud, las expresiones (7) de 4.1. toman las siguientes formas:

Area:
A=A dA
Sy=laydA=y. A . ye=Si/ A
S, = [axdA= x A Xc=S,/ A
Lineas:
L=J.dL
Se=lydL=y. L . ye=Si/L
S, = IaxdA=x. L Xc=S,/ L

Si las areas o lineas planas se consideran como sistemas discretos las expresiones (6) de 4.1. toman
la siguiente forma:

Areas:
A=Y AA
Sx=2XYAA=ycA Ye=Sx /A
Sy=2ZXAA=XcA .. Xc =Sy A
Lineas:
L=X> AL
Sy=2XyAL=ycL .. Ye=Sx/L
Sy=2xAL=xcL .. Xc=Sy/L

La obtencion de las formulas precedentes se ha efectuado en forma vectorial a partir del producto
de un elemento de masa por el vector posicion del punto ponderado respecto a un origen O, apar-
tado 4.1.2. Evidentemente si cambia la distribucion de las masas elementales de un cierto sistema
variaran los vectores posicién y consecuentemente el momento estatico aunque no varie la masa
total: cada valor del momento estatico caracterizara una determinada distribucién de las masas
elementales del sistema.

En el caso de las areas (fig. 4.4.) podemos introducir expresamente
este concepto geométrico definiendo al momento estatico o de
primer orden del area de una seccion, superficie o figura plana
respecto a cierto eje x como una caracteristica geométrica de la
misma determinada por la expresiéon matematica:

Sx= .[A ydA

el momento estatico de un area se mide en unidades de longitud
elevada a la tercera potencia, generalmente en cm®. Este momento |
puede ser positivo, negativo, o nulo segun lo sea el valor de la coor- ‘ At

!
denada ya que el area es positiva.- iy i
| m B}
Anélogamente (fig. 4.5) definimos como momento estatico de una AT i ' Y
linea o curva plana respecto de un eje “X’, a una caracteristica 0[  _ ' _j %
geométrica de la misma determinada por la expresion matemati-
ca- Fig 4.5

Sx= jL ydl—

Se mide en unidades de longitud a la segunda potencia, generalmente cm?, pudiendo ser positivo,
negativo o nulo, ya que la coordenada del punto puede ser positiva 0 negativa y la longitud es
positiva.
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4.2.1.- DETERMINACION DEL BARICENTRO DE AREAS Y LINEAS PLANAS.-
4.2.1.1.- Areas y Lineas Simétricas.-

a) Si una superficie o curva plana posee un eje de simetria ortogonal, su baricentro se ubica
sobre dicho eje. (fig. 4.6).

| Un érea, rectdngulo MNST, o

| una linea, arco de circunferencia

Iy HK, poseen un eje ortogonal de
simetria si a cualquiera de sus
puntos, P por ejemplo, le co-
rresponde otro punto P’, pertene-
ciente a dicha area o linea, de
posicion tal que dicho eje sea
perpendicular y divida en dos
partes iguales al segmento PP’
que los une.

R o

Fig. 4.6 El momento estatico del elemen-
to de area dA situado en el en-
torno de P sera:
dS, = xdA

y el momento estatico del elemento dA ubicado en el entorno de P’, vale:

dS’y = -xdA
Al sumarlos se anulan, y como lo mismo sucede para todos los puntos situados a uno u otro de los
lados de un eje de simetria, se concluye que el momento estatico con respecto al mismo es nulo y,
consecuentemente todo eje de simetria sera baricéntrico.

Si el area o linea posee dos ejes de simetria, en su interseccion se encuentra el baricentro.

Esta propiedad nos permite encontrar inmediatamente el centroide de reas y perimetros de figuras
geométricas planas que presentan dos ejes de simetria.

b) Si una superficie (fig. 4.7) no una linea, tiene un eje de simetria oblicua (la mediana de un
triangulo cualquiera o de un trapecio), esto es, si existe una recta que biseca todas las cuerdas
paralelas a una misma direccién (los lados del triangulo o las bases del trapecio), el baricentro esta
ubicado sobre ese eje ya que el momento estatico respecto a él es nulo.

Fig. 4.7

dS,=xdA |
| s,=[adS,=0
ds’, = -xdA |
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¢) Si un area o linea posee un centro de simetria el baricentro coincide con él. Un punto C es
centro de simetria si para cualquier punto P de la superficie o linea existe otro punto P’ tal que
divide en dos partes iguales al segmento PP’ (Fig. 4.8.)

Sea un area o una linea cuyo centro de simetria sea C, seré: y

CP' =CP d;g\

Ix

el primero o cuarto cuadrante P’ estara en el tercero o segun-
do, respectivamente, por lo tanto sus distancias a los ejes x e y
tienen signos opuestos.- En consecuencia la integracion de sus
momentos estaticos infinitésimos serd nula.- Planteando dicha
integracion solo para las posiciones de P y P’ indicadas en el
grafico, se tiene:

|

\

- - - - ‘
siendo P y P’ dos puntos simétricos respecto a C.- Si P esta en |
[

\

\

|

ds, = -ydA
Sx=JadSx=0
ds'y=ydA
ds, = xdA |
P C X
5=l =0 : i u
dS'y = -xdA ~—-L/2-————-L/2--
. : N AR L -
Obsérvese que los ejes X e y no son de simetria pero como | i

para ellos los momentos son nulos el baricentro esta en la

interseccion. EI mismo razonamiento es aplicable a una linea ‘

gue posea centro de simetria. En particular el baricentro de Fig. 4.8
un segmento rectilineo esta en su punto medio.-

4.2.1.2.- Areas y Lineas Compuestas.-
Frecuentemente puede determinarse el baricentro descomponiendo la Y | X

superficie o la linea en partes de baricentros conocidos, para las que = C,
se calcula su respectivo momento estatico. i

Consideremos la superficie de la figura compuesta por tres rectangu- Lo

los de baricentros C; (X1, Y1), C2 (X2, ¥2), Y Cs(Xs, ¥3). (fig. 4.9.).- Las | b T
areas de cada uno de ellos la designamos A; - A; - A; y los momen- ¢, |/ C |
tos estaticos de cada rectdngulo componente respecto a los ejes x e y % |
los llamaremos: S,V - S,V - §,@ -5 @ .5 & . g @ N
I y\c
Las coordenadas del baricentro del &rea dada seran: . ta }
[ -
XC:s_yzsy‘” +8,P 489 XA 1 x,A, XA, _TXA, L R
A A +A,+A, A +A,+A, A
Ye= Sy - Sx(l) +Sx(2) +Sx(3) _ ViAL+ YA, + YA _ LYiA
A A +A,+A; A +A,+A, 2 A +
|
En el caso de un circulo (fig. 4.10) de centro C; y didmetro D; con |
una perforacion de centro C, y didmetro D, el baricentro C del area 1
restante se ubica sobre el eje de simetria "y " y su ordenada vale: Pl
|
|
— S_x — Sx(l) _SX(Z) — ylAl — y2A2 }
YeZ AT A —A, A, -A, 1
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=

Y‘ Si tenemos una poligonal (fig. 4.11) formada por tres lados

| Li-Lo-Ls

\ Xc=S—y= X,Ly +X,L, + XL,

\ L L, +L, +L,

|

\ Yo= S_x=y1L1+y2L2+Y3L3

Too T T T e L L, +L, +L,

Fig. 411

Esta determinacion puede realizarse graficamente utilizando el poligono funicular. Veamos el
procedimiento. (fig. 4.12)

Imaginemos dos sistemas de fuerzas paralelas, ficticias, de intensidades iguales (o proporcionales)
a las areas de cada uno de los rectangulos componentes, y aplicadas en los baricentros respectivos
con direccion segln el eje "x " para uno de los sistemas, y del eje "y " para el otro.

Se construye el poligono de fuerzas paralelas al eje "y ", se adopta el polo Q v se traza el funicu-
lar I-11"-1HI" -1V,

Prolongando I' - IV’ se determina la posicion de la resultante A del sistema de fuerzas paralelas
" ”
y".

Para trazar el funicular de las fuerzas "x " es suficiente tomar sus lados 1” - 11" - " - IV perpen-
diculares a los rayos polares 1-2-3-4 ya que las intensidades de las fuerzas de ambos sistemas son
las mismas. Se prolonga 1” - IV” y queda determinada la resultante de las fuerzas ficticias "x ".

La interseccion de ambas resultantes nos determina el baricentro C buscado.

Que ello es asi surge del analisis de las formulas obtenidas para determinar las coordenadas de C.

‘o= Sy _ XA XA, XA _ XM,
A A +A,+A, A

En la hip6tesis formulada de fuerzas ficticias de intensidades igual a las &reas componentes, el
numerador representa la suma de los momentos de las fuerzas paralelas a "y " respecto al punto O,
y el denominador la resultante de las mismas.

El cociente anterior expresa analiticamente la posicion de la recta de accién de la resultante respec-
to al origen O, que es lo que se ha efectuado graficamente mediante un funicular.-
El mismo razonamiento vale para las fuerzas "x ”:
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yC:S_x: YiAL +Y,A; YA _ XM,
A A+A,+A, A
Expresa analiticamente lo resuelto con el funicular 1”7 - 11" - 111" - IVV". Si en lugar de adicionar

areas tuviéramos que restar, considerariamos la fuerza ficticia correspondiente con sentido contra-
rio.

4.2.1.3.- Areas y Lineas irregulares o definidas por ecuaciones algebraicas.-

Si el area esta delimitada por curvas irregulares resulta conveniente determinar su baricentro como
area compuesta conformada por un nimero finito de fajas paralelas, asimilables (sin error signifi-
cativo) a rectangulos o trapecios de baricentro conocido.- EI modo de efectuar esto se detalla en el
Gltimo ejemplo del apartado 4.2.1.4.-

Cuando el contorno que delimita la superficie o configura la linea es una curva cerrada continua de
ecuacion conocida y se toma como elemento de area un cuadrado infinitésimo en sus dos dimen-
siones "dx”y "dy”, la resolucién de las integrales que aparecen en las formulas dadas en 4.2 re-
quiere una integracién doble en ”"x "y en "y ". Si se emplean coordenadas polares escogiendo el
elemento infinitésimo de lados "dp”y "pd6”, también es necesaria una integracion doble.

Frecuentemente las superficies estan delimitadas por mas de una funcién conocida, representativas
de rectas y curvas que nos permiten considerar el area total formada por un nimero infinito de
elementos de area rectangulares paralelos (o triangulares adyacentes de vértice coman), de ancho o
base infinitamente pequefios.- Ello posibilita resolver las expresiones dadas en 4.2 por integracion
simple como se muestra en el préximo apartado.- En ellas se designa con C* el centroide de cada
uno de los elementos infinitésimos de area cuyas coordenadas designamos "x* " e "y* ",

4.2.1.4.- Aplicaciones.-

- Triangulo \ y gn
Si bien sabemos por lo dicho més arriba que el baricentro del : M dyj‘
triangulo ubica en la interseccién de las medianas, general- Cj\ N I i
mente se necesita determinarlo en funcion de la altura del ! f N n
triangulo respecto a uno de los lados.- Suponemos al tridn- | = ,,L,gc ! ; !
gulo dividido en fajas infinitésimas de &rea dA paralelas a la | L*LVC o 1 j‘ j‘
base. Tendremos: To | ! -1
S 1 =
o= S T —
_ —_ *
A=ladA =]y bxdy Fig. 4.13
La base del elemento dA, b*, la vamos a expresar en funcion de "y":
b* h-y b b
—=— b*=—(h-y)=b-—
b H H(h=Y) oY
Sustituyendo en la anterior:
b b h? bh
A= dA=]ab*dy =b[" dy - — dy = bh ———=—
[adA =[5 b* dy o dy - [ ydy F =
b b bh? b h® bh?
Sy=lay*dA= [ (b—— )d =b[" ydy - — ] y?dy = — ———=——
«=lay o y(b-pyjdy=bly ydy - yidy = —— ==
bh?
_S._ 6 _h
Yec = A m =3
2

105



Estética aplicada Autor Ing. Raul Salvador LLano @

- Trapecio.

Fig. 4.14

gitudes de las bases.

En base a lo expuesto podemos establecer el baricentro del
trapecio en la interseccion de la mediana (eje de simetria
oblicua), con la recta que une los centroides de los triangu-
los en que se lo puede dividir (fig. 4.14).

Recordar, apartado 4.1.3, que siendo C; y C, los centroides
de cada uno de los tridngulos componentes, el baricentro
del trapecio que forman se ubica sobre la recta que ellos
determinan.-

Pero frecuentemente se necesita expresar la posicion del
baricentro del trapecio en funcion de su altura y de las lon-

Resolvamos primero el planteo en forma analitica, fig. 4.15:

S

Xc= Ky

Sy:X1A1+X2A2: ElBh+Ehmleh2+gbh2

32 3 2 6 6

h2

S,= - (2b+B)
6
1 1 h

A= =bh+=-Bh=—(b+B

la 2 2 2( )

hZ
5 (20+B) oy

T “3b+B
E(b'f‘B) *

Tomando momento respecto a la base menor u operando directamente se obtiene:
|

Y (B+b>

X =X

Fig. 4.16

h2b+B _ h 2b+B h b+2B
h-xc=h-— =—|3- = —

3 b+B 3 b+B 3 b+B
Gréficamente, fig. 4.16, divido el trapecio en dos tridngulos de
centroides C, - C, .

Aplico en cada uno de ellos fuerzas ficticias de intensidades
proporcionales a las areas A; y A, de cada uno de los triangu-
los:

B=2A/h ; b=2A,/h

Construyo el poligono de fuerzas DHJ y con polo O = M trazo
los rayos polares 1-2-3.- Por D trazo el funicular I - Il - 1l
cuyo tercer lado debe coincidir con EN por cuanto los triangu-
los OHJ y NKE son iguales por tener dos lados iguales y
paralelos (HM =NK y HJ=KE)

Se prolongan los lados | y Il y por su interseccion se traza
una recta paralela a las bases que corresponde a la recta de
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accion de la resultante ficticia de intensidad proporcional al area del trapecio y que nos determina
la distancia Xc del baricentro a la base mayor 6 (h — X¢) a la menor.- La construccion consiste en
dividir uno de los lados no paralelos en tres partes iguales obteniéndose los puntos M y N.-

Se unen con los vértices opuestos del trapecio, M con D y N con E, prolongandolos hasta inter-
ceptarse en Q por donde se traza una paralela a las bases quedando determinadas las distancias
del baricentro a las dos bases.

- Arco de Circunferencia.
Sea, fig. 4.17 un arco de circunferencia AB de centro O y
radio R. Con origen en O tomamos como eje “y” la bisectriz

del &ngulo central AOB que subtiende el arco AB; el gje “x”
sera la perpendicular a “y”

L=, dL=[’,Rdo=2 [ Rdo = 2RO

S«= [ y*dL=[ ydL=2 [} R cosaRda =2 R?send

_ S, _2R’sen® _Rsend
U T R0 T 0

- Sector Circular.

Sea el sector circular (fig. 4.18) delimitado por el arco de circunferencia AB y los radios OA y OB.
Se toma como elemento dA el area del sector circular de angulo central do. Se tiene:

A=fAdA:fAB%RdL:2f§%RRda: [0 R*da=R?6

Sx=lay*dA = ff’e%R COSOL% RRda =

=2 R 3jecos ado = 2 R® send
3 0 3

‘A R?
- Areas Parabdlicas.

Consideremos la rama positiva de una parabola cuadratica, fig. 4.19 de eje vertical y vértice en el
origen de coordenadas. Su ecuacion general es:

y = kx?
Y
}:XEJQA
AL e 1 -
| | | ; f
: e
‘ * lggff f
} ;WLV 7 x b
\ b Yy \ Pu Yo
I s L
0V D x
S
Fig. 4.19
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en la cual k es el parametro de la parabola, que lo vamos a determinar si conocemos las coordena-

das de uno cualquiera de sus puntos ademas del vértice V = O.- Sea su extremo B cuyas coordena-

das son la semicuerda “a” y la flecha “f” que introducimos en la ecuacion general y se tiene:
f=ka’ k=f/a’

La ecuacién queda:

tomando x como variable independiente; en cambio si se toma y en tal caracter, resulta:

g "

En primer término vamos a establecer el area A; y el baricentro C; de la superficie delimitada por
la rama OB de la parabola, el eje de las “x” y la ordenada del punto B, BD. Para ello operamos con
un area “dA” constituida por una faja vertical de ancho “dx”, alto “y” y centroide C,*:

f fa 1
A= dA= dx = [F—x%dx=—"-=Zaf
1 in '[°1 y 0,2 a2 3 3
2 .5
s [, yidA =], XLszdx — LI f2 x2dx:f—4x—:iaf2
: 12 a 2a°  a 2a* 5 10
@ * _(a f 5 _ f a"’ _ 1,
Sy :J.AlxldA_J.OXa_ZX dx —a—ZT—Za f
_sP _vioaf®_ 3. o S Y4t 3
A,  13af 10 AT A, Y3af 4

Determinamos ahora A, y C, correspondientes al area limitada por la rama OB de la parabola; el
eje “y” y la abscisa EB del punto B. Se va a operar con una faja horizontal de centroide C,*,
ancho “x” y alto “dy”.

a 1:3’2 2

Az_.[ dA = .[Az x dy = jo 12 y' dy f1/2 3/2 gaf

)] 1/2 a 22 2 2
SX =J. sz Jyfl/z dy:mngaf

2 £2

SP-[ XA = [Xxd ay=2 T Loz

g I X2 j y IO %7V 2 2

yo, = SO _25af? 3. oS Yaat 3
“7 A, 23af 5 7 A, 23af 8

Para verificar estos resultados sumando areas y momentos correspondientes a las dos superficies
parabdlicas debemos obtener los del rectangulo OEBD de base a y altura f:

A:A1+A2:1/3af+2/3af:af
S, =S,V +5,@=1/10afP+2/5af =1/2afP=af f/2

S,=S,M+s@=1/4fa’+14fa® =12fa*=af al2
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- Areas de Contorno Irregular.

Cuando se trata de hallar el baricentro de una figura de contorno
irreqular (fig. 4.20) se procede a dividir la figura en superficies
parciales mediante rectas paralelas a una direccion cualquiera (uno
de los ejes por ejemplo), de manera tal que las figuras parciales
resultantes sean asimilables a superficies cuyos baricentros sean de
facil determinacidn, asi como también sus correspondientes areas:
parabolas, rectangulos, trapecios.- Mientras mas proximas se tracen
las paralelas menor serd la diferencia entre las figuras geométricas
gue se adoptan y la forma real de la faja respectiva.-

O
A
(-~

=

LS
w

\

\

| | I
a ul N

Determinados los baricentros y areas de cada superficie parcial se
procede analitica o graficamente de modo igual al efectuado en
42.1.2.

4.2.2.- VOLUMENES Y SUPERFICIES DE REVOLUCION.-

Los teoremas llamados de Guldin o de Pappus permiten determinar el area de una superficie de
revolucion o el volumen de un cuerpo de revolucion.

Una superficie que se engendra por la rotacién de una curva plana alrededor de un eje copla-
nar fijo se designa superficie de revolucion. Son ejemplo de ellas la superficie de una esfera que
se genera por una rotacién de 2r radianes de una semicircunferencia (curva generatriz) alrededor
de su didmetro; un segmento de recta que gira una vuelta completa alrededor de un eje fijo paralelo
origina la superficie lateral de un cilindro circular; un cono circular es generado por un segmento
de recta que rota un angulo de 360° alrededor de un eje fijo al que intercepta sin cortarlo; si la
curva generatriz es una circunferencia rotando alrededor de un eje coplanar y exterior a ella, se
genera una superficie térica o anillo.

Un cuerpo de revolucién se genera por la rotaciéon de un area plana alrededor de un eje fijo
coplanar. Una esfera sélida se obtiene por la rotacién de un semicirculo, un cono por rotacion de
un area triangular, un toroide sélido por rotacion de un circulo alrededor de un eje fijo que no lo
corte.

Teorema I. (fig. 4.21)

El area de una superficie de revolucion es
igual a la longitud de la curva generatriz
multiplicada por la distancia o camino
recorrido por su baricentro (el de la curva
generatriz) en el giro generador.

Demostracion: Consideremos un elemento
dL de la linea AB de longitud L. El area dA
generada por el elemento dL al efectuar un
giro de 2= radianes alrededor del eje x, vale.

dA=2ny dL

El area generada por toda la curva AB de longitud L, sera:

A=[dA=[2nydL=2r[ydL=2rnS,=2ny.L
L L L

Donde 2r y. es el camino recorrido por el centroide C de la curva generatriz al efectuar un giro de
2 radianes; si el giro efectuado no alcanzase una vuelta queda definido por el angulo 6 rotado, se
lo expresa en radianes y valdria:

Ag=0 Yc L
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Debe notarse que la curva generatriz no debe interceptar al eje alrededor del cual rota; si lo hiciera,
las dos secciones una a cada lado del eje, generarian areas de signos opuestos y el teorema no
podria aplicarse.

A=Area(MNKH>

Teorema Il (fig. 4.22)

El volumen de un cuerpo de revolucién
es igual al &rea generatriz multiplicada
por la distancia o camino recorrido por
su baricentro (el del area generatriz)
en el giro generador.-

Demostracion: Consideremos un ele-
mento dA del &rea generatriz A que rota
Fi Q. 4 PP alrededor del eje x. El volumen dV

generado por el elemento dA en un giro

de 2 radianes o sea de una vuelta completa vale:
dVvV =2nydA

y el volumen total generado por el area A [MNHK]:

V=[dv= [ 2nrydA=2n [ ydA=2rnS,=2nycA
A A A

Donde 27 yc es el camino recorrido por el baricentro del area generatriz al efectuar el giro 2x
radianes; si el giro fuese de 0 radianes el camino recorrido seria 6 yc. Nuevamente se recuerda que
el teorema no se aplica si el eje de rotacién corta al area generatriz.

4.3.- MOMENTO ESTATICO Y BARICENTRO DE VOLUMENES DE CUERPOS.-

Y Las caracteristicas geométricas del volumen de
cuerpos y las expresiones que utilizaremos para la
determinacion de su baricentro fueron obtenidas en
el apartado 4.1.1 para un sistema discreto de masas.
Si se trata de un sistema o cuerpo continuo, figura
4.23, las expresiones (5) de dicho apartado toman la
siguiente forma:

Volumen: V= j dv
Vv

Momento estatico respecto al
Plano yz: Sy, = 'f x dV =xV
\%

[ ydv=yVv
\Y

\
\
\
\
\
\
\
\
/Fiii,

Y Plano xz: Sy

4 Plano xy: S,= [, zdV =2V
Fig. 4.23 oo Se=l g
Coordenadas del baricentro :

Xc=Sy IV ; Yc=SuIV ; z2c=SylV
Estas expresiones permiten calcular las coordenadas del baricentro del volumen de un cuerpo
mediante procedimientos similares a los vistos para areas y lineas planas.- Estos procedimientos se

simplifican si el cuerpo posee uno o mas planos de simetria ortogonal.-

Un cuerpo presenta un plano de simetria ortogonal si cada uno de sus puntos tiene otro punto tal
que el segmento que los une, PP’, es perpendicular a ese plano y queda dividido por él en dos
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partes de igual longitud.- Existiendo esta simetria, el momento estatico respecto al plano que cum-

ple dicha condicion serd nulo y el centroide del volumen del cuerpo se ubicara en él.- Por lo tanto,

Si un cuerpo posee:

e Un plano de simetria ortogonal, el baricentro de su volumen se encuentra en él.- En general
no coincide con el centroide del area de interseccion del cuerpo con el plano de simetria, pero
si se trata de un prisma cuyas bases son paralelas a dicho plano, si hay coincidencia: el cen-
troide del prisma se ubica en el baricentro del area de interseccion, igual a las bases.-

e Dos planos de simetria ortogonal, el baricentro de su volumen se ubica en la recta de inter-
seccion de ambos planos y coincidira con el centroide de ésta tomada como linea pesada.- Pa-
ra ello se divide el cuerpo con planos paralelos perpendiculares a esta interseccion; la distan-
cia entre estos planos sera lo suficientemente pequefia (infinitésima cuando se pueda integrar)
para que las partes seccionadas se tomen sin error significativo como prismas cuyo baricentro
se ubica de acuerdo a lo dicho en el parrafo anterior.- Luego se determina el baricentro del
conjunto como cuerpo compuesto, asociando a cada baricentro parcial el volumen del prisma
correspondiente.-

e Tres planos de simetria ortogonal que se intersecan en un punto, no en una recta, éste es el
baricentro del volumen del cuerpo.- Pero cuando lo hacen segin un eje formando un haz de
dos o mas planos es valido lo expresado en el parrafo anterior.-

Finalmente cabe aclarar, que frecuentemente coincide el centroide del volumen de un cuerpo con
sus centros de masa y de gravedad; esto sucede cuando el mismo es homogéneo pero, si se encuen-
tra constituido por materiales de distintas densidades o pesos especificos, la determinacion de los
centros de masa y gravedad requiere que cada volumen parcial sea multiplicado por su respectiva
densidad o peso especificos segln se trate de uno u otro centro.-

4.3.1.- BARICENTRO DEL VOLUMEN DE UN CUERPO COMPUESTO.-

Si un cuerpo puede dividirse en partes de volumen y baricentro conocidos se procede aplicando el
teorema de Varignon para los momentos estaticos.

Vista Frontal corte plano yz

Fig. 4.24

Consideremos un plato circular, fig. 4.24, con una perforacion y un mufién. Se ha considerado el
cuerpo formado por tres partes: el plato de diametro D,, de volumen V; y baricentro Cy; la perfora-
cion de diametro D,, de volumen V, y baricentro C, y el mufién de didmetro D3, de volumen V3 y
baricentro Cs. Fijados el espesor del plato y el largo del mufién quedan determinadas las coorde-
nadas de los baricentros parciales C;-C,-Cs.

Tendremos : V=V;-V,+V;

El plano yz es plano de simetria, luego:
Xc =SyZ/V=0/V=O
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Sy _ YiVi YoV +Y3Vs
v V-V, +V,

Ye =

Zc = Sxy _ M =75V, 123V
\% Vi =V, +V;
En el caso de tratarse de un cuerpo sélido irregular, el problema se resuelve dividiéndolo mediante
planos aproximadamente paralelos, lo suficientemente préximos como para poder, sin error apre-

ciable, suponer prismaticas las porciones de dicho s6lido comprendidas entre dos planos sucesi-
vos.- Se hallara el baricentro de las partes y por Gltimo el del conjunto.-

4.3.2.- BARICENTROS DE VOLUMENES POR INTEGRACION.-

Consideraremos sélo el caso de cuerpos para los cuales su volumen puede ser concebido como
integracion de discos elementales infinitésimos perpendiculares al eje.-

4.3.2.1.- Volumen y baricentro de un cono circular recto (fig. 4.25).-

Los planos xy y xz son planos de sime-
tria por lo cual C estara sobre el eje X.

El radio de la base y la altura del cono
son parametros que nos caracterizan el
cono en particular.

Como elemento dV de volumen elegi-
mos un disco paralelo a la base de espe-
sor dx y radio y = z. Esta coordenada la
vamos a expresar en funcion de x en
base a la relacion existente entre las
coordenadas del punto P de la recta
generatriz; en correspondencia con
dicho punto se ha ubicado el elemento
dV.- Operando se tiene:

2 2 13
_ na“ th o ma“h® _  ,h
V—J.VdV:?OXdXZF?—TCaE
2 2 4 212
3 _ma g, ma”h® ma‘h
Syz—jvxdv——hz Jox dx——hz T2
X _Syz_7za2h2 3 _3
c=—= = —

v 4 m*h 4
4.3.2.2.- Volumen y baricentro de un semicono circular recto, (fig. 4.26).-

Del ejercicio anterior:
2

a
y=(alh)x y2=Fx

2
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2
dV =% y?dx =% na—zxzdx

V= [ dv= nazg

2 212
* hma nma‘h
Syz: jVX dVZIOWXSdX: 3
S, m’h? 6
Xc= X ="————="h (igual a x, del cono
C V 8 7Z_azh 4 (g C
completo) z,
) Fig. 4.26
Suc=[,y Vv
Y= 2Rsen® 2ysen90° 4y
3 0 3 m/2 3n
hdy ma? , nd ax ma’ , 2a n 3 ah
x= [ \————=xdX = | =———xdx =——| XdXx =—
IOsnzh2 03 hr 2h? 3h3j° 6
, S, a’h 6 _a
o= — <2
\% 6 na’h =
z = 3w 9 (por ser xy plano de simetria)
RVARY;

4.4.2.3.- Volumen y baricentro de una semiesfera sélida. (fig. 4.27).-
Ecuacién circunferencia generatriz:

X2 +y? = R? Y2 =RI-%2
dV=1y? dx = n R? dx - 7t x* dx

V= deV:nszORdx —nj;xzdx

v=nR3—3nR3=3nR3
3 3

Sy, =, x"dV =R ZIOR xdx — nff x3dx

nR* mR* 1

S,= —— =—gR*
¥ 4 4
(=™ 3 _3
4 2R® 8
Yc=2c=0
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4.4.- MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS.-
4.4.1.- MOMENTOS AXIALES DE INERCIA.-

Consideremos una pieza prismatica, de eje recto y seccion transversal cualquiera, fig. 4.28(a),
sometida a la accidn de dos pares M, iguales y opuestos actuantes en el plano yz, que también
contiene al eje de la pieza. Designamos como eje AB de la pieza al lugar geométrico de los bari-
centros de las secciones transversales. Se dice que la pieza esta sometida a flexién pura.

Cortemos la pieza en dos partes mediante un plano normal en C al eje z, y representemos gréfica-
mente la parte situada a la derecha del corte, desde C hasta B, fig. 4.28(b).

Para mantener este tramo en equilibrio aplicamos en la cara del corte las acciones dF que en cada
elemento de area dA ejercia la parte izquierda de la pieza comprendida de A hasta C. Estas accio-
nes, designadas fuerzas internas, constituyen un sistema de fuerzas paralelas normales a la seccion,
distribuidas en toda su area, con sentido de penetracion en la zona superior al eje “x” y de aleja-
miento en la inferior. Su intensidad es proporcional al &rea dA sobre la que actGa y a la distancia
del elemento considerado a un cierto eje llamado eje neutro (ya que si y=0 resulta dF=0), que en
el caso en consideracion pasa por el baricentro de la seccion, y vale:

dF =ky dA

ool

Ca

(o>

g
Fig. 4.28 N4

Reduzcamos este sistema de fuerzas paralelas:
R =[,dF =], kydA = k|, ydA = kS,

donde observamos que la resultante es proporcional al momento estatico de la seccion transversal
de la pieza respecto al eje neutro que, por ser baricéntrico, serd nulo: la resultante de las fuerzas
internas que actdan en la seccion transversal de una pieza prismatica sometida a flexion pura es
nula.

Tomemos momentos de las fuerzas internas respecto al eje neutro:
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MS) = .[A ydF = ,[A kysz = ka ysz = kIX

que nos dice que el momento de las fuerzas internas respecto al eje neutro es proporcional a
una magnitud que caracteriza geométricamente la seccion y se designa momento de inercia del
area de la seccion transversal respecto al eje x:

I= [, y°dA
Anélogamente podemos definir como momento de inercia respecto al eje y a la expresion:
ly= [, x°dA

De la observacion de las expresiones anteriores se deduce que el momento de inercia respecto a
un eje es funcion del area de la seccion y de la forma geométrica como se distribuye dicha area
respecto a ese eje.

Para poner en evidencia el sentido fisico de esta magnitud, supongamos que la pieza prismatica
anterior sea una regla de escritorio de seccion transversal rectangular en la cual la altura “d” de
ésta es mucho mayor que su ancho “b”.-

Consideremos primero que el plano que contiene los pares externo sea el “yz” (tal cual indica la
fig. 4.28), paralelo al lado mayor de la seccion transversal y perpendicular al eje neutro correspon-
diente, “x”: se observa que si aplicamos manualmente estos pares en los extremos de la regla,
flexiona levemente en su plano.-

Si en cambio aplicamos los pares externos en el plano “xz” paralelo al lado menor “b” y perpendi-
cular al ahora eje neutro “y” la regla se deformara apreciablemente mas que en el caso anterior.

Asociando esto con los momentos de inercia respecto al correspondiente eje neutro, observamos
que Ix resulta mayor que ly por ser (para la mayoria de los puntos de la seccion transversal) ma-
yor su ordenada (distancia al eje x) que su abscisa (distancia al eje y). Es decir que la deformacién
sera mayor cuanto menor sea el momento de inercia que se opone a que flexione la pieza. En
cambio la rigidez (inversa de la deformacién) serd mayor cuanto mayor sea el momento de iner-
cia que tiene la seccidn transversal respecto al correspondiente eje neutro.

De lo expuesto definimos como momento de inercia de una seccidn respecto a un eje X, una
caracteristica geométrica de la seccidn determinada numéricamente por la expresién matemati-
ca: Iy = [, y*dA .-

Fisicamente, en el fenémeno de flexidn, representa una magnitud proporcional a la rigidez que

una determinada configuracién del &rea de la seccién transversal de una pieza prismatica, con-
fiere a ésta cuando es solicitada a flexion con “x” como eje neutro.

4.4.2.- MOMENTO POLAR DE INERCIA.-
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Si a una pieza cilindrica de eje AB y seccion transversal circular llena, fig. 4.29, la sometemos a
dos pares iguales y opuestos contenidos en planos normales al eje de la pieza, se dice que la mis-
ma esté solicitada por torsion pura.

Cortemos la pieza con un plano normal a su eje y consideremos su seccion transversal. Las fuerzas
internas que se desarrollan en ella estan contenidas en su plano formando un sistema plano de
fuerzas distribuidas en toda el area de la seccién normales a la recta que une el elemento con el

punto O. La fuerza que actda en un elemento dA de area es proporcional a la distancia del elemen-
to considerado al baricentro O de la seccidn y al area del elemento:

dF =k p dA
El momento del sistema de fuerzas respecto a O vale:

Mg) = IA pdF = .[Apde = k.[A pZdA =kl

gue nos dice que el momento de las fuerzas internas respecto al centro de la seccion es proporcio-
nal a una magnitud llamada momento polar de inercia respecto a O, que la designamos lo.

Con razonamientos andlogos a los expuestos para los momentos axiales de inercia, podemos defi-

nir al momento polar de inercia del area A respecto a un punto o polo O, como una caracteristi-
ca geométrica de la seccién de area A determinada por la expresién matematica:

— 2
IO - JAp dA
Fisicamente representa una magnitud proporcional a la rigidez que una determinada configuracion
de area de la seccion transversal de una pieza prismatica, confiere a la misma cuando es solicitada

a torsion respecto a su eje.

De lafig. 4.29 tenemos:
lo= [,p°dA= [, (X" +y?)dA = [, x’dA + ], y*dA
0 sea
lo= 1+ 1,
lo que es valido solo si x e y son ortogonales.

Se concluye que el momento de inercia polar de una seccion respecto a O, es igual a la suma de
los momentos de inercia axiales respecto a cualquier par de ejes ortogonales con origen O.

La dimension de los momentos de inercia, axiales o polares es una longitud elevada a la cuarta
potencia, frecuentemente se opera en cm®. Siendo las areas positivas y estar multiplicadas por
longitudes elevadas al cuadrado los momentos de inercia son siempre positivos.

Es importante que el alumno grabe los conceptos fisicos dados para los momentos axiales y pola-
res de inercia por cuanto fundamentan un criterio para seleccionar la configuracién geométrica de
una determinada area (y por lo tanto de la cantidad de material que ella representa) que mejor
comportamiento brinde a una estructura frente a las fuerzas que sobre ella actdan.-

Los momentos de inercia, juntamente con los centrifugos que veremos a continuacion, se los de-
signa momentos de segundo orden por resultar la suma de productos de un area por una distancia
al cuadrado o dos distancias.
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4.4.3.- MOMENTO CENTRIFUGO.-

Se denomina momento centrifugo, momento de desviacién o producto de inercia de una seccion la
caracteristica geométrica determinada numéricamente por la integral:

y = Ia XydA

donde x e y son las distancias del area dA a los ejes x
ey, fig. 4.30.- Su dimensién es una longitud elevada
a la cuarta potencia y se expresa generalmente en
cm®. EI momento centrifugo puede ser positivo, nega-
tivo 0, como caso particular, igual a cero.

Si uno de los ejes, X 0 Yy, es eje de simetria de la
seccion, el producto de inercia respecto a dichos
ejes es nulo.- En efecto, en dicho caso siempre se
puede escoger dos elementos del area de la figura que
tengan igual abscisa y ordenadas iguales pero de
signos contrarios. Calculando la integral [, xydFsu

resultado sera nulo.-

4.4.4.- RADIO DE GIRO DE UN AREA -

Si establecemos el cociente entre el momento de inercia del &rea de una seccidn plana respecto a
un eje y el valor de dicha area, obtenemos una magnitud cuya dimension es una longitud al cua-
drado:

| [cm ] om
A[cm ] [ ]

A su raiz

se designa como radio de giro o de inercia de una seccion.- Podemos imaginarlo como la dis-
tancia del eje x a puntos en los cuales podemos suponer concentrada la totalidad de su area
para obtener su momento de inercia respecto a dicho eje. Efectivamente, de la primera de las
expresiones anteriores obtenemos que:

e =i’A

que nos dice que cuando se conoce el radio de giro de una seccién podemos calcular el momento
de inercia sin necesidad de resolver la integral que define el valor de éste.-

De igual modo podemos definir el radio de giro axial respecto al eje “y” y el polar con respecto a
un punto O u otro cualquiera:

— i 2 A P2
=i A; iy =1 /A
|0=i02A; i02=|0/A
Recordando la expresion:
=1+l

y colocando los momentos de inercia en funcién de los radios de giro y del area de la seccion:

P A= A+iSA
se tiene que
i02 - iXZ + iy2
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[

4.4.5.- TEOREMA DE STEINER.-

Consideremos una seccion de area A cualquiera y sea C su baricentro, fig. 4.31. Con origen en C
tomemos dos ejes X, € Y, ortogonales entre si y, con origen en otro punto O de referencia, se tienen
los ejes x e y paralelos a los ejes X, € Y, situados a distancias d; y d, de los mismos, tal como se
indica en la figura.-

Nos proponemos establecer expresiones que nos permitan cal-
cular los momentos de segundo orden respecto al par de ejes x
e y en funcidn de los momentos de segundo orden respecto a X,
€Y, Yy viceversa.-
I = [, y?dA
Pero:
Y=Yo+d;

Sustituyendo y operando resulta:

l, = d,)?dA
Fig‘ 4‘31 X .[A(y0+ 1)

Desarrollando el binomio cuadrado:

I, = [YodA + [, didA +], 2y d,dA =], yodA +d7 [, dA +2d, [, y,dA
Donde:
[a ygdA = b [ndA=A [aY,dA=S8,=0

Por ser Sy, el momento estatico respecto a un eje centroidal.- Por lo cual:

L=lo+d?A (1)
Esta expresion nos dice que el momento de inercia respecto de un eje x cualquiera es igual a la
suma de del momento de inercia respecto a un eje x, baricéntrico y paralelo al dado, mas la

suma del producto del area por el cuadrado de la distancia entre los ejes.

Con un desarrollo similar se obtiene:
ly=le+d?A (2

El momento centrifugo sera:
Ly = [, xydA =], (X, +d,)(y, +d,)dA

Ly = [o XoYodA + [, X, d,dA + [, d,y dA + [, d,d,dA
Ixy = Iy yo did,A (3)
Si p, es la distancia de C a O tenemos para los momentos polares:
lo= bt Iy = Lo+ di’ A+ lyo + P A=l + lyo + (di? +d”)A
lo=lc+plA (4)

De las expresiones anteriores se pueden despejar los momentos de segundo orden respecto a
ejes baricéntricos en funcion de los momentos respecto a ejes paralelos, y viceversa.

Si dividimos las (1), (2) y (4) por A tendremos las siguientes relaciones entre los radios de giro:

Ix = |x02 + dl2
2 2

iy = lyo” + o
—i2 2

" =1 +pc
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4.4.6.- DETERMINACION DE MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN DE AREAS .-

4.4.6.1.- Rectangulo, (fig. 4.32).-

Para reducir el problema a una integracion simple se adoptan ejes paralelos a los lados.- Como
elemento de area una faja dA (de espesor infinitesimal) paralela al respectivo eje en consideracion:

3
ly=[,y°dA = j;yzbdy:%
bh? (h)z bh?
o =ly—di? A=—— -| =| bh =—
X0 X 1 3 2 12
- Mo [oh*/12  h
“ VA bh 12
_ b°h _ b’h . b
e R T,

|0=|X+|y=b—;(h2+bz)

Iy =0
4.4.6.2.- Triangulo. (Fig. 4.33)
= oyPda= [1y? 2(h-y)dy =
bf:yzdy—%ﬂygdy =

3
= bh¥/3 - b= 21
12

3 2 3 3 3
IXOZIX_dle:ﬁ -(E\J m:ﬂ -ﬁ:ﬁ
12 3/ 2 12 18 36

- /i_ bh®/36
VA bh/?2

|y = hb13/12 + hb23/12:% (b13 + b23)

4.4.6.3.- Circulo. (Fig. 4.34)

lo= [, p?dA=[ p?2mpdp = 2 [Fp3dp

nR*  nD*
= =

2 32

I0 = Ixo + Iyo = 2I><0 = 2Iyo

‘5/ 1 Yo
‘ ‘
|l o
P - _
SRR
C ’ }
| | d,
| [ R T
0 \
o
Flg. 437
bh
lc=lotlye= E(hz"' bz)
b2h?
Ixy = I><oy0 +d0,A =
‘Y
|
| ol
AM fffffff I
! N
| -
T c T - T
h/3 L d,
i | I
0
bl ; ba
o
<0
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4.4.6.4.- Area Limitada por una Curva de Ecuacion Conocida.(fig. 4.35)

s
o

|
|
|
|
|
|
! oA
|

0=V D
X Lo‘x

Fig. 4.35

Yy B-

Sea que tenemos un area delimitada por el eje de las x, la
ordenada BD vy la curva OB que es la rama positiva de una
parabola de segundo grado de eje vertical y origen en el
vértice; de ella conocemos la flecha f y la semicuerda “a”
La ecuacion ya la conocemos y el parametro k lo determi-
namos con las coordenadas del punto B:

y=kx* ; paraBsera: f=ka® .. k=f/a’

luego la ecuacion nos queda:

y= X
3.2

Para determinar los momentos de segundo orden podemos tomar como elemento infinitésimo dA
una franja paralela o perpendicular al eje “x” o al eje “y” en consideracion.-

Adoptando la faja sombreada observamos que constituye un rectangulo de base dx y altura “y” :

X L ,
dly, = yT = (momento de inercia de un rectangulo respecto a su base)

Sustituyendo la funcidn y por su valor de acuerdo a la ecuacion de la curva e integrando:

f3x%dx
diy = O
f? f%a’ _fa
= [,dl, =—[x%dx = =—
X IA X 386 Io 21&6 21
Para Iy d, ZdA
=X
ly= [, dl, =], x?dA = [Ixydx = [} x I eax="L = [Ax*dx = ;_z_fa?

Para el momento centrifugo, aplicando Steiner al elemento infinitésimo de area dA, se tiene:

dlxy = dlxo yo + d1d2 dA

Pero dly, yo = 0 ya que los ejes baricéntricos del elemento son ejes de simetria; d; = y/2; d, =

2
dlyy = xy/2 dA=% f —X ydx=%f—x dx
a’ a
a
_ _1f2|x° 1.,
xw-kdky-g—z7; =5t
o
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4.4.6.5.- Areas Compuestas, (Fig. 4.36).- | Y | Y,
L . | ‘
El momento de inercia de una figura compuesta es LT RE
igual a la suma de los momentos de inercia de sus | VD |
- v/
partes integrantes. | col Y X4
W41 @410 | S~ - — f
|><: Ix + Ix + Ix + .. | //}\\ } S //; LXE
R I LI
Donde cada uno de los términos del segundo | s i =11 oy
miembro denominan los momentos de inercia res- ﬁ*af*} | ?g |
pecto al eje x de las areas A;, Ay, As, ... integrantes Q ***** Qé""“\ ‘ i‘ %
del &rea total. g — — — — — — — - -
Este resultado se deduce directamente de las pro- Fig. 4.36

piedades de la integral definida:
[AYPdA =1 Y dA + [, Y dA + [y dA+ .

siempre que: A=A+ A+ A+ ...

Asi, pues para obtener el momento de inercia de una figura compuesta, es necesario descomponer-
la en una serie de figuras simples, calcular sus momentos de inercia y sumarlos después..- Este
teorema es también valido para los productos de inercia.

Sea la seccion en forma de L de la figura 4.36 , que descomponemos en dos rectangulos de cen-
troides C; y C,; sean A; y A, sus respectivas areas. Tendremos:
l,= |X(1) + |X(2)
Aplicando Steiner
LD =140 + b Ay
1,2 = 1,2 + b? A,
Reemplazando

= La® + by’ At 1@ + b’ A,
Del mismo modo se obtienen Iy e lyy.

Debe observarse que el radio de giro de un area compuesta no es igual a la suma de los radios de
giro de las areas componentes. Para determinar el radio de giro de una figura compuesta es necesa-
rio calcular su momento de inercia. Finalmente digamos que los momentos de segundo orden y los
radios de giro de los perfiles laminados (doble T, perfil U ¢ canal, hierro angular, etc.) figuran en
tablas de perfiles de los fabricantes o de los manuales especializados.

4.4.6.6.- Area de Contorno Irregular.-

numeéricos. Veremos solo los analiticos.

|
\
\
, . Ao —————
El problema puede resolverse por métodos gréficos o | / f
\
Dividimos la figura dada en fajas de reducido espesor, :
paralelas a la direccién del eje, de modo que las superfi- n |
cies resultantes sean tales que la determinacién de su | Iyl R 7l7
baricentro sea posible en forma simple, y cuyas areas X

sean faciles de calcular.- Fi Q. 4.3/
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Es asi que las dos superficies extremas del caso del grafico, pueden sin mayor error asimilarse a
segmentos parabdlicos y las restantes a trapecios.

Estos a su vez pueden sustituirse por rectangulos de igual area por cuanto dada su altura pequefia,
la diferencia de ubicacidn de los baricentros es despreciable.

Calculadas las areas parciales y determinadas las distancias y; de cada centroide al eje x se tiene
aplicando Steiner a cada area parcial:

k=2 (Ixi(i) +yPA) = L™ + yit AL + @ + VA, .

Donde 1" es el momento de inercia de cada area parcial respecto a su propio eje baricéntrico
paralelo a x, e y;?A; es el producto del area de cada figura parcial por el cuadrado de la distancia
entre el eje x y su eje centroidal paralelo.

Si se toman las fajas de reducido espesor la Y. 1,{") es despreciable frente a la Yy;’A; pudiéndose
tomar para este caso:

k=X YizAi
Para el momento centrifugo seria:
by =2 (L yi(i) + X YiAy)

Pero I yi(i), momento centrifugo de cada elemento respecto a ejes baricénticos paralelos a los da-
dos, es aproximadamente igual a cero ya que se trata de figuras aproximadamente rectangulares en
las cuales los ejes baricéntricos son ejes de simetria. Luego:

Ly =2 X YiAi

Para calcular I, deben tomarse franjas paralelas al eje y procediendo luego como se ha indicado
para X.

4.4.7.- MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN RESPECTO A EJES DEL MISMO ORIGEN.-

En la fig. 4.38 se observa una seccion plana en
la cual se han tomado, con origen en un mismo
punto O, dos pares de ejes perpendiculares x L
y,ulv.

Hallemos la relacion entre los momentos de
segundo orden respecto a los ejes x e y, por una
parte y los momentos de segundo orden respec-
to a los ejes u'y v por la otra. El par de ejes u 'y
v puede rotar alrededor de O y su posicién se

Fig. 4.38 determina por el angulo 6 que forma u con x;
tomamos el sentido antihorario como positivo para medir los angulos.

En el entorno del punto B consideramos un elemento de area dA y establezcamos la relacion entre
sus coordenadas respecto a uno u otro par de ejes:

Uu=OK=0OE+EK=xcos0+yseno6
v=BK=BH-HK=ycos0-xsen0
Hallamos ahora los momentos de segundo orden respecto au y v:

ly=[, v’dA =], (ycos®—xsen0)’dA
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ly=cos’0 [,y’dA +sen’0 [, x*dA - 2sen 0 cos 0 [, xydA
l, = Iy cos + 1, send - 1, sen20 1)
Anélogamente se obtiene:
ly =], u’dA = cos’0 [, x*dA +sen’0 [, y>dA + 2 sen 0 cos 0 |, xydA
ly = I, sen’0 + 1, cos’0 + I,y sen20 2)
Para el producto de inercia:

lov = [, UvdA = cos’0 [, xydA - sen 0 cos 0 [, x’dA + sen@cos O [, y’dA -sen’0 [, xydA

|
Iy = — 5 sen20 + I,,c0s20  (3)

Sumando las expresiones (1) y (2) hallamos:
I+ =1+ 1,=1,=cte.

Que demuestra que la suma de los momentos de inercia, respecto a ejes perpendiculares entre si no
se altera al girar estos ejes un angulo cualquiera 6.

Si en la (1) hacemos 0=45° seré:

2 2
B NP NP e+l
l4s0 = Ix - +ly | —| -ly= 1y

De donde: Iy =

Expresion que permite calcular el momento centrifugo respecto a dos ejes ortogonales conoci-
dos los momentos axiales respecto a cada uno de ellos y a un eje intermedio a 45°.

4.4.8.- EJESY MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA.-

Analicemos los valores que toman los momentos de segundo orden respecto a dos ejes normales u
y v en funcidn del &ngulo 6 que respectivamente forman con los ejes coordenados x e y:

Al variar el angulo 0 rotaran los ejes u y v alrededor de O y las magnitudes |, - I, - Iy, también
variaran: I, e |, entre un maximo y un minimo ambos positivos, en cambio, I, puede ser negativo
y pasara por cero. Veamos como determinar el valor angular correspondiente a los valores extre-
mos de |,. Para ello hallemos su derivada primera dada por la expresion (1) del apartado 4.4.7:

u

5 =2I1,cos 0 (-sen0) + 2 1,sen 6 cos O - 2 |, cos 20

Operemos con sus términos, igualémosla a cero y llamando 6, al valor del angulo del primer
cuadrante que cumple esa condicién:
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di
[de“} =-(Ix-1y)sen 26, -2 Iy, cos 26, =0
0=00
de donde:
21 |
tg 20, = -——= - — 2 (4)

IX _-Iy é%(lx __IY)

Esta expresion se satisface para dos valores angulares: 20, y 26,+t que, segin su signo, podran
ser positivos o negativos. Cada uno de estos argumentos define un eje que forma con el eje x los
angulos: (fig. 4.39)

(6,) correspondiente al primer o cuarto cuadrante y variable entre 0° y 45° 0 entre 0° y -45°
segun el signo de tg 20, y

( 60+% ) correspondiente al segundo o tercer cuadrante de acuerdo al signo de la (4).-

| Y _ Estos ejes son perpendiculares entre si y se de-
\ | e nominan ejes principales de inercia: con respec-
to a uno de ellos el momento de inercia es maxi-

| mo y minimo con respecto al otro. Los momentos
de inercia correspondientes se denominan mo-
mentos principales de inercia.

Llamaremos I; el momento de inercia maximo
correspondiente a uno de los ejes principales que
designaremos e; ; el eje perpendicular e, definira
\ y el momento minimo |, . Se trata de establecer los
\ \ valores de I; y de I, y de determinar cual de los

\ angulos ( 6,) 6 ( 6,+ #/2), corresponde al eje e;

y cual al eje e,.
Fig. 4.39

Los valores de I, y de |, se obtienen introducien-
do, en las formulas (1) y (2) del apartado 4.4.7, el valor de 6, dado por la (4) del siguiente modo:
Sustituyendo en la (1) la expresion de cos® 6 y sen? © en funcion del coseno del angulo doble

2 1+ cos2a 2 1-cos2a
cos” g =———— ; sen‘ o =——
2 2
se llega a:
I+, 1, -
ly= ——>+—"—"cos20-1,, sen20 (5)
2 2
Reemplazando:
c0s20 = _t y sen 260 = 1926

J1+1g220 J1+1g220
g g

por sus valores en funcién de tg 26 y dando a éste el valor particular expresado por la (4) se llega
luego de algunas transformaciones a que:

I +1 I —1.)°
I3 = lmax = X2 L+ [Xz y] +|xy2 (6a)

Efectuando iguales operaciones en la (2) se obtiene:
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I+l I—1.)°
I =lhn= X2 y_\/( X2 yJ +|xy2 (Gb)

Para determinar si es (6,) 0 (6, + w/2) el &ngulo que el eje principal e; de momento méaximo
forma con el eje x, establecemos la derivada segunda de I, con respecto a 6 a partir de su derivada
primera obtenida mas arriba. Luego de algunas transformaciones se llega a:

d’1,

2 (1s-1,) c0s 20 | 1-—9_tg20
—_ - COS -
do? bty -1,

X y

Introduciendo el valor de 6, que anula la derivada primera se tiene:

2
d?l
{ ZU} =-(Ix-1y)52cos 26, 14{ 2l J
de oo6 I =1y

o

Dado que la condicién de méaximo de la funcion |, es que el segundo miembro obtenido tenga un
valor menor que cero y observando que la expresion entre llaves es siempre positiva, esta condi-
cion queda satisfecha si: - (I - 1) <0

desigualdad que multiplicada por -1 queda (Ix-1,) >0 o0 sea que:

L> 1y
Por lo tanto si I, es mayor que I, el &ngulo 6, define el eje principal para el cual es maximo el
momento de inercia. En otros términos , para la posicion de los ejes y sentido de los angulos
establecidos resulta:

Sily>1,, @,determina e, parael cual I, = Ina Yy 6 + A2 determina e, para el cual I, = I,

En cambio si I <1, , &, determina e; para el cual I, = I, ¥ 6, + #/2 determina e, para el cual

|1= Iméx-

Demostraremos ahora que el momento centrifugo respecto a los ejes principales de inercia es
nulo. En efecto si observamos que su posicién, dada por (6,) y (6, + n/2) la hemos hallado en
base a la expresion:

dl
4 =-(lg-1y)sen 20, -2 1., cos 26,=0
de 0=060
gue multiplicada por - %2 nos da:

Yo (Ix-1y)sen 26, + Iy, cos20,=0

Comparada con la expresién (3) que establece el valor del momento centrifugo I,, en funcién de Iy,
I, y 6 hace evidente que el momento centrifugo respecto al los ejes principales de inercia es nulo.-
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Resumiendo, de las infinitas rectas pasantes por un punto de una seccion, se denominan ejes
principales de inercia los dos Unicos ejes que poseen las siguientes caracteristicas:

1.- Los momentos de inercia respecto a ellos tienen valores extremos positivos: maximo
respecto a uno y minimo respecto al otro).

2.- Son perpendiculares entre si.
3.- EI momento centrifugo respecto a los ejes principales de inercia es nulo.-

Los ejes principales, que pasan por el baricentro de la seccidén se denominan ejes principales
centrales de inercia.

En muchos casos resulta facil determinar la posicién de los ejes principales de inercia. Si la sec-
cién tiene un eje de simetria, entonces este eje es uno de los ejes principales; el otro es perpendi-
cular al primero para cualquier punto de dicho eje. Esto se deduce de que respecto al eje de
simetria y otro cualquiera, perpendicular a él, el producto de inercia es igual a cero.

Por las formulas (1) y (3) se puede demostrar que si los dos momentos principales centrales de
inercia son iguales, entonces toda recta pasante por el baricentro sera eje principal y todos los
momentos principales centrales seran iguales (circulo, cuadrado, hexagono, triangulo equilate-
ro, etc...).- En efecto supongamos que para cierta seccion los ejes x e y son principales y baricén-
tricos, y que al mismo tiempo I, = I, .- De las formulas (1) y (2) se obtiene que Iy = I,=1,=1,,y
de la férmula (3) que Iy, = 0; es decir que los ejes u y v cualesquiera, son ejes baricéntricos princi-
pales de inercia de la figura.

Aquellos pares de ejes para los cuales el momento centrifugo se anula, se denominan ejes con-
jugados de inercia. Existen infinitos pares de ejes conjugados de un mismo origen, y entre ellos
uno ortogonal: los principales de inercia.

Si derivasemos la expresién de 1., dada por la (3) en busca de hallar los valores extremos del
producto de inercia, llegariamos a que los ejes para los cuales se producen esos valores quedan
definido por el angulo &, dado por:

I -1
tg 20, = %z - cotg 26,

xy

6,y 6, difieren en 45°; es decir que el par de ejes para los cuales el momento centrifugo es ma-
ximo o minimo, bisecara el angulo que forman entre si los ejes principales.- Para obtener los
momentos centrifugos extremos respecto a los ejes principales e; e, , se sigue un procedimiento
analogo al empleado para obtener los momentos axiales principales y se llega a:

En sintesis final, la determinacion analitica de los ejes y momentos principales de inercia de
una seccion con respecto a uno cualquiera de los puntos de su plano, O por ejemplo, se concre-
ta por el siguiente camino:

1. Secalculan Iy, 1y, I, paraun par de ejes ortogonales convenientemente elegidos con origen
en el punto O.-

2. Se calcula el angulo 6, con la expresion (4) y, segin sea I, >l, o I«< |, se establece cual
angulo corresponde al eje e; y cual al e; .-

3. Se determinan los valores de Iy € Imin cON las ecuaciones (6a ) y ( 6b ) y los momentos
centrifugos maximo y minimo con la ( 6¢ ).-

126



%@ Capitulo 4: Caracteristicas geométricas de las secciones

4.4.9.- CIRCULO DE MOHR PARA MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN.-

La determinacion de los momentos principales de inercia puede obtenerse utilizando métodos
gréaficos en lugar del proceso analitico descripto en 4.4.8. Sea una seccion cualquiera, fig. 4.40, de
la cual conocemos los momentos de segundo orden Iy - I, - 4, respecto a un par de ejes ortogona-
les xy con origen en O. Sea ademas, con igual origen, otro par de ejes uv, ortogonales entre si y
que imaginamos pueden rotar alrededor de O quedando su posicion definida por el angulo 6 que
forma u con x. Nos proponemos determinar los ejes y los momentos principales mediante la cons-
truccion grafica de MOHR.-

Si reproducimos las ecuaciones (5) y (3) de los apartados 4.4.8 y 4.4.7 respectivamente:

ly= % (I + 1) + % (I, = 1) cOs 20 — I, sen 20
(7)

I =% (I, = 1y) sen 20 + I, cos 26

Se observa que cada valor de 6 define una posicidn del par de ejes u, v, pudiéndose obtener me-
diante las ecuaciones (7) los momentos de segundo orden I, e 1, correspondientes a cualquier
valor de 6.-

Iy
\

Fig. 4.40

Gréaficamente, fig. 4.40, sobre un par de ejes rectangulares con origen en Q, se llevan los valores
de 1, en abscisas e I, en ordenadas correspondientes a cada par de ejes ortogonales, comenzando
con los valores conocidos de I, e I,, que definen un punto tal como el M. Si imaginamos que el par
de ejes u, v rota alrededor de O, a cada valor de 6 correspondera una posicion de los ejes, un valor
de I,y de 1., dados por las ecuaciones paramétricas (7) y un punto representativo en el grafico. Las
infinitas posiciones de los ejes alrededor de O definen graficamente una curva continua y cerrada
que evidenciaremos se trata de una circunferencia. Efectivamente ordenando las (7):

I, =% (I +1y) = % (Ix - Iy) cos 26 - I, sen 26
Iy =% (Ix- 1y) sen 20 + 1, cos 20
Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro:
[la= % (I +1)F + 1o = [% (I = 1) + 1

si llamamos:
Xc =% (I +1y) y R®=[% (I— 1)1 + 1/

y sustituimos en la anterior:
(.- XC)2 + Iuv2 =R?
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Esta altima constituye la ecuacion de una circunferencia de radio R y centro en un punto C de
coordenadas xc =% (Ix+1;) e y.=0.- Esta circunferencia se denomina Circunferencia de
Mohr.

Con centro en C y radio R trazamos la circunferencia referida al sistema de ejes I, e 1., con origen

en Q.

Sabemos que las coordenadas de cada punto de esta circunferencia representan los momentos 1, e
I, para cada uno de los infinitos ejes que pasan por O.

Ubiquemos en primer término, sobre la circunferencia de Mohr el punto correspondiente al eje x
origen de los angulos. Para ello en las (7) hacemos 6 = 0°:

=1y
Ejex: 06=0° punto representativo: M
lv = Iy (Supuesto >0)
L=1
Ejey: 06=90° punto representativo: N
lw=-lyy

Observemos que M y N se localizan en extremos opuestos de un didmetro con una diferencia an-
gular al centro de 180° o sea dos veces el angulo formado por x e y.

De facil correlacion con sus respectivos ejes son los punto A y B ya que para ellos I, = I para A
e ly = I, para B, y para ambos puntos I, = 0. Evidentemente A y B representan los momentos de
segundo orden correspondientes a los ejes principales de inercia pasantes por O, 1; e I,.

Ubicados M y A , establezcamos el valor del arco y del angulo al centro entre ellos:

- 21
gAGM= M _ _“ 1o
CH I,-1,
por la (4) del apartado 4.4.8 resulta:
tg ACM = -1tg 26,

luego:
MCA =280,

Llevando en el grafico de la seccion el angulo 6, a partir de x en el sentido que va de M hacia A
tenemos ubicado el eje “e,” para el cual I, = l,.4 = ;. Perpendicularmente se tiene “e,” para el cual

= lnin = la.-

Lo expuesto nos da los fundamentos de la construccién grafica que se utiliza para trazar la circun-
ferencia de Mohr que no recurre al célculo de las coordenadas del centro y del radio, sino que es la
siguiente:

Dada una seccion de baricentro G, fig. 4.41, se fijan dos ejes centrales ortogonales x e y ; se calcu-
la respecto a ellos Iy, I, e I, .- Se ha tomado la seccion y los ejes tal que I, > Iy e I, > 0, fig.
4.41(a).

En la fig. 4.41(b) se trazan los ejes I, e I, con origen en Q y adoptando una escala de momentos de
4

L . cm

inercia del tipo ¢

se representan los puntos M(ly ; L) ¥y N(ly ; -l), ¥ los unimos con una

recta; donde corta al el eje de abscisas tenemos el centro C. Con radio CM se traza la circunferen-
cia de Mohr.
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(o)

\
Fig. 4.41

Las abscisas de los puntos A y B donde la circunferencia intercepta al eje de abscisas determinan
los momentos principales de inercia. Para ubicar los ejes principales en la figura 4.41.(a) podemos
recurrir al procedimiento indicado en el caso anterior o mediante la siguiente construccion grafica:

Por el punto M se traza una paralela al eje x, es decir una paralela al eje cuyos momentos expresan
las coordenadas de M; esta recta intercepta la circunferencia en el punto P llamado polo del circulo
de Mohr. EI mismo punto P se obtiene si se traza por N una paralela al eje y.

El polo goza de la propiedad de que cualquier recta que pasa por él, (PM, PN por ejemplo) inter-
cepta a la circunferencia en un punto (M, N) cuyas coordenadas expresan los momentos de segun-
do orden de un eje que pasa por Oy es paralelo a dichas rectas (PM, PN).

Determinado P, se lo une con A 'y con B siendo sus paralelas trazadas por G los ejes principales e;
Yy €.

En la figura se observa que MPA = 0, ya que se trata de un &ngulo inscripto en una circunferencia

gue subtiende un arco cuyo angulo al centro vale MCA =2 0.

Inversamente, si dado el eje u, queremos conocer los momentos de segundo orden respecto a él
utilizando el circulo de Mohr, sélo tenemos que trazar por P una paralela a u que corte a la circun-
ferencia en D: la abscisa y ordenada de D nos dan I,e I.

Finalmente si quisiéramos conocer los valores extremos de los momentos centrifugos y sus respec-
tivos ejes, el diametro paralelo al eje |y, intercepta a la circunferencia en E y F cuyas ordenadas
nos dan los valores buscados. Si uno E y F con P y trazo paralelas a PE y PF obtengo la direccion
de los ejes para los cuales los centrifugos son maximos o minimos. El &ngulo que forman con los
ejes principales de inercia es de 45° ya que el angulo inscripto EPA formado entre ellos, subtiende
el arco EA cuyo angulo central vale 90°. Destacamos que al representarse en el sistema de ejes I, ,
I las coordenadas de los puntos M y N para trazar la circunferencia se debe:

Para el punto M, tomar el momento de inercia respecto a “x” y el centrifugo respecto a “x” e “y”
€on sus respectivos signos.-

Para el punto N, tomar el momento de inercia respecto a “y” con su signo y el centrifugo respecto
a “x”e*"y” con signo cambiado.-
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