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CAPITULO 6

ANALISIS DE VIGAS DE ALMA LLENA

6.1.- CONCEPTOS INICIALES.-

Por la funcion que cumplen podemos definir las vigas en los siguientes términos: Una viga es una
estructura disefiada para sostener cargas transversales a través de un vano estando apoyada en
puntos aislados a lo largo de su eje, frecuentemente en sus extremos.-

Podemos clasificarlas en base a diversos parametros, entre ellos los siguientes:

e Su configuracidn, vigas de alma calada y vigas de alma llena.-

e El material constitutivo, vigas de madera, acero u hormigon.-

e Por el nimero y tipo de los vinculos que la unen a tierra o entre ellas, isostaticas o hiperestati-
cas.-

e Por el tipo y la forma de recibir las cargas: concentradas o distribuidas, directa o indirectamen-
te.-

En el desarrollo de este capitulo veremos diversos tipos de vigas basados en estos criterios de

clasificacion.-

En el campo de la estatica se estudian las vigas isostaticas; se veran en este capitulo las de alma
llena ya que las vigas de alma calada son los reticulados que hemos analizado en el capitulo 5.-
Las vigas de alma llena son piezas prismaticas de eje generalmente recto cuya longitud es va-
rias veces mayor que sus dimensiones transversales, con capacidad para resistir, no sélo fuerzas
de la direccién de su eje, sino especialmente transversales al mismo.- Deben, por lo tanto, ser
disefiadas para cumplir este condicionamiento por cuanto las acciones dominantes que inciden
sobre ellas son fuerzas transversales.- Si el eje de la estructura no es recto sino que presenta quie-
bres como en los pértico, o es curvo como en los arcos, las fuerzas axiales pueden tener tanta o
mas incidencia que las transversales.-

El andlisis de una viga de alma llena se inicia representandola por su eje y trazando su diagrama
de cuerpo libre para determinar las reacciones de vinculo externo y establecer los esfuerzos inter-
nos que se desarrollan a lo largo del mismo; se determinan ademas los puntos para los cuales di-
chos esfuerzos alcanzan sus valores maximo y minimo, como asi también la posicién donde se
anulan.- Esto es de importancia ya que, en funcion de ellos y mediante la “Resistencia de Materia-
les”, se calcularan o verificaran las dimensiones de la seccion transversal de la viga.-

6.2.- ESFUERZOS INTERNOS EN ESTRUCTURAS PLANAS DE ALMA LLENA .-

Consideremos una viga simplemente apoyada AB sometida a cargas distribuidas y concentradas
coplanares con su eje, figura 6.1.- A efectos de generalizar las conclusiones para cualquier otro
tipo de estructura plana de alma llena sometida a cargas axiales y transversales, se considera que
las fuerzas concentradas actGian con direccion oblicua al eje.-

Pongamos en evidencia las reacciones externas y tracemos el diagrama de cuerpo libre de la viga,
gue se encontrara en reposo bajo la accién de un sistema de fuerzas en equilibrio.- Practiquemos
un corte s-s normal al eje ; para restablecer el equilibrio en los dos tramos en que ha quedado
dividida la viga se deben aplicar las interacciones que existian entre las particulas adyacentes al
corte antes que se practicase el mismo.- Para ello en la cara izquierda del corte se deben aplicar las
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acciones que la parte derecha de la viga le transmitia a través de todos los puntos de la seccién de
corte.- Viceversa, en el tramo derecho se deben aplicar , sobre la cara de corte, las acciones que

recibia de la parte izquierda.-

o NS

T

Fl FE

Fig. 6.1

Estas interacciones constituyen dos sistemas de
fuerzas iguales y opuestas, distribuidas en ambas
caras del corte, y pueden ser reducidas a sus resul-
tantess R; y Ry situadas en el plano vertical de
simetria que contiene a las fuerzas exteriores y al eje
de la viga.- Son iguales y opuestas y se designan
reaccion interna en la seccién S-S de la viga.- Ob-
sérvese, figura 6.1, que Ry es la equilibrante de la
solicitacién izquierda, es decir, del conjunto de fuer-
zas que actdan en el tramo de viga situado a la iz-
quierda del corte; de igual modo R; es la equilibran-
te de las fuerzas externas que solicitan al tramo dere-
cho de la viga (solicitacion derecha).- Dado que son
iguales y opuestas, resulta R; equivalente a la soli-
citacion izquierda y Ry es equivalente a la solicita-
cion derecha.-

En la figura 6.2. se ha ampliado en proyeccién axo-
nométrica el tramo derecho de la viga mostrando el
diagrama de cuerpo libre luego de trasladar la reac-
cion interna R; desde el punto K, de interseccién
con el plano de la seccién, al baricentro C de ésta.-
En este punto se la expresa mediante un sistema

fuerza-par equivalente formado por su momento M respecto a él y sus componentes rectangu-
lares N y Q seguin la normal al plano de la seccion (el eje de la viga rectilinea en este caso) y la
recta de interseccion del plano de las fuerzas con el plano de la seccion.- Frecuentemente esta
recta coincide con uno de los ejes principales de inercia por la condicién de simetria que se le ha
asignado al plano vertical continente de las fuerzas.- Las tres componentes de la reaccion interna
M, Q, N, expresadas cada una de ellas por dos elementos iguales y opuestos segun se conside-
re la cara izquierda o derecha del corte, se denominan esfuerzos internos o caracteristicos en la
seccidn transversal considerada.- A cada uno de ellos se lo denomina y define del siguiente mo-

do:
\y Plano vertical de simetria con—
~. tinente del eje de la viga y
del plano vertcal de las fuerzas
Fo
NN -
I\
| N
- i N S W B AN
1 B X
_____________________ —
N
R N
‘ \Z Fig 62 B
= o ~

e EI momento flector o flexor M en una seccidn transversal de las estructuras planas de alma
llena es el momento respecto a su baricentro de la resultante de las fuerzas internas que se des-
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arrollan en ella.- Numéricamente es igual a la suma algebraica de los momentos respecto a C
de las fuerzas exteriores que actdan a uno u otro lado de la seccion considerada.-

El esfuerzo de corte, tangencial o de cizallamiento Q en una seccidn transversal de las estruc-
turas planas de alma llena es la proyeccion sobre el plano de la seccion de la resultante de las
fuerzas internas que se desarrollan en ella.- Numéricamente es igual a la suma algebraica de
las proyecciones sobre dicho plano de todas las fuerzas exteriores que actan a uno u otro
lado de la seccidn considerada.-

El esfuerzo axial, axil o normal N en una seccién transversal de las estructuras de alma llena,
es la proyeccion sobre el eje normal al plano de la seccion de la resultante de las fuerzas inter-
nas que en ella se desarrollan.- Numéricamente es igual a la suma algebraica de las proyec-
ciones sobre la normal a dicho plano de las fuerzas exteriores que actian a uno u otro lado
de la seccion considerada.-

N2
:

Fig 6.3
la figura 6.3 se han graficado los esfuerzos internos positivos y en la 6.4 las componentes de
solicitaciones izquierda y derecha que los originan.- Veamos los signos de los esfuerzos inter-

nos:

6.3

6.3

M M
El momento flector en la seccion s-s de la (‘ ‘\
viga se considera positivo si el momento re- ‘
sultante de las fuerzas exteriores a la iz-
quierda de la seccion es horario (y el de las ‘
fuerzas de la derecha antihorario).- En caso Q 's
contrario el momento flector es negativo.- El S‘
efecto fisico de las fuerzas exteriores que ori- § ‘

ginan momentos flectores positivos consiste !

en curvar la viga con la parte convexa hacia 's
abajo, lo que significa que tracciona sus fibras e
inferiores y comprime las superiores.- De aqui
se deduce otra regla para el signo de los mo-
mentos flectores: el momento flector se con-
sidera positivo si en la seccion considerada
sus fibras inferiores son traccionadas, y ne- Fig. 6.4

gativo cuando son traccionadas las superio-

res.-

El esfuerzo cortante en una seccidn s-s de la viga se considera positivo si la proyeccién so-
bre su plano de la resultante de las fuerzas exteriores actuantes a la izquierda de la seccion,
esta dirigida hacia arriba (y la de las fuerzas de la derecha hacia abajo).- En caso contrario el
esfuerzo de corte se considera negativo.- El efecto fisico de las fuerzas externas que originan
esfuerzos de corte positivos consiste en tender a cortar la viga segun la seccién s-s desplazando
la parte izquierda hacia arriba y la derecha hacia abajo; sera negativo en caso contrario.-

El esfuerzo axial en una seccion s-s de la viga se considera positivo si las fuerzas exteriores
gue actdan a uno u otro lado de la seccion tienden a alargar la viga traccionandola, en
cambio es negativo si las fibras son comprimidas.-

- VIGAS CON CARGAS CONCENTRADAS .-

.1.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA.-
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Sea la viga de la figura 6.5 sobre la que actla un Unica carga concentrada.- Se trata de establecer
cémo varian los esfuerzos internos en las sucesivas secciones transversales existentes a lo largo de
su eje.- Esto se puede resolver gréfica o analiticamente; se vera en primer término el proceso ana-
litico.-

Se traza el D.C.L. y se determinan las reacciones de vinculos externos:

F
(0% o A = F—b B = E
L L
4; ‘ *ge Si se consideran ahora dos secciones genéricas, una de
Z z abscisa x; situada en cualquier punto entre Ay D, y la
L otra de abscisa X, ubicada en cualquier posicion entre D y

e B.-

| Aplicando la definicion de esfuerzo de corte en la seccion
D | T 5 de abscisa X, , se observa que a su izquierda actda la reac-
|
|
|
|
|

cién A que, por ser normal al eje, se proyecta en toda su
magnitud sobre el plano de la seccién, por lo cual

Xz Qx1 = A

Esta expresion es valida para cualquier seccién compren-
dida entre los puntos de aplicacién de Ay de F ; si se
representa graficamente esta funcion se obtiene un recta
paralela al eje de referencia situada a la distancia A del
Fab/L mismo en sentido positivo.- Para la seccién de abscisa x,
se tiene:

Fig. 6.5
Qx = A-F=-B

Su gréfica es otra recta paralela al eje de referencia trazada a la distancia B en la zona negativa.-
Se adoptara llevar los esfuerzos cortantes positivos hacia arriba de la recta de referencia y los
negativos hacia abajo.-

El diagrama trazado se designa diagrama de esfuerzos cortantes y sus ordenadas nos dan el valor
del mismo en correspondencia a la seccion que se desee.- Obsérvese que en los tramos de viga
donde no hay carga el esfuerzo de corte se mantiene constante en un valor perfectamente determi-
nado; en cambio, en correspondencia con los puntos de aplicacion de las fuerzas concentradas no
tiene un Unico valor sino que experimenta una brusca variacion.- En los puntos A, D , B de apli-
cacion de fuerzas, tedricamente puntuales, se define el valor del esfuerzo cortante en puntos infini-

tamente proximos a ellos, tanto a su izquierda como a su derecha, utilizando las funciones que se
han obtenido més arriba.- Se tendra entonces que inmediatamente a la derecha del punto A seré:

Qader =1im Qxy (parax; —>0)= A
que se designa simplemente Q, .- Aproximandonos al punto D por su izquierda sera
Qoizg = liM Qxs (parax; > a)= A
Aproximandonos a D por la derecha, tendremos:
Qpger = M Qx, (parax, »>a) = A-F =-B
Alcanzando el punto B por su izquierda sera
Qsizg = Qg = limQyx, (parax,—>L)= A-F=-B

El momento flector respecto al baricentro de las secciones de abcisas X; y X, sera:

160



N
= Capitulo 6 : Analisis de vigas de alma llena

+. My = A. X
Mx2 = A.X2 'F(Xz'a) = B(L'Xz)

Representando graficamente estas dos funciones lineales se obtiene el diagrama de momentos
flectores que se dibujara por debajo del eje de referencia siguiendo la convencion de representar
los momentos positivos del lado de las fibras traccionadas y los negativos del lado de las fibras
comprimidas.- Para la construccion del diagrama se adopta una escala de momentos adecuada.-

En particular se observa que en los apoyos el esfuerzo de corte tiene los valores de las respecti-
vas reacciones.- El momento flector en ellos es nulo ya que, al no haber fuerzas del sistema a la
izquierda de A o a la derecha de B, la expresion algebraica del momento flector respecto al punto
A (o al B) coincidira con la ecuacién general de equilibrio > Ma=0(0 2 Mg=0).-

En correspondencia con la carga F el esfuerzo de corte varia bruscamente pasando por el valor
cero y cambiando de signo positivo a signo negativo.- En el punto que esto sucede el momento
flector pasa por su valor maximo, cuya expresion es:

+4 Mp = Mpsy = A.a = Fab/

Si la carga actuase en la mitad de laviga (a=b =% L), se tiene:

M ax = F'%

Graficamente se procede del siguiente modo, figura 6.6 : se representa vectorialmente la fuerza

F; se adopta un polo O y se demarcan los rayos polares 1y 2.- Se trazan los lados 1'y 11 del funi-
cular de F cerrandolo con la linea de cierre L.C.- La paralela a ésta por O determina las reacciones
AyB.-

F

El diagrama formado por los la-
dos 1 y Il (funicular de la carga o VA

D

ra
fuerza activa) referido a la linea & rxl B
de cierre L.C., constituye el dia- | "x e
grama de momentos flectores @ ?:[E// 11
expresado en la escala: y
I X2

Escalade M = h (cm) . Escala de M nax
fuerzas . Escala de longitudes

]

Efectivamente, el momento My, de @ F
la reaccion A respecto al punto de ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘é‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
abscisa x; constituye el momento

flector en la seccion; graficamente, Fig 6.6

de acuerdo al apartado 2.8.4., dicho momento My, estd expresado a escala por el segmento deter-
minado sobre la paralela a la reaccién A, pasante por el punto de abscisa x;, por las intersecciones
de los lados L.C. y I que constituyen el funicular de esa reaccion.- De igual modo el momento
flector en la seccion de abscisa x, esta dado por el momento, respecto al baricentro, de las fuer-
zas Ay F; graficamente el momento de estas dos fuerzas (o lo que es lo mismo de su resultante)
queda determinado sobre la vertical pasante por el punto de abscisa x, por el segmento My, defi-
nido por las intersecciones de los lados extremos del funicular correspondiente a esa dos fuerzas
(L.C. y II).- En conclusidn el lado | del funicular referido a la linea de cierre (entre Ay D) y el
lado 11 referido también a la L.C. (entre D y B) constituyen el diagrama de momentos flectores.-
Obsérvese que la linea de referencia esta dada por el lado del funicular paralelo al rayo polar pa-
sante por el origen de la resultante de las fuerzas situadas a la izquierda de la seccién considerada.-

[sel]

El signo del momento flector, para las convenciones y ubicacion del polo adoptadas (a la derecha
del poligono de fuerzas), es positivo cuando el funicular de las cargas esta abajo de la linea de
cierre y negativo en caso contrario.- Ello se comprueba facilmente si nos fijamos en la seccién de
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abcisa x; y observamos que la reaccion A tiende a producir un giro horario alrededor de su bari-
centro o traccion en las fibras inferiores.-

El diagrama de esfuerzos de corte se obtiene sumando algebraicamente las fuerzas de izquierda
a derecha y graficando esa suma.- Recuérdese que por ser las fuerzas externas perpendiculares al
eje se proyectan en toda su magnitud sobre el plano de la seccién.-

Obsérvese nuevamente que entre fuerza y fuerza concentrada el esfuerzo de corte se mantiene
constante y el momento flector varia linealmente.- En correspondencia con los apoyos el mo-
mento flector es nulo y maximo en la seccién donde actla la carga ; el esfuerzo cortante alcan-
za valores extremos en los apoyos y pasa por cero en correspondencia con la seccion donde
actUa la carga.-

Si tuviésemos la viga cargada con varias fuerzas concentradas :

Se construye, figura 6.7., el funicular de las cargas que permite determinar las reacciones de vin-
culo vy, referido a la linea de cierre, constituye el diagrama de momentos flectores.- Si se quisiera
referir el diagrama a una recta horizontal se toma un nuevo polo O’ sobre la horizontal trazada por

e = el origen de la primer

o'l

E

N

fuerza exterior aplicada
a la izquierda de la
D viga, en este caso el
| o> b () 5 A N origen de la reaccion
G A, y se traza el funicu-
0 lar correspondiente al
nuevo polo O’ cuya
linea de cierre es hori-
zontal.-

7

®

7.
r——u
c .
+
II v

e 7 M ma

o e El diagrama de esfuer-
ITTTTI T 'JW'J'L’I’ zos cortantes se obtiene

en la forma ya explica-
da: sobre la recta de
— accion de la reaccion A
y a partir de una recta
= horizontal de referencia

@ ~ |k
se lleva, en escala de
1] = fuerzas, un segmento
representativo de su
intensidad y se traza
una paralela al eje de
referencia hasta inter-
ceptar la recta de ac-
Fig. 6./ cion de Fy : esta recta
representa el esfuerzo de corte entre las fuerzas A y F; .- A partir de esta interseccion se resta F; y
se traza una nueva recta paralela al eje x de referencia hasta interceptar F, .- Se prosigue restando
F,, Fs y F, en correspondencia con sus respectivas rectas de accién desde la recta representativa
del esfuerzo de corte en el tramo inmediato anterior.- La reaccion B, positiva , cierra este diagra-

ma.-

[~~~ /M ma

>
=T

~

Obsérvese que la poligonal representativa de los momentos flectores tiene sus vértices en corres-
pondencia con los puntos de aplicacion de las fuerzas concentradas.- EI momento es nulo en los
apoyos, y el valor maximo corresponde al punto de aplicacion de la fuerza que cambia el signo
del esfuerzo de corte o sea, que en ese punto el esfuerzo de corte pasa por el valor cero.- Los
valores extremos del esfuerzo de corte se presentan en correspondencia con los tramos adyacen-
tes a los apoyos.-
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Estos trazados graficos tienen valor didactico pero, generalmente se opera en forma analitica.- Si
genéricamente designamos F; las fuerzas activas, y a; . b; sus distancias a los apoyos A y B respec-
tivamente, las reacciones valen :

A_Zl\/li3 D Reby B_ZML\ D Ra
L L L L

Se calcula luego el esfuerzo de corte en los tramos comprendidos entre las fuerzas actuantes su-
mando algebraicamente las fuerzas externas situadas a la izquierda y se hace la representacion
gréfica:

Qx1=A Qxe=A-F Qxs=A-F.-F
Qua=A-Fi-F-F Qxs =A-F,-F,-F3-F,=-B

En donde x; es la abscisa de una seccién cualquiera que esta ubicada entre A y el punto de aplica-
cion de F; ; x, , abscisa de un seccidn ubicada entre F1y F, ; xzentre F, y F3 ;x4 entre Fsy Fy ;
Xs entre F, y B.-

Entre dos fuerzas sucesivas los momentos flectores varian linealmente, se calculan respecto a los
puntos de aplicacion de aquéllas y se representan a partir de una recta paralela al eje de la viga.-
Para los apoyos y puntos de aplicacion de las fuerzas se tiene las siguientes expresiones:

+. MA =0
M; =Aq
M, =A.a, - F; (a2 -a;)
Mz = Mpax = Aaz- Fi (az-a1) - F2 (a3 -a2)
My=Aa,-F; (a4 -a ) -F (a4 'az) - F3 (a4 -ag) =B.b,
MB =0

Obsérvese que cuando se establece el signo de Qxs y de M, en base al sentido geométrico de las
fuerzas situadas a la derecha de la seccion considerada, las reglas dadas en el apartado 6.2.
implican cambiar el signo que resulta de aplicar la convencién adoptada para las fuerzas de la
izquierda.- Este cambio de signo corresponde cuando se lo establece con criterio geométrico, es
decir si el giro es horario o antihorario; no corresponde en cambio cuando se lo hace por el
efecto fisico es decir si las fibras traccionadas son las inferiores o las superiores.-

6.3.2.- VIGA EMPOTRADA .-

Consideremos una viga libre en el extremo izquierdo A y empotrada en el derecho B, sometida a
cargas concentradas normales al eje de la viga, figura 6.8.-

Construyamos el poligono de fuerzas activas y con polo O ubicado sobre la horizontal pasante por
el origen de la primer fuerza de la izquierda F; , se traza el funicular I-11-111-1V.- La adopcién de
la posicién indicada para el polo tiene por Unico objeto que la linea de referencia del diagrama de
momentos sea horizontal ; la construccion es vélida con otros polos con la diferencia que la linea

de referencia no sera hori-

)

7 5L 7, zontal.-
A B \ m,
x = El funicular 11-111-1V refe-
v 1=5 .
o rido al lado I nos represen-

; ta el diagrama de momen-
tos flectores.- Efectivamen-
te, consideremos una sec-

. cioén cualquiera de abscisa x
; el momento flector respec-
to a ella estd determinado

I
} ) por el momento de las fuer-
N]
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zas F; y F, situadas a la izquierda de la seccion; este valor graficamente esta dado por el seg-
mento My determinado sobre la vertical pasante por la seccién, por los lados 11y | correspondien-
tes a los rayos polares pasantes por el extremo y el origen de la resultante de las fuerzas F; F, .-
Para una seccidn situada entre las fuerzas F; y F, los lados correspondientes seran Il y | , y los
lados IV y | para las secciones comprendidas entre F; y el extremo B.- Resulta entonces que en la
viga empotrada en el extremo derecho el diagrama de momentos queda referido al primer lado
del funicular de las fuerzas activas que corresponde al rayo polar pasante por el origen de la
resultante de las fuerzas situadas a la izquierda de la seccion considerada.- El signo sera negati-
VO ya que hay traccion en las fibras superiores, y la ordenada sobre la vertical de B representa el

momento de empotramiento Mg .-Todos estos valores se miden en la escala que resulta de acuer-
do a la distancia polar, escala de fuerzas y escala de longitudes.-

Analiticamente este diagrama se obtiene calculando los momentos flectores respecto a los puntos
de aplicacion de las cargas concentradas y representando graficamente los resultados.- En parti-
cular se tiene:

+.J MA:0
Myx=-F;.X - FQ(X'ag)

MB:-Fl.L 'Fz.bz 'F3.b3 = - mB

El diagrama de esfuerzos cortantes se deduce con facilidad de la figura 6.8.-

Consideremos ahora la
viga con el empotramien-
A to en el extremo izquier-
do y libre el extremo de-
recho, figura 6.9.- Cons-
s o truimos el funicular de
= las fuerzas activas: se
" toma el polo en corres-
7 pondencia con la hori-
T zontal pasante por el ex-
A tremo de la Gltima fuerza
| de la derecha si queremos
que la linea de referencia
sea horizontal.-
El poligono de todas las fuerzas, activas y reactivas, es cerrado por cuanto el origen de la primer
fuerza A, y el extremo de la ultima F, son coincidentes.- En cambio el poligono funicular es abier-
to lo que significa que el sistema de fuerzas se reduce a un par medido por la ordenada en A que,
infinitamente préximo y a su derecha, nos representa el momento flexor .- Concentrado en A esta

>

Fig. 6.9

aplicado el par de empotramiento, My , que cierra el funicular y equilibra el sistema de fuerzas.-

En el tramo de viga comprendido entre Ay F; los momentos flectores estan representados por las
ordenadas comprendidas entre los lados 1 y 111 ya que ellos constituyen los lados extremos de la
Unica fuerza situada a la izquierda de la seccion, A .- Entre los puntos de aplicacion de F; y F,
los momentos flectores quedan dados por el lado Il referido al Il por constituir ellos el funicular
de las fuerzas situadas a la izquierda, A y F.- Es decir que cuando el empotramiento esté en el
extremo izquierdo de la viga, el diagrama de momentos flectores queda dado por el funicular de
las fuerzas activas referido al ultimo de los lados, que es el correspondiente al rayo polar pasante
por el origen de la primer fuerza izquierda A, coincidente con el extremo de F, Ultima de la dere-
cha.-

6.3.3.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON EXTREMOS VOLADOS. .-
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Sea una viga rectilinea en que los apoyos no estan situados en los extremos sino en puntos inter-
medios, de modo que sus extremos quedan en voladizo cargada con un conjunto de fuerzas con-
centradas, figura 6.10.-

Con polo O cualquiera se construye el funicular de las fuerzas activas exteriores denominadas
cargas; las intersecciones de su primer y Gltimo lados con las rectas de accion de las reacciones de
vinculo determina la linea de cierre del funicular que permite establecer el valor de A y B.- El
funicular I1-111-1V-V referido al primer lado en el voladizo izquierdo, a la linea de cierre en el
tramo de viga comprendido entre los apoyos A y B, y al ultimo lado VI en el voladizo derecho
constituye el diagrama de momentos flectores: esto se deduce del analisis de la determinacién
grafica del momento flector en las secciones de abscisas x; , X, , X3 en forma similar a la realizada
en las vigas vistas anteriormente.-

En el gréfico se han indicado dos procedimientos para horizontalizar el diagrama de momentos
flectores:

a) Trazado el funicular de polo O y determinadas A y B se construye un nuevo funicular utilizan-
do tres polos: O, para el voladizo izquierdo en correspondencia con la normal a las fuerzas pasante
por el origen de la primera de la izquierda, F; ; O, para el tramo de viga entre apoyos en corres-
pondencia con la normal en el origen de la primer fuerza actuante a la izquierda de este tramo, A ;
O; para el voladizo derecho tomado sobre la normal a las fuerzas en el extremo de la Gltima fuerza
actuante en el voladizo derecho.-

b) Determinadas las reacciones utilizando el poligono de polo O, que llamaremos poligono auxi-
liar, se construye un nuevo poligono de fuerzas llevando a éstas en el orden que se presentan en la
viga de izquierda a derecha y se toma el polo O* en correspondencia con la normal en el origen de
la primer fuerza de la izquierda.- Obsérvese que al estar las fuerzas externas ordenadas de izquier-
da a derecha la linea de referencia Unica para todo el diagrama esta dada por el lado del funicular
correspondiente al rayo polar pasante por el origen de la resultante de las fuerzas que estan a la
izquierda de la seccidn, coincidente con el origen de F; primer fuerza izquierda.-

Sobre el diagrama de esfuerzos cortantes ilustra claramente la figura 6.10. el procedimiento de
trazado que es repeticion de los efectuado anteriormente.-

! - Le
_ _ _ — A B -7 0y
h s Fa E P Fs
1 a SE B SS
X1
7 | o
X3 B
| o s

|
| | v v |
| Ma M
| Me | M3 =Mmax ?
|
® ) € €] —
| | |
' - |
| P | |
|
@ _
| ® z = |
| 3 A
= - 3
TET N O] e [ |
| |
N ax | Oxz T, | B[] = |
B || G 0"
Fl F 5
2
- ‘ |
F
Fig. 610 4

165



N
Estatica aplicada Autor Ing. Raul Salvador LLano =

Para efectuar el calculo analitico designemos como 1-2-3-4-5 los puntos de aplicacién de las
fuerzas F; - F; - F3 - F4 - F5 respectivamente.- Ademas la adicion del subindice izq o der es para
indicar un punto inmediatamente a la izquierda o a la derecha del punto de aplicacion de la fuerza
ya que, en correspondencia con éste el esfuerzo cortante no posee un valor Unico.-

Reacciones: (Se toman como positivos los momentos horarios)
ZMA:'Fl.L1+F2.az+F3.a3+F4.a4'B.L+F5(L+L2):0

_ —-RL+Fa, +FRag+Fa, +F(L+L,)
- L

B

ZMB:'Fl(L+L1)'szz'ngg'F4b4+F5L2+A.L:O

_R(L+Ly)+FRb, +Fby+Fb, -FKL,
L

A

Esfuerzos de corte:
Q1der = - F1 = Qaizg
Qader = -F1 + A = Qaizg * A= Qaizg
Qader = - F1+ A - F3 = Qaizg - F2 = Qaizg
Qader = - F1+ A-F; - F3= Qsizg - F3 = Quig
Qader =-F1+ A-F;y - F3- F4 = Quizg - F4 = Qgizg
QBder =-F1+A-Fy-F3-F; + B=Qgizqg+ B=Qs1,g=-Fs

La ultima expresion nos muestra que los esfuerzos internos, en este caso Qgger = Qsizg = - F5 , S€
pueden obtener tanto con las fuerzas situadas a la izquierda de la seccion como con las de la dere-
cha cambiandoles el signo propio, tal como expresan las definiciones y signos de esfuerzos inter-
nos, apartado 6.2.- Ademas, recalquemos que si al esfuerzo de corte inmediatamente a la izquier-
da de una fuerza le sumamos algebraicamente el valor de ésta, se obtiene el esfuerzo de corte
inmediatamente a su derecha.-

Momentos flectores:

+.J M]_:O
MA:'Fl.Ll
M2='F1(L1+az)+A.ag
Mg=-Fi(Li+ag)+Aaz-F(a3-a;)
My= B.by-F5(L2+hyg)
Mg=-Fs.L;
M5=O

6.3.4.- VIGA GERBER RECTILINEA. -
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Fig. 6.11
Sea la figura 6.11. que representa una viga articulada o Gerber con tres cargas concentradas.-
Construimos el poligono de fuerzas y con polo O cualquiera construimos el funicular de las fuer-
zas activas I-11-111-1V demarcado con trazo lleno.- Si se recuerda lo visto en el apartado 3.2.1.4 , el
funicular de las fuerzas reactivas intercepta al lado 1V en D’ y al 11l en A’,; determinando el lado
y que intercepta la vertical de C en C’; quiebra en C’ y corta al lado Il en A’;, los que definen el
lado B que, a su vez, intercepta la vertical de B en B’ ; quebrando en B’ determina con A’ el lado

o .-

La poligonal a-B-y forma el funicular de las reacciones y sus lados constituyen las lineas de cierre
correspondientes a cada uno de los tramos entre apoyos.- El funicular I-1I-111-1V de las fuerzas
activas referido al de las fuerzas reactivas a - B - y determina el diagrama de momentos flectores
en laescala

h(cm) x dm/lcm x gkg/1cm

Para horizontalizar este diagrama se puede recurrir a un nuevo funicular de la totalidad de las
fuerzas exteriores, activas y reactivas, tomadas en el orden que se presentan en la viga recorrién-
dola de izquierda a derecha con polo en la normal a las fuerzas pasante por el origen de la primer
fuerza de la izquierda.- Mas practico resulta calcular analiticamente las reacciones en los apo-
yos y el momento flector en éstos y en los puntos de aplicacion de las cargas efectuando luego
su representacion grafica sobre una recta horizontal de referencia.-

6.4.- VIGAS CON CARGAS DISTRIBUIDAS.-

6.4.1.- RELACIONES ENTRE CARGA, ESFUERZO DE CORTE Y MOMENTO FLECTOR.-
Consideremos y aislemos un tramo dx de la viga de la figura 6.12.; sobre ella actia una carga

repartida cuya intensidad p varia en forma continua en funcion de la abscisa x de la seccién consi-
derada, es decir que:

px = f(X)
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En tanto no cambie la funcion px = f(x) o no actle una fuerza o par concentrados, el esfuerzo
cortante Q y el momento flector M varian también en forma continua con la posicion x de la sec-
cion:

Qx = fi(x) Mx = f2 (X)
La presencia de un par concentrado interrumpe solo la continuidad de la funcién M, no la de Q.-

Las tres variables p, Q y M, estan ligadas por las relaciones que deduciremos a continuacién.-
Supongamos conocidos los diagramas de esfuerzos cortantes y momentos flectores ; sean Q y M
los esfuerzos internos en una seccién transversal s-s de abscisa x ; Q+dQ y M+dM los esfuerzos
internos en una seccidn s’-s’ ubicada a una distancia dx de s-s; dP = p.dx la carga que actta sobre
el tramo infinitésimo dx.- Este elemento se encuentra en equilibrio bajo la accion de la carga dP =
pdx vy los esfuerzos internos: Q y M en las cara s-s; Q+dQ y M+dM en la cara s’-s’.- Por lo
tanto:

2Y=Q-pdx-Q-dQ=0
Simplificando queda:
dQ = - p.dx

Ecuacién que integrada por una parte y ordenada por otra, establece que:
Q=-[pox +C; (@

_d&Q

dx @

p:

Obsérvese que en la (2) la intensidad de carga y la derivada del esfuerzo de corte tienen distintos
signos: esto es debido a que la primera se ha tomado con el sentido correspondiente al peso de los
cuerpos (hacia abajo), y el segundo con el sentido positivo que se ha convenido (hacia arriba).-

Si se toma momentos respecto al baricentro de s’-s” considerando positivos los momentos hora-
rios:

+.J ZMS:M+Q.dx-p.dx.d7X-M-dM:O

Simplificando y despreciando infinitésimos de segundo orden, se obtiene:

p +d
b
2 ,©
> pax = M M+oM
A B
= X—= [=—odXx
1
_ T b y
S g NE s f
_ @ a dP= pdx Q+dQ
Q Q+d@ B
6}3 dx
M M+cM @
Zé @%
B

Fig. 612
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dM = Qdx .
M = j Qdx+C,  (3)
dM
=— 4
Q=" )
Derivando la (4) y sustituyendo por la (2) :
_dM_,
dx  dx?

Estas expresiones nos dicen que, en puntos del eje de la viga donde p, Q, y M varian segun fun-
ciones continuas, la derivada del esfuerzo cortante es igual a la intensidad de carga con signo
cambiado, y la derivada del momento flector es igual al esfuerzo cortante.- Inversamente, el
esfuerzo de corte es la integral de la intensidad de carga y el momento flector la integral del
esfuerzo cortante.- Por lo tanto las expresiones anteriores permiten, conocida la funcion que defi-
ne uno de los diagramas, establecer por integracién o derivacion, las otras.-

De las expresiones anteriores se obtienen las siguientes conclusiones:

a)

b)

c)

d)

De las ecuaciones (1) y (3) se deduce que en los tramos descargados ( p = 0) Q es constante y
M varia linealmente ; en los tramos sometidos a cargas distribuidas de intensidad constan-
te, (p =cte..), Q y M varian segun leyes de primero y segundo grado, respectivamente ; de
segundo y tercer grado si p = f(x) varia linealmente, y asi sucesivamente.-

En casos muy particulares de carga (se vera uno en el apartado 6.6) el esfuerzo de corte puede
ser nulo en una longitud finita de un tramo de viga; en este supuesto, Q = 0, por la (3) resulta
M = C,, y reciprocamente, si M es constante en un tramo resulta Q =0 por la (4).- Sin em-
bargo lo general es que el esfuerzo cortante sea distinto de 0 ( Q #0), pudiendo anularse
en una seccién particular de la viga pero no en un tramo de longitud finita ; entonces, por
la (3), M existe y es variable de donde se deduce que generalmente el esfuerzo de corte y el
momento flector se presentan acompafiados.- En este caso, la solicitacion de corte puro ( es
decir una solicitacion que origine esfuerzo cortante distinto de cero con momento flector nu-
lo) solo es posible en secciones aisladas de la viga (los apoyos por ejemplo en el caso de la
viga simplemente apoyada).-

Sin considerar los casos particulares de carga mencionados en b), de la ecuacién (4) se conclu-
ye que en aquellas secciones para las cuales, al crecer la abscisa X, se anula el esfuerzo cor-
tante (Q = 0) pasando de un valor positivo a uno negativo (caso de la figura 6.12.), el mo-
mento flector serd maximo ya que se anula la derivada primera de la funcién momento y su
derivada segunda es negativa (dQ<0 ;dx>0 ;luego su cociente (5) resultara negativo p<0).- Si
al crecer x el esfuerzo de corte pasa de un valor negativo a uno positivo, el momento flector
pasa por un minimo (dQ>0 ; dx>0 luego p>0) ya que su derivada segunda es positiva.-

Si no actdan cargas concentradas (como asi también en los tramos comprendidos entre dos de
ellas si las hubiese) y es conocida px = f (x), Q y M se pueden calcular mediante la (1) y la (3)
donde las constantes C; y C, se determinan por las condiciones extremas.- Usualmente se cal-
culan Q y M para secciones determinadas, o las funciones My = f, (X) y Qx = f; (X) para
una seccion genérica de abscisa x, utilizando las definiciones dadas en el apartado 6.2.-

Si en un punto de abscisa x se traza una tangente al diagrama de momentos flectores formara
un angulo o con la paralela al eje de referencia, figura 6.12.; por la (4) se tendra que su tan-

gente trigonométrica valdra: tang a = %—T = Q .- Esto, expresado en palabras dice que la

tangente trigonométrica del &ngulo que forma la tangente geométrica en un punto al dia-
grama de momentos con la paralela al eje de referencia, es igual al esfuerzo de corte en ese
punto.- En particular para el caso de una viga simplemente apoyada cargada en toda su longi-
tud, como la de la figura 6.12., los angulos que forman las tangentes extremas al diagrama de
momentos quedan dados por las siguientes expresiones:

tangoa = Qa =A
tangag = Qg =-B
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f) Cabe un razonamiento analogo para el diagrama de esfuerzos cortantes.- Por la (2) se tiene:

tang B = @ -p
dx
Que dice que la tangente trigonométrica del angulo que forma la tangente geométrica en un
punto al diagrama de esfuerzos tangenciales con la paralela al eje de referencia, es igual a la
intensidad de carga.-

Y en particular para los apoyos:

d
won= () oo,
X=X
d
waro=(2) o,
X=Xg

g) La formula (4) es valida en cualquier punto donde Q tenga un Unico valor bien definido, es
decir en puntos donde no estén aplicadas fuerza concentradas.-

6.4.2..- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA UNIFORME.-

Para tener una vision objetiva de los diagramas resolvamos en primer término en forma grafica
(figura 6.13.).- Construimos el funicular de la resultante P = p.I , lados I y Il .- Sabemos (apartado
2.10.4.) que la funicular de la carga distribuida p es un curva cuyas tangentes extremas, en A, Yy
By , son los lados del funicular de su resultante | y Il.- Para trazar tangentes intermedias aplicamos
métodos vistos en el apartado mencionado: consideremos a P como divisoria de cargas quedando
el diagrama de cargas dividido en dos diagramas parciales iguales ; Bajamos la vertical del bari-
centro de cada uno de ellos y donde interceptan a los lados I y Il, puntos H y K, tendremos dos
puntos de la tangente a la curva funicular en correspondencia con la divisoria de carga, C, .- Dado
que el diagrama de carga es un rectangulo los baricentros de los diagramas parciales se obtienen
dividiendo en dos las respectivas longitudes cargadas .-

Alternativamente podemos determinar directamente los puntos H y K dividiendo los segmentos Ag
C; y By C; en dos partes iguales.- Este proceso de dividir en dos partes iguales los segmentos de
tangentes extremas a un arco de la curva se puede proseguir hasta obtener el nimero de tangentes
deseado, siempre que la carga sea rectangular.- En el gréafico se ha trazado una tangente intermedia
en cada uno de los arcos Ag Cy y;Co By de la curva funicular.- Recordemos que siendo p = cte. el
diagrama de momentos seré una ;Larébola cuadrética y, p a propiedad geométrica de esta cur-

va sus tahgentes € mterW 1 Ulicado en la ordenada correspondiente a
la mitad de fa cuerda.- P=pl
7. 77
A B
L/2 L/2
1
L.C. ‘
B
A 0
0 L.C.
i U @
_ H Co K
A —
i P .
Cl
+
~—h
~ B
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Observemos que la tangente HK en C, es paralela al eje de referencia y por ello el &ngulo o.c,
es igual a cero por lo cual : tang o.co = Qco =0 ; y por lo tanto Mcy = My .-

Por ser p = cte. la (1) del apartado 6.4.1. impone que el diagrama de corte sea lineal y solo se ne-
cesita determinar dos de sus puntos.- En correspondencia con el apoyo izquierdo sera Qa=A Yy
en el derecho Qg = -B ; unimos con una recta y se tendra el diagrama de esfuerzos de corte.- Se
observa que por la simetria de la construccion el esfuerzo de corte se anula en el punto medio de la
luz de la viga en correspondencia con Myx .-

©
Al _——— |5
AN D
.. , 4 7077,
Otro procedimiento para el trazado de la paré- i N o 5
bola de segundo grado es el indicado en la figu- L/2 L2
ra 6.14. cuyos fundamentos se sintetizan a con-
tinuacion.- Consideremos determinadas las N B
0
tangentes extremas Ao C; y By C; y deseamos °
trazar una tangente intermedia en correspon-
dencia con la seccion de abscisa “a”.- Por esta

seccion trazamos la divisoria del diagrama de
cargas; determinamos los baricentros de los
diagramas parciales e interceptamos las tangen- A,
tes extremas en H y K, quedando determinada

la tangente intermedia en correspondencia con

la seccion de abscisa “a”, punto D.- Observe-
mos que H tiene por abscisa a/2 mitad de la de

D.- Es simple demostrar geométricamente la
relacion:

Fig. 614

a AyH CK

b HC, KBy
Esta relacion permite determinar el extremo K de una tangente intermedia cuando se ha fijado su
otro extremo.- El procedimiento constructivo se deduce de la figura.-

Efectuemos la determinacién analitica de los esfuerzos internos y de las tangentes extremas a
los diagramas M y Q, figura 6.15.-

i L i Las reacciones valdran:

1 A=B=%pL=%P

% px P=pL =8 ? Aplicando las definiciones de esfuerzo de
A — L-x 45 corte y de momento flector en correspon-
dencia con la seccion de abscisa X, se
Mx tiene:

@ Qx = A-px =% pL-px
- My =AX- pX.Yax =%p.Lx -¥% px

pL® /4

2 - .z .
_pL™/8 Por integracion se llega a igual resulta-
PL2 /2 Cy do:

px =p = cte.
Qx = Jp.dx+C1 =—-p.x+C;

Para establecer el valor de la constante
Al de integracion apliquemos la expresion
obtenida al punto A de abscisa x=0:

gl
O
X

Qx)x=0 = Qa=C; . Ci1=Qa=A
Qx =-px+% p.L

~ [ T 11

- B 171

=L/2
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Que nos da la ley de variacién de los esfuerzos de corte.- Para los momento flectores se tiene:

My = jQde +Cy =-%px® +%pLx+Cy
(Mx)x=0 = Ma =0 C,=0

My =-% px? +% p.L.x =% px (L-X)
que constituye la ley de variacidn de los momentos flectores.-

Se ha visto que en la seccion para la cual el esfuerzo de corte se anula, el momento flector se hace
maximo, apartado 6.4.1.c).- Llamando X, la abscisa de esta seccion se tiene:

Qxo=% pL-px=0 Xo=% L
Lo que nos confirma lo que ya habiamos obtenido por otras vias, y vale:

2 2 2

_ _pL®  pL pL
Myo = Mgy = —+—— ++— = —
Xo max 8 4 8

Para el trazado de los diagramas determinemos en primer término los segmentos By B1 y Ag A;
que permiten el trazado de las tangentes extremas, llamadas cruzadas de Ritter, figura 6.15.-

Es evidente, por condicion de equilibrio (2 Ma =0y > Mg = 0) y por tratarse de una viga sim-
plemente apoyada, que si se toma momento respecto al punto de aplicacion de una de las reaccio-
nes, el momento de la otra reaccion sera igual y opuesto al momento de la resultante de las fuerzas
activas.- En el caso de fuerzas paralelas (cargas verticales y apoyo mdvil horizontal, figura 6.15)
el segmento BB, representa, en valor absoluto, tanto el momento de la resultante de las fuerzas
activas como el de la reaccion A respecto al punto B.- Graficamente, el funicular de P de lados
AoB1y AiBy y el funicular de A de lados AgBy Yy A¢B; interceptan en By y By la vertical pasante
por el apoyo derecho B determinando el segmento BoB;; este segmento representa el valor absolu-
to del momento de P y de A respecto al apoyo B, apartado 2.8.4 .- Igual analisis cabe para el seg-
mento AyA; sobre la vertical de la reaccidn en el apoyo izquierdo A.- De lo expuesto:

BoBi=L.tangaa=L.Qa= A.L = P(L-Xc)
A()Al:L.tang(X.B:L.QB:B.L =P Xxc

Estas expresiones, en valor absoluto, son generales para cualquier diagrama de carga en vigas
simples con cargas verticales y apoyo movil horizontal, en donde A, y By son los puntos de tan-
gencia en los extremos de la curva representativa del diagrama de momentos flectores; A; y B; son
las intersecciones de las tangentes extremas con la vertical del otro apoyo; L la luz de la viga; Ay
B las reacciones de apoyo; P la resultante de la carga distribuida; Xc la abscisa del baricentro del
diagrama de cargay P(L-xc) y Pxc los momentos de P respecto a los apoyos By A.-

Resulta comodo tomar estos Gltimos (los momentos de P respecto a los apoyos Ay B) y llevarlos a
partir de los puntos de tangencia By y Ag en el sentido de P.- Los puntos B, y A; asi determinados
permiten el trazado de las tangentes extremas, AqB; Y BoAy, al diagrama de momentos flectores;
obtenidas éstas es posible trazar el nimero de tangentes intermedias que se desee por los procedi-
mientos ya descriptos.-
En el caso de carga rectangular, estas expresiones se simplifican:

p=cte ; Xc=%L ; P=pL ; A=B=%pL

BoB; = AyA, =A.L=B.L=%PL =% plL?
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La distancia de C; , interseccion de tangentes extremas, a la recta de referencia AyB, en su punto
medio, sera :

Y BgBy =% AgA, =¥ p.L?

Valor doble del maximo momento flector.- Aplicando estos resultados el procedimiento para el
trazado grafo-analitico consiste en calcular el Mys = p.L?/ 8 y se tiene la flecha de la parabola
que se lleva en la mitad de la luz de la viga.- Se duplica este valor, p.L? /4 y se obtiene la inter-
seccion C; de las tangentes extremas ; si unimos C; con Ay y By quedan trazadas dichas tan-
gentes.- Luego se puede completar la parabola por alguno de los métodos explicados.- Esto es
valido sélo para el caso de carga rectangular.-

6.4.3.- VIGAS EMPOTRADAS.- CARGA RECTANGULAR.- (Figura 6.16).-

i
e AR Tk ) ®
A p=

o  ——=

pl
L/2 L/E4—]

v ngm L

ﬁw»{ F*L/E

B
= h
@ Qxﬂ / o~ B=PL

el
o

mA
AL LT T [
P=pl
g X
e e }
)\\ MX* E |
I?(lA 5
I %M @ . -
b2 +— bL/4—]
~h
A=PL
o
Qx
Fig. 616
Viga libre en A'y empotrada en B Viga empotradaen Ay libreen B
SY=-pL+B=0 . B=plL SY =A-pL=0 .. A=plL
SMg=-% pL?+Mg=0..Mg=% pL? SMa=-Mpa+% pL2=0 .. Ma =% pL?
Qx =-p.x Qx=A-px = p(L-x)
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My =-% p.x° My =-p(L-x) % (L-X) = -% p(L-x)>
Qa=0 ; Qe=-pL=-B Qa=A=pL ; Qs=0
Ma=0 ; Mg=-% pL’=-Mp Ma= Ma=-%pl® ; Mg=0

Los sentidos supuestos en ambos graficos resultaron correctos.- Obsérvese que para obtener los
valores de los esfuerzos internos en puntos particulares, A y B, es indistinto usar las formulas
genéricas, Qx Yy My , introduciendo la abscisa correspondiente, o recurrir a la definicion del es-
fuerzo empleando las fuerzas izquierdas o derechas del punto considerado teniendo la precaucion
de cambiar el signo cuando se utilizan estas Gltimas.-

6.4.4.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON VOLADIZOS.-

En la figura 6.17., el dia- | T

grama de momentos flecto- |

res queda definido por la . 7 5 2

curva funicular referida al
primero y Gltimo lados del
funicular de las resultantes
parciales ( Py, Po, P, ) en
los voladizos izquierdo y
derecho respectivamente, y
a la linea de cierre en el
tramo entre apoyos.- Obsér-
vese que el diagrama de
carga se ha dividido en tres
diagramas parciales que
tienen , como divisorias de
cargas, las rectas de ac-
cién de fuerzas concentra-
das, las reacciones Ay B
en este caso.-

El trazado grafo-analitico
se describe a continua-
cién, figura 6.18.-

Las reacciones valen :

L=Li+Le+L=2L;

ZMBZO

_PG-Ly)
LO

C

ZMCZO

5o PGy
I—O

a) Voladizo izquierdo:
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Qa =0
MA=0
Qx1=-p-X1

MX]_ =-% p.Xl2
QBizg = - p.L1
Mg = - % p.L;?

tang oa — QA =0

b) Tramo entre apoyos:
Qpger =Qgig+tB ; Qx2=-pX; +B
Qcizg = Qder - P-Lo ;

(Qx2 )x2=x0=-PXo+B=0 . Xo= %

Mxz = - %2 px’ + B(Xz - L1 ) Mumax = Mxo = - %2 pXo” + B (Xo —L1)
¢) Voladizo derecho:
Qcder = Qcirg+ C=p.L> Qxz=p(L-x3) Qp=tangap=0
Mc =-%p.L° Mys = - % p( L - X3 )? Mp =0
Parametros para trazar las tangentes extremas del tramo entre apoyos:

ByBi=%p. L% (momento de la carga actuante en el tramo BC respecto al apoyo B).-

CoCi=%p. L20 ( momento de la carga actuante en el tramo BC respecto al apoyo C).-

L4 . .
H'Hy = p8—° (ordenada méaxima de la parabola de segundo grado con extremos en By y Cp ).-

Sobre una recta de referencia se llevan a escala los valores calculados de Ma - Mg - Mc - Mp ob-
teniéndose los puntos Ag , By, Co, Dy .- En los voladizos conocemos las tangentes en los extremos
libres ya que tang aa = tang ap = O; con ellas quedan determinadas también las tangentes en los
apoyos ya que se interceptan en la mitad de la longitud del voladizo.- Ay y By, Co y Dy con sus
correspondientes tangentes permiten el trazado de las dos parabolas cuadréaticas representativas de
los momentos flectores en ambos voladizos.-

Luego desde B,C, se “cuelga” la pardbola correspondiente a la carga uniforme actuante en el tra-
mo comprendido entre los apoyos; para ello se llevan en la escala de momentos los valores calcu-
lados para BoB; y CoC; que permiten el trazado de las tangentes extremas y consecuentemente de
la curva de momentos.- Esta construccion estd basada en el principio de la independencia de las

] P
7 7. @ 7 77 @ 7 , 777
P B R P=xP
L L L, L L L, a
] 175
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acciones y la superposicion de los efectos que se ilustra en la figura 6.19.-

6.4.5.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA PARCIAL.-

En la figura 6.20. se resuelve graficamente este caso.- La solucién analitica no ofrece dificultad.-

L
a c ‘ o —=
\ / _
_ A
A Y B i L.C
c/e c/e —
M 5 =
2 P >
Mma x v
@ L.C.
% 777777r
T MM/ 2
My U RN 77277L2 h
pc</8
Q
© 4
A Qe
A
B
Xo
Fig. 6.20

6.4.6.- VIGA GERBER CON CARGA UNIFORME.-

En la figura 6.21. se ha construido el diagrama de momentos flectores en base, en primer término,
a la construccién de una Unica curva funicular para toda la longitud de viga.- El funicular de las
reacciones se obtiene determinando las intersecciones de las verticales de los apoyos extremos y
articulaciones, con la curva funicular de la carga, apartado 3.2.1.4.- La medicion de las ordenadas
en correspondencia con los voladizos es imprecisa salvo que se tomen distancias polares peque-
fias.-

Es mas conveniente trazar una curva funicular para cada uno de los diagramas parciales que resul-
tan al tomar como divisorias de carga las rectas de accion de las reacciones de apoyo ; en el grafi-
co esté indicado el procedimiento seguido para trazar las tres parabolas cuadraticas referidas a un
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eje auxiliar horizontal A, Dy.- Las lineas de cierre se obtienen de igual modo que en el caso ante-
rior.- Recordemos que las curvas funiculares referidas al funicular de las reacciones determina el
diagrama de momentos flectores.- El trazado del diagrama de esfuerzos tangenciales como asi-
mismo la resolucion analitica no ofrecen novedad.-

L
—L, Lo L, —
> | _ j A
, P, 77 P, . P, ke B
_ _ _ _ B B a 1
A B C D 1

5

g | P 2
SESSull © y

s 111 =

P3
AU BO CD DU @ ﬁ
PLf/e4 o Y [PL§ /8
) Tl 14 ~ &
PLE/8
@

[l

@ j@\ ®

|

ol
Rl

el

Fig. 6.21

Lo préctico es trazar un esquema grafico con parabolas separadas para cada tramo; se calculan las
reacciones, momentos y esfuerzos cortantes en los apoyos y puntos de aplicacion de las cargas
estableciendo los maximos y minimos.- Si se quiere un grafico a escala se lo hace por el método
de puntos y tangentes utilizando los valores analiticos.-

6.4.7.- VIGAS SIMPLEMENTE APOYADAS CON CARGAS DISTRIBUIDAS VARIABLES
LINEALMENTE.-

A continuacion se trazan los diagramas de momentos flectores y esfuerzos cortantes para cargas
con diagrama triangular y trapecial.- Se los efecta utilizando la curva funicular de la carga y por
el proceso grafo-analitico: sobre el primero nada se agrega a lo expuesto anteriormente; y en cuan-
to al segundo, se desarrolla la secuencia operativa que a continuacién se detalla:

1. Determinacion de la resultante de la carga y su posicion.-

2. Determinacion de las reacciones de vinculo.-

3. Determinacién de la ley de variacién de la carga: px = f; (X)
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=

4,

5.

6. Calculo de xq, punto para el cual (Qx )x=xo = 0.-

7. Calculo del momento maximo: Mpysx = (Mx )x=xo -~
8. Determinacién de las tangentes extremas.-

9. Trazado de los diagramas.-

6.4.7.1.- Viga con carga triangular, figura 6.22.-

Carga total: P:p'TL
2.L
xcz?:a;b:L—xC:
Reacciones:
_Pb_P_pL
L 3 6
g_Pa_2, pL
L 3 3

Intensidad de carga:
_p.x

Pl

Carga a la izquierda de x:

pX
Py Z%DXX:%T
2
X
Qx:A'Px:%p-L_%pT
X
M= Ax =Py 2=
3
:1 L.x—lp'x
6 6 L

Operando por integracion seria:

Determinacion de la ley de variacion del esfuerzo de corte: Qx = f, (X).-

/6

Determinacion de la ley de variacion de los momentos flectores: My = f3 (X).-

1
A
LC

vl
n

Fig. 6.22

b P B -
Mx P=pL/ ~
A B
I
I ﬂ
® =S
i Mmax
Ao Bo
10
\E f//
pL®
PLE /3 7P
B1
Al‘*L/E"‘
O e
i ¢
Ox _
~ B
Xo

£y

(Q )0 =Cy = QA=A=%p.L

2

1p.x
Qx:‘J.deX-FCl:—EpL +Cl
1px? 1
=22 4oL
Q=" 6P
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3
My = [ Q,dx + C, :_%pli

+%p.L.x +C,

My )x=0=C,=0

Tangentes extremas:

tang Ba =pa=0
1 .2
By B; =P(L-xc) = Ep.L =AL=Ltang aa =L.Qa

Ao A1 =PXc =%p. ’=B.L=L.tangos = L.Qg
Momento maximo:

2
(Qx)x:xo:—l%+%p.|_=0 XO=L3~O.58L

2 L V3~

p.L?
My x = x0 = Mg = 2o
( X)X X0 max 16

Es decir que para determinar Ms Se puede sustituir la carga triangular por una rectangular de
intensidad igual a la mitad de la intensidad p de la triangular correspondiendo a la abscisa 0,58 de

la luz.- Esto no es valido para el momento en el resto de las secciones ni para los esfuerzos de
corte.-

6.4.7.2.- Viga con carga trapecial , figura 6.23.-

Dividiendo al diagrama trapecial en dos tridngulos rectangulos, se tiene:

Pi= —pa.L ; P,=—ps.L
L L 2 L 3 2 L 3

px:pA"'—pBlpA X

X X L _
QX:A_pL_pLZE[ZpAJFpB]_pAX_pB Pa x2

2 2 2L
1 2 1 X
My = AX-=paX—=X——=pP X—
g PAXGX =5 DX
L 1 2 Pg—Pa 3
My=—=[2pa +pglX—=paxs ——2—2x
X 6[ Pa pB] 2pA 6L
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Sustituyendo en la ecuacion de Q, , la variable x por X, e igualando a cero se obtiene una ecuacion
de segundo grado que resuelta da dos raices : se analiza cual es la real, es decir cual es la que
constituye una longitud que cae dentro de la luz de la viga, y se tendra el valor de x, para el cual
el esfuerzo de corte es nulo y el momento flector maximo.- Introduciendo xo, en la expresién de
M, se obtiene el momento maximo que solicita a la viga.-

1
_ A
A B L.C.
® : :
é P i
I 11
1 h
T 1 Ps
Pa L L
4
=-—VL/3 L/3 L/3—=
P P, ~
a B
I Dﬁ Py
=] X
i el | |
L/3/3/3
o —
e Fig. 6.23
@ Ao B,
Al & B
Mmax
_ B
Ay P—(pA+pE)L/2 1
Qx
A
AY B,
@ 2
A @ 3 L2
Xo | B B,
8 N
A ’ B,

Tangentes extremas: Determinandolas en base a los momentos de P respecto a los apoyos, seré:

2
By B1 =P (L-Xc) = Pa tPs L 2pa +Pp L U

> 0,+pp 3 6 [ZPA +pB]

_ _ PatPs , Pat+2pg L L7
AoAL=P . xc= L = =—[pp+2
0 A1 c > 0 ipg 3 6 [pA pB]

Debe recordarse ademas que las tangentes extremas al diagrama M se cortan sobre la recta de
accion de la carga resultante P.-

B,Bs;= L.tangBa= L.pa y A, A;= L.tang Bg = L. ps
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L.pa expresa una fuerza dirigida en el sentido de pa ; su mddulo se toma en la escala de esfuerzos
de corte y se lleva en su direccion y sentido a partir del punto B, : su extremo B; determina la
tangente Ay’Bs en el extremo izquierdo del diagrama Q.- Para la tangente en el extremo derecho
se lleva la fuerza L pg en sentido opuesto al suyo a partir de A,: su extremo A; determina la tan-
gente By” Az en el extremo derecho del diagrama.-

Recordemos también que las tangentes extremas al diagrama Q, por ser éste una parabola cuadra-
tica, se interceptan en la mitad de la luz.-

6.5.- VIGA CON CARGAS DISTRIBUIDAS Y CONCENTRADAS .-

1)
7

wal

Y

¢ B

\\\ je t9 7 b,y
N

P3

Fig. 6.24

Aplicando lo expuesto anteriormente se ha resuelto graficamente la viga representada en la figura
6.24.- Observemos que tanto para el diagrama de momentos como para el de esfuerzo de corte,
cada uno de los tres tramos determinados por las rectas de accion de las fuerzas concentradas A,
Fi, F», B, presentan leyes de variacion distintas; ademas en correspondencia con F; y con F; el
diagrama M presenta una discontinuidad (tangente doble) y en el diagrama Q el primero y segun-
do tramos estan definidos por dos rectas paralelas y el tercero por una parabola cuadratica.- Ana-
liticamente se calculan los momentos flectores en los puntos en que se presenta alguna particulari-
dad como ser: los puntos de aplicacién de una fuerza o par concentrados en él, la variacién de
intensidad o tipo de carga distribuida, etc. .- Se establecen las leyes de variacion de Q y de M, y
se determinan valor y posicion de los momentos y esfuerzo cortantes maximos y minimos.-

6.6.- VIGA CON CARGA INDIRECTA. -
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Las vigas estan cargadas frecuentemente de modo indirecto: las cargas actlan sobre vigas secun-
darias que se apoyan sobre la viga principal en puntos determinados, concentrando la transmision
de aquéllas en estos puntos.- En un entrepiso, figura 6.25., es frecuente que las cargas actlien sobre
losas (L) apoyadas sobre viguetas transversales o traviesas (T), las que a su vez estan sustentadas
por las vigas principales (V).- Las cargas que inciden sobre las losas se transmiten por las travie-
sas a las vigas principales como cargas concentradas.- Otro tanto sucede en puentes donde las
cargas recibidas se transmiten por largueros a vigas transversales apoyadas en las vigas principa-
les.- En techos de edificios los pares de las armaduras o cerchas reciben las cargas de la cubierta
por intermedio de las correas.-

En la figura 6.26.a) se esquematiza la estructura anterior mediante dos sistemas isostaticos: la
parte superior se asimila a una -r

viga Gerber EFGH con las articu- 1

laciones F y G en corresponden- B
cia con los apoyos intermedios.-
Con frecuencia los largueros son  # D
continuos constituyendo una viga
hiperestatica llamada continua.- ‘
La carga se transmite por las
traviesas (asimiladas a bielas) a === | == | —=7=—" VIGA GERBER
una viga simplemente apoyada, £ P G W PEb
AD, designada viga principal.-
Para establecer los esfuerzos ospd pd pd po oo pd 0.5pd
internos que se originan en la pd?/8 pd?/8 pd?/8
viga principal es necesario de-
terminar las acciones que recibe
de las viguetas.- Para ello se
puede utilizar alguno de los mé-
todos analiticos o gréaficos expli-
cados anteriormente; se expliqua
sintéticamente la siguiente se-
cuencia:

77774
m
al
[n]
T

pd Q
2

B c p VIGA PRINCIPAL

|
|

El diagrama de carga se ha toma-
do rectangular y se ha dividido en
diagramas parciales con rectas
divisorias pasantes por las vigue-
tas; se ha designado con la letra e M
“d ” la distancia entre éstas y con

“L” la luz de la viga principal

AD, figura 6.26.a).- \

pd 4 pd

Las reacciones en los apoyos de ool + pd
la viga Gerger EFGH se pueden

determinar por cualquiera de los Fig. 6.26a
procedimientos vistos: resulta

practico tomar cada uno de sus tramos como chapas separadas ya que, por simetria de estructuras
y cargas, se obtienen facilmente de sus D.C.L. :

RE=RH=1/2p.d ) R|:=RG=p.d

El diagrama de momentos flectores en cada uno de los tramos EF , FG , GH , consiste en una
parabola cuadratica de momento maximo igual a %p.d2 siendo la ordenada de la interseccion de

las tangentes extremas igual a ¥ p.d® .- Conocidas las reacciones y cargas el trazado del diagrama
de corte no ofrece dificultad.-
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Las reacciones obtenidas para la viga Gerber, cambiadas de sentido, constituyen las acciones que

recibe la viga principal en los puntos A, B, C, D.- Se tiene para ésta:

Carga total

p.L=3pd

Reacciones Ra=Rp =

MA:MD:0

Mg = Mc = Mpax = p.d® = $p.L?

Esfuerzos de corte Qa=Qgizg=pP.d ; Qe=Qcig=0 ; Qc=Qpixg=-p.d= _% p.L

Observemos la siguiente particularidad: las condiciones de simetria que presenta el sistema han
hecho que el tramo central de la viga principal comprendido entre B y C presente esfuerzo tangen-

cial nulo y momento flector constante: esta solicitado a flexion pura.-

Un analisis similar al efectuado para cuando la carga distribuida es transmitida indirectamente se
puede efectuar si las cargas fuesen concentradas.-

De lo expuesto extraemos las siguientes conclusiones que son validas para otros tipos de cargas

aplicadas indirectamente:

Si no se considera el peso propio de la viga principal, cada uno de los tramos comprendidos
entre dos viguetas consecutivas esta descargado.- Por lo tanto, siendo p = 0, en ellos Q es cons-

tante y M varia linealmente, cualquiera sea el tipo y la distribucion de la carga sobre las losas o

tablero.-

k77774

>

S]]

Fig. 6.26b

Acciones V.Gerker

‘ | Reacciones V. Gerber

l
jinel]

[n]
el

T
xyel]

Los esfuerzos internos en las diversas secciones son distintos de los que existirian si la carga
estuviese directamente aplicada, con excepcién de los momentos flectores en las secciones
ubicadas bajo las viguetas.- En ellas coinciden los momentos flectores causados por cargas
gue se trasmitan directa o indirectamente, con independencia del tipo de carga actuante.-

En el resto de las secciones los momentos flectores que originan cargas directas son mayores

que los producidos
por cargas indirec-
tas.- Esto se puede
evidenciar constru-
yendo el poligono
o curva funicular
de las fuerzas acti-
vas, cuyas lineas de
cierre estan dadas
por el funicular de
las reacciones se-
gun se vié en el
apartado  3.2.1.4:
estos dos funicula-
res representan los
momentos flectores
originados por car-
gas aplicadas dire-
cta o indirectamen-
te, figura 6.26.b).-
La diferencia
(4reas con rayado

intenso) corresponden a los diagramas de momentos de los tramos EF, FG, GH de la viga Ger-
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6.7.- VIGA CARGADA CON PARES.-

Se considera en primer término una viga simple sobre la que actlan pares concentrados en un
punto cualquiera situado entre sus apoyos, 0 en uno de éstos, o simultaneamente en uno y otro de
ellos.- A mas de los pares no se considera ningun otro tipo de carga: si la hubiese, sus efectos
pueden adicionarse por el principio de superposicion de los mismos.- En segundo término se desa-
rrolla el caso de una viga Gerber.-

Para trazar los D.C.L. colocando las reacciones con sus sentidos correctos, téngase presente que
tratdndose de una viga simple cargada en la forma indicada, las ecuaciones de equilibrio de mo-
mentos respecto a los apoyos determinan que las reacciones en éstos sean iguales y de sentidos
opuestos, formando una cupla que equilibre al par actuante o a su suma algebraica si fuesen mas
de uno.-

Sea, figura 6.27., un par aplicado en una seccién intermedia de una viga simplemente apoyada
siendo “a” y “b” sus distancias a los apoyos.- Se tiene:

+J YMa=M-BL=0 .. B= m/L
+1 YMg=-AL+mM=0 .. A= m/L
+1 YY=-A+B=-m/L+M/L=0
Msizg=-Aa ; Mser=-Aa+M=Bb

Mx1=-AX; ; Qx=Qx1=Qx;=-A=cte.

sz:B(L'Xz) ) MA:MB:0

eI
I Rm
a ‘/ o B
A
L
Mx 1
Mxo
M
ﬁ‘rﬂﬁﬂiﬂ (EEE==c
Gy Qo
Se
A
Fig. 6.27

184



N
= Capitulo 6 : Analisis de vigas de alma llena

Sea, figura 6.28., el par aplicado en uno de los apoyos:

+1 X Mpa=0=Mg-BL .. B=Mpg/L
+J YMs=0=-AL+Mg .. A=Mg/L

+7 YY=-A+B=-Mg/L + Mg/L=0

Qx =- A =Qgig=-B=cte.

MX=-A.x=—mB%

Ma=0 ; MBizq:AL:'mB
] o
B
/Ai 7.
L
Mx B
M
g .
Qx
A Q
g
Fig. 6.28
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Sean, figura 6.29., dos pares aplicados en los apoyos, y suponiendo que \mA\ > \m B‘ sera:

+d X Ma=-Ma+Mg+B.L=0 B=(mA-mB)%
+J YMg=-Mp+AL+Mg=0 .. A:(mA-mB)%
+T YY=A-B=0 . Qx=A=Qgiyg=Cte.

My =-Mp +Ax=- mA+(mA' mB)%

Ma=-Mp ; MBizq:'mA +AL =-Mp
L
m, My
" 2
L —
Mx B
m, M
my
Qx
A
L 0
B
Fig. 6.29

Sea una viga continua articulada o Gerger sometida a pares, figura 6.30. :

+1 YM® =DL;=0 D=0

+1 IMEF=-m-cL,=0 c=m/L,
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+1 YM@=AL-M=0 A=m/L,
+1 YY=0=A-B+C .. B=A+C=(M/L)+(M/L,)
B

L L L

Sl
O

Fig. 6.30

Verificacion: XMa=-M+B.L;+M-C(L;+L,)=0

Sustituyendo los valores de B y C se obtiene una identidad: 0 =0.-

Esfuerzos de corte: Qxy=A=cte. ; Qx.=-C=cte.

Momentos flectores:

El detalle gréfico del vinculo en B representa el corte del mecanismo de apoyo con el plano verti-

cal que contiene las fuerzas y el eje de la viga.- El pasador de la articulacion (perpendicular al
plano del dibujo) apoya sus extremos en los cojinetes del dispositivo de enlace y se articulan a su

vastago, independientemente, cada una de las chapas.- El par de cuplas IM estan aplicadas concen-
tradas en los extremos de cada una de ellas, en correspondencia con el punto central B del pasa-
dor.- Por lo tanto, seré:

Tramol: Ma=0 ; Mx1=A.x1=(m/L1).x1 : Megig=AL; =M
MB=AL1-m=O

Tramo 2: Mpgger = m . My,=C (Ll +L,- X2) = (m / Lz)(Ll +L,- Xg) i Mc=0

Tramo 3 : Myz;=Mp=0
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6.8.- VIGAS DE EJE INCLINADO Y CURVO.-

6.8.1.- VIGAS DE EJE CURVO.-

Sea, figura 6.31, una pieza prismatica plana de eje curvo vinculada a tierra por un apoyo fijo y uno
movil horizontal, sobre la que actlan cargas concentradas verticales cuyas distancias a las vertica-

les de los apoyos son a; y b; .- Las reacciones de los apoyos y los momentos flectores son los mis-
mos que los de una viga recta de eje horizontal AB y de la misma luz L.- Efectivamente:

A= ZFibi B ZFiai
L L

MS:A.X ; MA:MB:O
Mi=Aa ;My=Aa,-F; (az 'al) M3 = Bb3

La proyeccion vertical Vs de la resultante izquierda coincide con el esfuerzo de corte de la viga
horizontal de eje recto; siendo el eje curvo, Vs se descompone en un esfuerzo normal al plano de
la seccion s-s y otro tangencial al mismo que varian de seccion a seccién en funcién de la inclina-
cién o de la normal:

|
F1 e fa
S
s i 1
o 2
S 2
A B
2
7. 7. 3
A Bl
F3 4
L B -
Ms
®
. a1
N
A Vs
o] | i gx A Ex
® NS T ‘
. A 4 |
B
73
Fig. 6.31
Qs=Vs cosa ; Ns = Vs sen a

Desde el punto de vista del equilibrio estatico cabe observar que la forma curva de esta estructura
no es el distintivo primordial ya que, no obstante ella, en parte se comporta como una viga de eje
recto.- En cambio, si modificamos la direccion del apoyo mdvil, aparecen reacciones oblicuas en
los apoyos aunque las cargas sean verticales.- Esto se muestra en el grafico inferior y constituye
la caracteristica de los “arcos”: la componente horizontal de las reacciones se designa empuje del
arco.-
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6.8.2.- VIGAS DE EJE INCLINADO CON CARGA VERTICAL DISTRIBUIDA -

Consideremos una viga rectilinea de eje inclinado un angulo o respecto a la horizontal; sobre ella
actlia, distribuida en toda su longitud una carga vertical de resultante P, figura 6.32.- Sea en primer
término que la intensidad de carga “p” se exprese en kilogramos por metro lineal medido en
proyeccion horizontal.- Seréa:

ol

(PO e [

>

Mmoax

Je

Ms

-

Fig. 6.32

_ p.L p.Lx p.x2 p.L2
P=pL A-P-_p M, = _px M, =P
P 2 P2 2 mxe 8

Se observa que las reacciones y momentos flectores son iguales a los de una viga recta horizontal
de igual luz L entre apoyos.- Los esfuerzos de corte y normales se obtienen proyectando los es-
fuerzos verticales sobre el plano de la seccion transversal y su normal en forma igual a la hecha en
las vigas de eje curvo:

Vs=A-px Qs =Vscos a Ns = Vs sen a
Donde V; es la proyeccion sobre un plano vertical de todas las fuerzas externas ubicadas a la iz-
quierda de la seccion considerada: representaria el esfuerzo de corte en la viga horizontal.- Los
diagramas de esfuerzos de corte y normal para la viga inclinada varian linealmente respecto a x;
sus ordenadas extremas valen:

Qa=Acosa Na=-Asena Qe=-Bcosa Ng =B sena
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Si se expresa ahora la resultante P de la carga distribuida en toda la viga utilizando la intensi-
dad p’ de carga por unidad de longitud del eje, figura 6.33. ; llamando “s” la longitud AB del eje,
se tiene: ‘ L

[ssl

P=p’s=p.L

L
pP’=p — =pcosa
s

'S pcoso L p.L Fig. 6.33

_psL p.sL  pcosa.l®? pl?
Miax = - = =
4 8 8cosa 8

Finalmente la carga distribuida vertical de resultante P podemos expresarla por dos componen-
tes segun la direccion tangente al plano de una seccion transversal cualquiera, P, y segin la
normal a dicho plano, Py, figura 6.34.- Sélo origina momento flector la componente transversal
al eje; la carga unitaria p” tangencial al plano de la seccién vale:

o = Py P.cosa _
S S

=p’ cos o = p cos’ a

m 2
p".s p.cos”a.s
Ar=Br= =
T T 2 2
) "2 2
|VImaX:p.s _p's =p.L
4 8 8

De lo expuesto se concluye que sea cual fuese la forma en que se exprese la carga distribuida no
varia el diagrama de momentos.- Observemos que en el Gltimo caso han cambiado las reacciones,
lo que obedece exclusivamente al cambio de direccion del apoyo mévil en B.-
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6.8.3.- VIGA DE EJE INCLINADO CON CARGAS CONCENTRADAS.-

En general resulta conveniente expresar las fuerzas externas en funcién de sus componentes tan-
gencial y normal al plano de la seccion transversal y trazar (si operamos graficamente) el funicular
de las componentes tangenciales que son las que producen momento de flexion.-

Se ha construido el poligono de fuerzas activas, F; , F» , F5, y con polo O se ha trazado un funicu-
lar auxiliar con el que se determinan las reacciones A y B.- Obsérvese que este poligono funicular,
es practicamente indtil para los diagramas de momentos flectores ya que, la direccién de la resul-
tante izquierda varia entre punto de aplicacion y punto de aplicacion de las fuerzas externas.- Ha
sido trazado no s6lo para destacar lo dicho, sino para obtener la posicion del polo O’ de forma tal
que la linea de cierre del diagrama de momentos resulte paralela al eje de la viga.-

Se proyecta el poligono de fuerzas sobre las direcciones tangente y normal a las secciones y con
estas proyecciones se trazan todos los diagramas en la forma conocida.- Estas proyecciones permi-
ten determinar las reacciones en funcion de sus componentes tangencial y normal.- Podria haberse
prescindido del funicular auxiliar con la diferencia que la linea de cierre no seria paralela al eje de
la viga.-
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6.8.4.- VIGA DE EJE INCLINADO CON CARGAS CONCENTRADAS Y DISTRIBUIDAS .-

Sea figura 6.36, una viga simplemente apoyada de eje inclinado o grados respecto a la direccion

horizontal cuyo apoyo movil no coincide con esta Ultima.- Esta solicitada por una carga vertical
concentrada en un punto cualquiera A; ; actlia ademas el peso propio de la viga expresado por una
carga de intensidad “ g “ kilogramos por metro de longitud de viga.- Tomando la recta de accién
de F, como divisoria de cargas, se obtienen las resultantes parciales P; y P5 de la carga distribuida
cuyas rectas de accion cortan el eje de la viga en los puntos A; y Az .- Se expresan las fuerzas
exteriores en funcién de sus componentes rectangulares X e Y tomando como eje de abscisas al
eje de la viga con origen en el apoyo izquierdo A : las componentes X resultan normales al plano
de la seccién transversal y las componentes Y tangenciales al mismo.- Se expone a continuacion el
desarrollo de la secuencia del calculo cuyos fundamentos han sido ya explicados.-

Cargas distribuidas.-
g (kg/m) carga vertical por unidad de longitud de viga.-
p = gcoso carga transversal por unidad de longitud de viga.-

p’ = gsen o carga axial por unidad de longitud de viga.-

P, = ga  de componentes: X3 =P;cos(90- o) = P;seno = gasena = p’a
Y, = Pysen(90-a) = P;cosa = gacosa = pa

P; =gb  de componentes: X3= P3c0s(90- o) = P3sena = ghbsena = p’b
Ys=P3sen(90- o) = Pzcosa = ghcosa = pb
Carga concentrada .-

F, de componentes : X, = F,co5(90-0 ) = F, sena
Y, = F,sen (90-a) = F, cosa

Reacciones.- Observando el diagrama de cuerpo libre se establece:

+J > Mg =0 despejando se obtiene Y, ydeésta: A=Ya /senB ; Xa=Ya /tgP

+J 2 Ma =0 despejando se obtiene Yg

+— > X =0 despejando se obtiene Xg

Momentos flectores.- So6lo producen momento flector las componentes Y de las fuerzas exterio-
res ya que las X tienen por recta de accion el eje de la viga , lugar geométrico de los baricentros de
las secciones transversales ; se tendré entonces:

MA:O

En cualquier seccion de abscisa x comprendida entre Ay A, se tiene:

My = YaX - pX2/2
Si la seccidn tiene por abscisa x = a:

M, = Ypa - pa/2

Para una seccion de abscisa x comprendida entre A, y B:
My = YaX-px/2-Y,(x-a) = Yg(s-x)-p(s-x)*/2
La primera igualdad resulta de tomar las fuerzas situadas a la izquierda de la seccion y la segunda

tomando las fuerzas de la derecha.-
Finalmente, si x = s resulta:
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MB:O

lo que es evidente por no haber fuerzas a la derecha del punto B, ni par concentrado en él.-

1

TR g
- \\‘Q\\‘\\\\\\\\\W\%“‘!\)&‘M
Esfuerzos de corte.- _—
Para un punto de abscisa X ubicado entre Ay A, :
Qx = Ya - px

Para una seccion infinitamente préxima a la izquierda de A, :
Q2izq =Ya-pa

En una seccidn infinitamente préxima a la derecha de A, :
Qoder = inzq - Y,

Para un punto ubicado entre A, y B
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Qx = Quer - P(X-2a) = '{YB - p(S-X)}

La primera ecuacién resulta de tomar las fuerzas de la izquierda de la seccién y la segunda to-
mando las fuerzas de su derecha.-

QBizg = - Y8
Qgder = 0
Esfuerzos normales.-
Na =-Xa
Para una seccion ubicadaentre A y A, :
Ny =-Xa + p’X

Infinitamente proximo a la izquierda de A,
Noizg = -Xa + p’a
Inmediatamente a la derecha de A;:

Nodger = Naizg + X
Entre A, yB

Nx = Noger + P’(X-2) = Xg - p’(S-X)

La primer igualdad se obtiene considerando las fuerzas de la izquierda de la seccién y la segunda
de su derecha.-

Ngizg= Xg

Ngger = 0
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