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CAPITULO 9

ESTRUCTURAS PLANAS BAJO LA ACCION DE CARGAS MOVILES

9.1.- CARGAS ACCIDENTALES FIJAS Y MOVILES.-

Designamos como carga a toda fuerza externa activa aplicada a una estructura.- Las hemos diferencia-
do por la forma en que estan aplicadas: concentradas cuando lo es sobre un punto y distribuidas cuan-
do lo es sobre una sucesion de puntos a lo largo del eje de la estructura o parte de él.- A ambas las
hemos considerado ubicadas en una determinada posicion, sin considerar si ésta es permanente o acci-
dental.-

Cargas permanentes son cargas concentradas o distribuidas que actGan continua e invariablemente
como ser: el peso propio de la estructura y de la superestructura sustentada por ella (pavimentos, cielo-
rrasos, cubiertas de techo), empuje de tierras, etc...-

Cargas accidentales son las que actGan discontinuamente pudiendo experimentar 0 no variaciones
como ser las cargas Utiles o sobrecargas (peso de personas, mercaderias, muebles, maquinas, vehicu-
los), empuje de liquidos o materiales a granel sobre los recipientes que los contienen, las fuerzas pro-
ducidas por agentes naturales (acciones sismicas, empuje del viento, peso de la nieve, variaciones
volumétricas originadas por cambios térmicos, etc...).- Se observa, en los ejemplos dados, que unas
son fijas y otras moviles y que, tanto unas como las otras, pueden ser de intensidad variable.-

En cuanto a los efectos que las cargas accidentales originan en las estructuras, es importante el tiempo
en que las variaciones de intensidad o posicion se producen.- Efectivamente, en algunos casos dicho
tiempo es muy breve ( instantaneo en el caso de las percusiones como ser el impacto de la masa sobre
la cabeza del pilote) imprimiendo en la estructura aceleraciones y fuerzas de inercia elevadas que se
traducen en vibraciones: son acciones dindmicas que estan fuera del campo de la estatica y que, por su
importancia, son motivo de estudios especiales en otras materias de la ingenieria.- En otros casos las
variaciones de las cargas accidentales se producen en tiempos mayores originando cambios suaves,
paulatinos, no causantes de vibraciones permitiendo considerarlas como acciones estaticas, que
seran las que tendremos en estudio.-

Es evidente que los efectos que una carga mévil produce en la estructura que la sustenta (caso de un
vehiculo que circula sobre un puente por ejemplo) varian a medida que aquélla va cambiando de
posicion: si el efecto que consideramos es la reaccion en el apoyo por el cual ingresa el vehiculo, su
valor serd igual al peso de éste en el instante inicial y se ira reduciendo a medida que avanza hasta
alcanzar un valor nulo al ubicarse sobre el apoyo por el cual egresa del puente.- Es necesario entonces,
para conocer el valor de un cierto efecto ( una reaccion externa o un esfuerzo interno) en una seccion
preestablecida ( apoyo izquierdo o derecho, mitad de la luz u otro punto intermedio cualquiera), de-
terminar la ley de variacion del mismo en funcién de la posicién de la carga (expresada en la gene-
ralidad de los casos por su abscisa) Y, en particular, el mayor valor que alcanza ese efecto y la absci-
sa de la posicion que lo produce.-

Esto se realiza convenientemente por el método de las lineas de influencia que permite obtener no
solo los objetivos enunciados, sino también, para cargas accidentales mdviles trazar el diagrama en-
volvente que consiste en un diagrama representativo de los maximos valores que un cierto efecto
puede alcanzar en cada una de las secciones de la estructura.-

9.2.- METODO DE LAS LINEAS DE INFLUENCIA -
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=) Este método, en lugar de comenzar el analisis de la estructura
- bajo la accion de las cargas moviles reales a que estara sometida,
A 5 s B lo hace considerando inicialmente que actla una sola carga con-

i centrada, movil, de intensidad unitaria “U* = 1" y direccién cons-

% > tante.- Su posicion la establece la abscisa “x” sobre un eje coin-
cidente con el de la estructura, perpendicular al cual se mantiene
| la carga en su desplazamiento sobre ella, figura 9.1.-

En el caso de los sistemas estructurales rigidos, tal como se consi-
Fig. 9.1 deran los sistemas isostéticos, el efecto en consideracion podra ser
una cualquiera de las siguientes magnitudes fisicas:
e Una de las componentes, Ms*, Qs*, Ns*, de la reaccion interna originada en una seccién determi-
nada de una estructura plana de alma llena.-
e Reaccion interna de una barra de reticulado Tij*.-

e Reaccién de vinculo externo: Rx*, Rg*, Ma*, Mp*, 0 sus componentes vertical u horizontal
Va*,Ve*, Ha*, Hg*.-
e Reaccidn interna en la articulacion relativa entre dos chapas, o sus componentes.-

En las notaciones adoptadas para las magnitudes precedentes los subindices (s-a-g-j-j) indican la
seccion, el apoyo o los extremos de la barra donde se produce la magnitud que se investiga, y al aste-
risco * se lo utiliza para indicar que se trata del efecto producido por una carga unitaria de las caracte-
risticas dadas.- Estas notaciones se emplearan cuando se trate a cada una de las magnitudes en particu-
lar, pero al hablar genéricamente de cualquiera de ellas utilizaremos la designacion Es* que se leerd
efecto o influencia de la carga unitaria en la seccion “s”.-

Volvamos a la figura 9.1. , y consideremos que en un instante determinado la carga unitaria esté apli-
cada en un punto “u” de abscisa “x” : su efecto o influencia sobre la magnitud en consideracién tomara
un cierto valor, Es*.- Pero como la posicién de la carga variara de instante a instante, variara también
el valor de Es* en funcion de la variacion de “x”.- Se tendra:

Avance de Ux Uil IUil
J x>x, Es* =1(x)

x <X Sy B

A
% | Esta funcién representa la ecuacidn de la linea de influencia que,
” J 7 referida al eje de abscisas (designado como base de la linea de
- influencia) representa el valor que toma la magnitud E* en la
s L ‘ seccion fija “s” por influencia de la carga unitaria mdvil.- Su
representacion grafica se designa linea de influencia del efecto
JUl Es*, y cada una de sus ordenadas expresan el valor de éste

cuando la carga movil se ubica en correspondencia con la verti-
| i cal de la ordenada que se lee.-
L7 [

De lo expresado surge un primer procedimiento para calcular las
M =Xl -xe> ¢ ordenadas de la linea de influencia , es designado estatico porque
utiliza exclusivamente recursos que brinda esta disciplina.- Con-

v . siste en lo siguiente: se supone que la carga unitaria actda en el
@ punto “u”, figura 9.2; se determinan las reacciones que se ori-

ginan en los apoyos y se traza el diagrama de cuerpo libre.- A

L[XS X partir de éste se determina el valor de la magnitud considerada

LLV. de M en la seccién “s” que se lleva a escala en correspondencia con la
Fig. 9.2 vertical de “u”.- Se repite este calculo para distintos puntos de

aplicacion de U*= 1, lo que permite trazar la linea de influencia
por puntos.- En casos simples es sencillo plantear estaticamente la o las ecuaciones que definen la
linea de influencia, como se veré a continuacion.-
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9.3.- TRAZADO DE LINEAS DE INFLUENCIA : METODO ESTATICO.-

Sea la viga simplemente apoyada de la figura 9.2.- Se quiere obtener la ecuacion y el trazado de la
linea de influencia del momento flector en la seccidn “s” para cargas que actlan verticalmente: sintéti-
camente la designaremos con la sigla L.1.V. de Mg*.-

Conocida la abscisa de “s” y supuesta la carga unitaria en el punto “u” de abscisa “x”, se traza el
D.C.L y se calculan las reacciones en Ay B .- Se establece ahora las ecuaciones que expresan el mo-
mento flector a uno y otro lado de la seccion “s” ya que, para cada una de dichas posiciones, la funcién
momento queda definida por expresiones distintas:

e SiU*=1 actlaa laizquierda de “s” es “x < xs” : resulta mas sencillo calcular el momento flector
en dicha seccion utilizando la reaccion en B por ser la Unica fuerza actuante a su derecha en cam-
bio, a su izquierda, actlian dos fuerzas; se tiene:

*s = i(L—Xs) @
L

e Sj “U* = 1" actlia a la derecha de “s” es “x > Xs” : conviene tomar el momento en dicha seccion
considerando la reaccion en A ya que es la Unica fuerza aplicada a su izquierda en cambio, a su de-
recha, actlian dos fuerzas; seré:

Mg* = Xs 2

Representadas graficamente las dos funciones se habré trazado la linea de influencia pedida que sera
binaria por estar definida por dos funciones distintas.- Como ambas son lineales es suficiente represen-
tar dos de sus puntos y trazar la recta que los une:

e Enla(l)si x=0 lacargaactiaenelapoyo Ay resulta: Ms*= 0
X

Si X = Xs la carga actda en “s” y resulta: Mg* = TS (L—xg)
L—Xg

e Enla(2)si x=xglacargaactiaen “s”y resulta: Mg* = C

Xg

si x = L la carga actda en el apoyo B y resulta: Ms*= 0

Se adopta una escala para representar los momentos flectores y se hace la representacion gréfica de
ambas ecuaciones que, como se dijo, constituye la L.1.V. de Ms : sus ordenadas se miden verticalmen-
te en la escala utilizada y cada una de ellas da el momento flector que, en la seccién s, produce la carga
unitaria cuando esta ubicada en la vertical de la ordenada que se lee.- Estas ordenadas las designare-
mos con la letra griega heta n ; ademas se coloca en el gréafico el signo del momento flector en corres-
pondencia con la posicién de la carga unitaria: positivo en este caso para toda la luz de la viga.-

Multiplicando la longitud de n (expresada en centimetros), por la escala adoptada (que llamaremos
escala de influencia), se tiene:
Ms* = n(cm) x Escala de influencia

La dimensién de las ordenadas de la linea de influencia queda determinada por la dimensién del co-
ciente entre la dimensién de la magnitud estudiada (kilogrametros, por ejemplo) y la dimension de la
fuerza unitaria (adimensional si se toma U* = 1); la escala de influencia serd: o kgm/lcm .-

Si ademas de la L.1.V. de Ms* se necesitara la del esfuerzo de corte en la seccion “s”, Qs*, o de las
reacciones en los apoyos, Ra*, Rg*, se procede en forma igual a la efectuada para Ms*, lo que se re-
sume en la figura 9.3., y en la tabla siguiente donde se vuelcan las respectivas ecuaciones de influen-
cia:

235



Estatica aplicada Autor Ing. Raul Salvador LLano

=

Posicion de la
Ra* (Xs =0) Rg* (xs=L) Mg* Qs*

carga unitaria

X < Xg no existen seccio- | x X (L-xe) X

tramo de A a“s” |nesconx <Xg L L s L

X > Xg L-x no existen seccio- | L—x « L-x

tramo de “s” a B L nes con X > Xs L S L

* *
U=1 u=1
XX
A x <X ‘g B
AN |
7.
.~
X3 \
L
U=1
A U S B
\
777, 77
P

A u S B
7. VA

M

Q. 9.3

LIV deEx

Fig. 9.4

Las lineas de influencia de las reacciones de apoyo consisten en un Unico segmento de recta que se
extiende de extremo a extremo ; en cambio las de los esfuerzos internos consta de dos segmentos de
recta, presentando una discontinuidad en correspondencia con “s”.-

No obstante la sencillez conceptual del método estatico, su aplicacion resulta conveniente sélo en los
casos de estructuras simples por cuanto, para las mas complejas, la determinacion de las ecuaciones de
influencia requeridas es laboriosa.- En el apartado 9.9 se vera el método aplicado al trazado de lineas
de influencia por puntos combinandolo con el método cinematico.-

94.-

INFLUENCIA DE CARGAS CONCENTRADAS.-
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Trazada la linea de influencia de una magnitud estatica en una seccion de una estructura se conoce el
valor que toma esa magnitud cuando es recorrida por una carga unitaria de direccion predeterminada,
vertical u horizontal generalmente.- Siendo Eg* el valor, efecto o influencia de la carga unitaria, al
actuar una carga de igual direccion pero de intensidad P veces mayor, figura 9.4., por el principio
de independencia de las acciones y superposicion de los efectos la influencia Es de P valdré:

ESZ Es*. P

Pero siendo
Es*=mn . Escala de influencia
sera:
Es =P .Es* =P .n. Escala de influencia

Si en lugar de una sola carga P tuviésemos varias paralelas a U*, Py, P, , P3, figura 9.5. aplicadas en
los puntos ug , U, , Uz de la estructura, la influencia de este sistema de cargas sera:

Es=(Py.m1 +P,.1, +P3.1m3). Escala de influencia
Es = (X P.m) . Escala de influencia

Expresion que define la influencia de un sistema de cargas concentradas paralelasa U* = 1 .-

U=1
A \u ° B
\
77 .
P ) P3
A ‘ul ‘Ua S\L/b B
\
. 7
n
1 nE @ i
8 *
LIV, deEX LIV, deE?
Fig. 9.5 Fig. 9.6

Sea ahora un sistema de cargas concentradas de cualquier direccién aplicadas sobre un viga simple-
mente apoyada de eje inclinado, figura 9.6..- Sean ademas conocidas la L.I1.V. y la L.I.H. de una mag-
nitud Es* cuya naturaleza no precisamos.- Con iguales razonamientos que los expuestos para cargas
verticales se obtiene que la abscisa & ( xi ) de la linea de influencia horizontal nos dara, en una cierta
escala, el valor de la magnitud Es * en la seccién “s” cuando en correspondencia con ella act(ia una
fuerza unitaria horizontal U* = 1.-

Sea P;, P,, P;el sistema de fuerzas concentradas aplicadas en los puntos u; , U, , Uz que expresamos
por sus componentes rectangulares horizontal y vertical.- Se tiene: o
Pi= Vi+ H; Po= Vo+ H; P3= V3+ Hj
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Por el principio de superposicion de efectos e independencia de acciones, la influencia de cada una de
las fuerzas dadas es igual a la suma de la influencia de sus respectivas componentes actuando inde-
pendientemente.- La influencia del sistema en la seccién “s”, valdra:

Es = Influencia de P, + Influencia de P, + Influencia de P;
que expresada en funcién de sus componentes toma la siguiente forma:
Es = Infl. de V; + Infl. de H, + Infl. de V, + Infl. de H, + Infl. de V5 + Infl. de H;

Expresando éstas en funcién de las intensidades de las componentes por sus respectivas ordenadas de
influencia y ordenando primero las verticales y luego las horizontales, seré:

Es= (Vimi+Voma+Vanz+Hi & + Hy & + Ha &3 ) . Esc. Infl.

Sintetizando se tiene como expresion final de la influencia de un sistema de fuerzas concentradas
de cualquier direccion la siguiente expresion:

Es = (XVn+XHE).Escala de influencia

en la cual las sumatorias deben extenderse a las componentes de todas las fuerzas del sistema, debien-
do considerarse las ordenadas n y abscisas & con el signo indicado en la respectiva linea de influencia
; las componentes de las fuerzas se tomaran positivas o negativas segun tengan el sentido de la rama
positiva del eje correspondiente o el opuesto.-

9.5.- INFLUENCIA DE CARGAS DISTRIBUIDAS.-

Para establecer la influencia de una carga distribuida de intensidad “p” constante, figura 9.7, se co-
mienza considerando la influencia de una carga infinitésima, “p.dx”, actuante sobre el elemento “dx”
de longitud de la viga, que vale:

dEs = Eg*.dP = n.p.dx.Esc.Infl.

P
A% ig‘ . Am

/ > | ZIN

=X —= /fdx dx 7

x X 17
Nz
L L
1] dP=pdx dP:%XO‘X

s

A *
) L.LV. deE’
oih LIV, deF”

Fig. 9.7
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Integrando en toda la longitud cargada y omitiendo el factor Esc.Infl. dando por sobrentendido que
cada vez que aparezca la ordenada “n” o “£€” de linea de influencia debe ser interpretada en su corres-
pondiente escala:

Es= [ dEg=p[ nx =pA

Es decir que la influencia de una carga uniformemente distribuida es igual al producto de la inten-
sidad de carga por el area de influencia que es el &rea delimitada por la linea de influencia, su base y
las ordenadas correspondiente a los extremos de la carga.- Si multiplicamos y dividimos por la longi-
tud cargada x”-x’ se tendré la siguiente expresion:

X"—X
Es=pA=pA ——=P.n,
X"—X

Que expresa que la influencia de una carga unifomemente distribuida también puede obtenerse
como producto de su resultante por la ordenada media del area de influencia.-

Si la carga distribuida varia linealmente en toda la luz de la viga, figura 9.8. sera:

dEs = Es*.dP =n %x.dx

_prt prt p
Es= ~| xndx=-—|xdA="-5
s L-[oxnx LJ‘oX L 0

En donde Sy es el momento estatico del area de influencia respecto al eje “y” pasante por el extremo
izquierdo de la carga.- Si se recuerda ademas que “Sg = X¢ .A”, en donde “A” es el area de influencia
correspondiente a la longitud cargada y “Xc” la abscisa de su baricentro tomada con origen en el ex-
tremo izquierdo de la carga, se tendré:

_Pp P
Es= Iso = I-A-Xc =P-Nm-Xc

En donde n, es la ordenada media del &rea de influencia, es decir el cociente entre el &rea del diagra-
ma de carga y la longitud cargada.-

9.6.- INFLUENCIA DE CARGAS TRASMITIDAS INDIRECTAMENTE.-

Sea AB, figura 9.9, la viga principal que recibe una carga concentrada a través de viguetas transversa-
les.- Sean ademas: A’C’B’ la L.1.V. de Es* en el supuesto que la carga actuase directamente sobre la
viga principal; “s” una seccion cualquiera de ésta 'y P la carga que actlia sobre el tramo donde se ubica
la seccion considerada.- La carga puede expresarse por dos componentes P, y P, paralelas a P, y apli-
cadas directamente a la viga principal AB por las viguetas adyacentes a ella- Se tiene:

P=P,+P, con:P1:¥.P y  Pp=

> | x

Por el principio de independencia de acciones y superposicion de efectos la influencia de P actuando
indirectamente serd igual a la suma de las influencia de sus componentes, P; y P, , que actlan directa-
mente, es decir:

Es = Infl.de P = Infl.de P, + Infl.de P,
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—x Expresando la influencia de las componentes en fun-
cidn de las ordenadas de la linea de influencia conoci-
P da resulta:
I JC I )
A > I B A—X X
g T | £ Es=P1.mi+Pym;= P[ m+—nz}
> P, Ps A A
— A \—&7
| Si en el trapecio MM’NN” se traza la diagonal MN’,
L | por semejanza de triangulos resulta que los segmentos
n’ y n” que ella determina sobre la vertical de P va-
len:
: Moo N ‘ s A=X w_ X
: i E nE = n"= =
URESR ns
ILAEN
M/ ~ N Sustituyendo estos valores en la ecuacién anterior, se
C’ , tiene finalmente:
LIV, deE”
Es=Pimi+Pan2=P [n+0"]=Pn
Fig. 9.9

En donde n es la ordenada en correspondencia con P que responde a una variacion lineal entre puntos
de transmision de la carga.- M’N” sera entonces la linea de influencia para el tramo de viga compren-
dido entre las viguetas adyacentes a la carga.-

En resumen, cuando una fuerza concentrada o distribuida se transmite a la estructura en forma indire-
cta, se traza la linea de influencia de la magnitud que se considera como si la carga se aplicase direc-
tamente a la estructura, linea A’C’B’.- En aquellos tramos entre vigueta y vigueta donde esta linea no
responda a una Unica ley lineal, se la corrige mediante una recta M’N’.- La influencia de la fuerza
sobre la incégnita considerada se obtendra en este tramo multiplicando la intensidad de la carga por la
ordenada que corresponda a su posicién, medida hasta la recta de correccion M’N’.- Si la carga fuese
distribuida , el &rea de influencia también se medira hasta dicha recta de correccion.-

9.7.- METODO CINEMATICO.- FUNDAMENTOS.-

Las lineas de influencia pueden trazarse en la forma analitica vista, o por métodos diversos de los
que se desarrollara el método cinematico.- Para ello se requiere recordar y complementar conoci-
mientos vistos en el primer curso de Fisica y que se tratan a continuacion.-

9.7.1.- COMPLEMENTOS DE CINEMATICA PLANA -
9.7.1.1.- Rotacién infinitésima de un chapa rigida en su plano.-

Sea, figura 9.10.(a), un punto mavil que en un cierto instante ocupa la posicién A.- Al cabo de un
tiempo At pasa a la posicion A’ describiendo una trayectoria cualquiera.- EI vector que va de la
posicion inicial a la posicion final, AA'=5, , se designa desplazamiento o corrimiento del punto

A.- Depende exclusivamente de las posiciones extremas independientemente de la trayectoria des-
cripta en su movimiento.-

Supongamos ahora que la chapa (S), ubicada en un plano vertical en el cual “x” es horizontal e “y”
vertical, figura 9.10.(b), experimenta una rotacion en su plano alrededor del eje perpendicular Oz
pasando a la posicidn (S’), la recta OA girara un angulo 6 que representa la intensidad de la rotacion
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de la chapa.- El punto A describird una tra-
yectoria circular con centro en el polo O y
pasard a ocupar la posicion A’ efectuando el

desplazamiento AA'.-

Si se considera que la rotacién 6 es infinita-
mente pequefia se puede establecer la igual-
dad y coincidencia de la cuerda AA’, con el
arco que subtiende AA’, y la tangente AA”.-
Se puede entonces, en los casos de 6 infini-
tamente pequefia, tomar como desplazamien-

to al vector AA", perpendicular a OA'y de
intensidad:

Fig. 9.10

dA=AA”=0A .tang6 =0OA.0=A0.0

Prescindiendo del concepto matematico de “infinitamente pequefio” se toman como infinitésimas
aquellas rotaciones que, dado su grado de pequefiez, escapan a la apreciacion de los aparatos de
medicién de uso comun en la construccidn.- En lo sucesivo, y mientras no se exprese lo contrario, al
hablar de rotaciones se entendera rotaciones infinitésimas que cumplen que 6 = tang 0.- Es el caso
general de las deformaciones elasticas experimentadas por las estructuras, cuya magnitud es despre-
ciable frente a las dimensiones de estas Gltimas no alterandose la configuracion de las mismas y
requiriéndose aparatos especiales para su medicién.-

En mecénica, las rotaciones de los cuerpos se caracterizan por un vector de intensidad igual al valor
del angulo rotado; de recta de accién determinada por el eje de rotacién perpendicular al plano de
las trayectorias de los puntos del cuerpo; y de sentido determinado por la regla de “la mano dere-
cha”.- En el presente capitulo mantendremos los sentidos de los ejes “x”— + e “y”T+ pero, para
las rotaciones tomaremos como positivas las horarias “mano izquierda”.- Por ello, y dadas las carac-
teristicas del vector 0 y del vector posicién AO del centro de rotacion respecto al punto conside-
rado, se puede expresar vectorialmente el desplazamiento &, y sus componentes escalares vertical
na Y horizontal &x :

k
-0

Por ser:

e El desplazamiento 54 perpendicular al plano definido por el punto Ay el vector rotacién 6.-

e Su intensidad 8, resulta la obtenida méas arriba ya que el angulo formado por los dos vectores
factores es recto y su seno igual a uno.-

o Larotacion 6 se coloca con signo negativo para adecuar la convencién de signos a utilizar con
la terna de ejes dextrdgiros fijado para el calculo vectorial.-

La expresiéon anterior nos dice que el desplazamiento que efectda un punto cualquiera de una
chapa rigida en virtud de una rotacion infinitésima en su plano es igual al momento del vector
rotacion respecto al punto considerado.- Desarrollando el determinante resulta:

B B B Ea=—(Yo—Ya)0=(Ya—Y0)6
da=-(Yo-Ya):-0 1 +(X-Xa). 0 j con: (1)
Na = (Xg = Xa).0=—(Xa —X%().0
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A estas componentes del desplazamiento a del punto se las denomina, abreviada pero no correc-
tamente, como desplazamiento horizontal y vertical del punto A.-

9.7.1.2.- Diagramas de desplazamientos debidos a una rotacion.-
A
Y Sea ahora la chapa de la figura 9.11., que
experimenta una rotacién horaria 6 alrededor
del polo O.- Siendo la chapa rigida, la rota-
cion O tiene el mismo valor para cualquiera
de sus puntos, y por las (1), los valores de &a
y de ma son proporcionales a (ya-VYo) Yy a
(Xa -Xo) respectivamente.- Esto significa que
el desplazamiento horizontal, o vertical, de
un punto cualquiera de una chapa rigida
que experimente una rotacién @ es igual al
producto de la intensidad de ésta por la
distancia vertical (ya - Yo ), U horizontal ( Xa
-Xo ) desde el punto al polo O.-

Como para todos los puntos de la chapa si-
tuados sobre una recta horizontal, o vertical,
sus distancias vertical (ya - Yo), U horizontal
(Xa - Xo), al polo son iguales, resultaran tam-
bién iguales sus corrimientos horizontal (o
vertical).- De esto y de la proporcionalidad
dada por las expresiones (1), resultara ade-
méas que el diagrama representativo de los
desplazamientos verticales (u horizontales)
de todos los puntos de la chapa rigida sera
lineal quedando representados ambos dia-
gramas de desplazamientos por lineas rec-
tas.-

F | 9 1 1 Si a la chapa S le aplicamos un rotacion infi-
| 9 w w nitésima 6, se pueden trazar los diagramas de

desplazamientos verticales y horizontales de
sus puntos cuando se conoce el polo O (Xo , Yo) Y la posicion de un punto A (Xa , ya).- Efectivamen-

te, dibujada la chapa a escala del tipo “me”‘)%cm , sobre una recta de referencia cualquiera, figura

9.11.(a), proyectamos el polo O en Oy’ y el punto A en Ay’.- A partir de éste llevamos verticalmente
un segmento arbitrario Ay’ A’ representativo del desplazamiento 1, ; como el polo O no experimen-
ta desplazamiento alguno, uniendo Oy’ con A,’ tendremos representado un diagrama que determina
la relacidn existente entre los desplazamientos de los diversos puntos de la chapa y que satisface los
requisitos necesarios para su aplicacion al trazado de lineas de influencia.- No esta determinada ni la
escala de desplazamientos ni el valor de la rotacion 6.-Si hubiese necesidad de precisarlos se parte
de la expresion :

g a __ A,A, (cm).(Esc.desplazamientos)
Xa — Xg (Xa — Xg)(Esc.longitudes)
Se establece las escala de desplazamientos de acuerdo a las necesidades gréficas, se mide el segmen-

to Ay’A¢’ en centimetros, se efectlian las operaciones indicadas en la expresion y se tiene determi-
nado el valor de la rotacion.-

El sentido de 1 surgira del sentido del vector desplazamiento 8, Y éste, del sentido de la rotacion
0y de la posicidn del punto respecto al polo.-
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Para el diagrama de desplazamientos horizontales & , figura 9.11.(b), se toma una recta de referencia
00”A,” perpendicular a Og’Aq’.- La recta Og”A,” , perpendicular Oy’A¢’, determina los desplaza-
mientos horizontales &.- Efectivamente, los triangulos Ay’Oy’Ae’” Y Ag"O¢”A¢” son semejantes, por
lo tanto:

E_»_A:_yA_yO
Na Xa =Xo

Como resulta de dividir una por la otra las ecuaciones (1).-

Demostraremos ahora que el &ngulo A,0,A, determinado por las dos rectas nos da la rotacién

@ de la chapa, sea cual fuese la inclinacion de la recta de referencia Oy’A,’.- Efectivamente, tome-
mos en primer término la recta de referencia en posicion horizontal, figura 9.11.(c), si se despeja
0 en la segunda de las (1) y recordando que se trata de rotaciones infinitésimas, se tiene:
0=_ Na
Xa =X
Observando la figura y trabajando con valores absolutos, se establece que:

Tang ang (A,0,A.) = A.OA.e _ na/Esc.despl. _0 Esc.long. _ 0o _ tange-g
00A, (xa —Xq)/Esc.long. Esc.despl. B

a Yy B constituyen el nimero de metros representados en un centimetro de longitud del dibujo; pero
como las longitudes de la estructura representadas en el grafico son del orden de los metros y en
cambio, las de los desplazamientos son del orden de las diez milésimas del metro, para obtener una
figura en que ambas dimensiones sean del orden de los centimetros es necesario que o sea mucho
mayor que B3, del orden de las diez mil veces.- En consecuencia, la expresién anterior nos dice que
la tangente trigonométrica del &ngulo dibujado representa, muy ampliada, la rotacion @ supuesta
infinitésima, o su igual tang 6.- Indudablemente que podemos adoptar como unidad de medida de
los desplazamientos el milimetro (o 10™*mm.) en lugar del metro, con la ventaja de mayor concor-
dancia entre la unidad y su magnitud; se ha adoptado el metro al sélo objeto de una mas clara evi-
dencia de la ampliacién de la rotacion ©.-

Se toma, en figura 9.11.(d), la recta de referencia Oy’A,’ con una inclinacién cualquiera; omi-
tiendo escribir las escalas por las razones ya dadas y trabajando con valores absolutos, se tendré:

AAe  AiAg _ AoAe __"a
Xa—=Xg Xa—=Xp Xa—=Xp Xa =X

Tang ¢ -tang y = =0 =tang0

Efectuando un razonamiento analogo para los corrimientos horizontales, resulta:
Na=-(Xa-Xo). 0 y Ea=(Ya—Yo)- 0

Recuérdese finalmente que el uso del término desplazamiento vertical u horizontal de un punto
no es otra cosa que la designacion abreviada de las componentes vertical u horizontal del despla-
zamiento real del punto.-

9.7.1.3.- Elacién vertical y horizontal de una chapa.-

Si se da una rotacion a una chapa pasa de una posicion (S) a otra (S’); como consecuencia de ello,
todos sus puntos experimentan una transformacion biunivoca de su posicion compatible con la con-
diciones que imponen sus vinculos: inmovilidad del polo O e invariabilidad de las distancias entre
ellos (rigidez).-
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Si imaginamos ahora que todos los puntos de la chapa de la figura 9.11, experimentan primero los

corrimientos verticales (proporcionales a sus distancias horizontales al polo), y luego los corrimien-

tos horizontales (proporcionales a sus distancias verticales al polo), la chapa pasaria de la posicion

(S) ala (S’) igual que con la rotacion 6.- Pero estas dos transformaciones de la posicién de los pun-

tos de la chapa son imaginarias, pues no son compatibles con sus vinculos, razén por la cual se les

asigna designacion especial:

e Elacion vertical, a la transformacién imaginaria, biunivoca, por efecto de la cual todos los pun-
tos experimentan desplazamientos verticales proporcionales a sus respectivas distancias horizon-
tales al polo; se la representa con un vector vertical ubicado en el plano de la chapa y aplicado
en el polo O.-

e Elacién horizontal, a la transformacion imaginaria, biunivoca, por efecto de la cual todos sus
puntos experimentan corrimientos horizontales, proporcionales a las distancias verticales al polo
O; se la representa con un vector horizontal, coplanar con la chapa, aplicado también en dicho
polo.-

Si recordamos las expresiones de los corrimientos verticales (u horizontales) de un punto A de la
chapa cuando se le da una rotacién 6

Na=- (Xa - X0).0 y Ean=(Ya-Y0).0

observamos que son respectivamente iguales al momento de la elacién 6 vertical (u horizontal)
respecto al punto A considerado.- En consecuencia, el trazado del diagrama de desplazamientos
verticales correspondientes a una rotacion @ coincide con la representacion gréafica de una ela-
cién vertical de intensidad &; lo mismo es valido para los diagramas de desplazamientos horizon-
tales y la elacién horizontal.-

Dado que el mismo valor angular 6 define la intensidad de la rotacion y de sus elaciones, es frecuen-
te utilizar ambos términos en forma indistinta.- Conceptualmente debe tenerse presente la esencia de
las diferencias que se han expuesto: La rotacién es un cambio real de posicién en el espacio, las
elaciones consisten en cambios imaginarios no compatibles con sus vinculos fisicos.-

9.7.1.4.- Determinacion de polos en sistemas vinculados de un grado de libertad.-

Se acaba de ver que para trazar los diagramas de las compo-
nentes vertical u horizontal de los desplazamientos de los
puntos de una chapa rigida es necesario conocer la posicién
de un punto y la rotacién de la chapa, es decir su polo, inten-
sidad y sentido.- Nos ocuparemos ahora de la determinacion
de los polos o centros de rotacion en los sistemas formados
por una o mas chapas cuando poseen un grado de libertad.-

g, 912

Si se trata de un sistema constituido por una chapa, tendra un grado de libertad cuando posea sélo
dos vinculos simple a tierra, figura 9.12.- En caso de tratarse de un apoyo fijo el polo coincide con
su articulacion A.- Si se trata de dos apoyos moviles A y B, como estos posibilitan sélo los despla-
zamientos 8, Y 8g indicados, en la interseccion de las normales a estos estara el polo O.-

Tomemos ahora , figura 9.13, una cadena cinematica de dos
chapas con un grado de libertad y articulacion relativa real en
Ay .- La chapa S; por tener el punto A fijo sdlo puede rotar
alrededor de él, o sea que O; coincide con A.- En la chapa S,
los vinculos determinan la direccion del desplazamiento de
dos de sus puntos: A;, y B; en la interseccién de las norma-
les a dichos desplazamientos estd O, . Observando la posicion
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de 04, O, y A1, se puede establecer la siguiente regla: Los polos absolutos O; y O, de dos chapas
adyacentes se encuentran alineados con el polo relativo de ambas, la articulacién intermedia A; .,

Esta regla que se ha evidenciado para una cadena de dos chapas es general para cualquier cadena de
un grado de libertad sea cual fuese el nimero de sus chapas.- Recordemos ademas que se definia
como articulacién relativa entre dos chapas de una cadena cinematica al punto alrededor del
cual rota una de ellas cuando la otra se considera fija.-

A1-3

<S )A 3-2

Sean ahora las cadenas cinematicas formadas por
dos chapas vinculadas con dos bielas que se ilustran ]
en la figura 9.14.; poseen un grado de libertad y sus —=°
articulaciones relativas son ficticias, propia en un '
caso e impropia en el otro.- En ambas se puede ob-
servar la determinacién de los polos de las chapas,
aplicando los conceptos explicados en los casos
precedentes.- La variante se presenta cuando las
bielas de enlace entre las dos chapas son paralelas,
en cuyo caso la articulacion relativa es impropia (el
punto impropio de la direccion de los ejes de las
bielas) ; para unir O; con A5 Se traza por O; un
recta paralela a las bielas : la interseccion de esta
recta con la normal al apoyo C determina el polo O,

Si consideramos las bielas que vinculan S; con S,
como chapas (S3) ¥ (S,) se tiene una cadena cinema-
tica cerrada de un grado de libertad que permite
establecer, al observar las figuras, una nueva regla para la determinacion de los polos: El polo rela-
tivo A, entre dos chapas no consecutivas S; y S, , ligadas entre si mediante una chapa interme-
dia (S3), se encuentra alineado con los polos respectivos O; y O, y con las articulaciones inter-
medias A;3 Y Az .-

v

%

Al 7\
Esta regla la utilizamos para de- A1-3

-2
e
terminar la articulacion relativa A, ~Z -

2

s en la cadena cinemética abierta T~
de tres chapas y un grado de liber- N N
tad de la figura 9.15, donde se A=0,"

observa que las articulaciones
relativas son todas reales, a excep-
cion de A3 .-

Fig. 9.15
Finalmente, en la figura 9.16., se

representa una cadena cinematica de cuatro chapas, un grado de libertad, articulaciones relativas
reales y ficticias, propias e impropias, en la cual se han ubicado los polos aplicando las reglas enun-
ciadas.-
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Fig. 916

En sintesis, una cadena cinematica, abierta (o cerrada), de “n” chapas tiene n+2 (0 n) grados de
libertad.- Impuestas a la cadena n+1 (0 n-1) condiciones de vinculo, le quedara un solo grado de
libertad, en virtud del cual cada una de las chapas podra girar alrededor de un polo cuya posicion
queda determinada por los procedimientos explicados.- Conocidos los polos, dando una rotacion
arbitraria 6; a la chapa S; , quedan determinadas las rotaciones en todas las demas chapas de la cade-
nay, por lo tanto, definido el diagrama de desplazamientos verticales y horizontales debidos a dicha
rotacion 0; .- Veamos como se trazan estos diagramas.-

9.7.1.5.- Diagramas de desplazamientos de una cadena cinematica de un grado de libertad.-

Sea la cadena cinematica de dos chapas y un grado de libertad representada en la figura 9.17.- Por
ser A una articulacion fija coincidira con el polo O; de la chapa S;.- El polo O, de la chapa S, estara
alineado con O; y Ay, , Y se encuentra sobre la normal al apoyo movil pasante por B.-

Imaginemos una rotacion infinitésima positiva 0, alrededor de su polo; la chapa S, por accion del
enlace Ay, experimentard una rotacién 0, alrededor de O, .- A continuacion se trazaran los diagra-
mas de desplazamientos verticales y horizontales producidos por la rotaciéon 6 en la cadena de
dos chapas con articulacién relativa real representada en la figura 9.17.-

Sobre una recta horizontal de referencia se proyectan en O;’, A;,’, O,’ los polos absolutos y relati-
vo de las chapas ; por Oy’ se traza la recta O;’(A1,")e bajo un angulo cualquiera que representara la
intensidad de rotacion 0, .- Esta recta, referida a M’N’, constituira la elacién vertical de la chapa S;
y la denominamos (S;’)e ; el segmento A;.,’(A1,")e Serd el desplazamiento vertical de la articulacion
Ai, que vale:

N12 = - 01 (X12 - Xo)

La elacion vertical (S,’). de la chapa S, queda determinada por dos de sus puntos: (A12)e ¥ 02’y
la intensidad de la rotacion alrededor de O, esta dada por el angulo 6, respecto a M’N’.- El diagra-
ma de desplazamientos verticales de la cadena se extendera desde M’ hasta N’, proyecciones verti-
cales tangentes de los extremos M y N de las chapas de la cadena.-

Para el diagrama de desplazamientos horizontales puede repetirse el procedimiento empleado para
los verticales con la diferencia que las proyecciones son ahora horizontales.- Resulta mas simple
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tomar 0,”0,” L O,’0," y trazar por O;” la elacién horizontal de la chapa S; perpendicular a la
vertical, o sea: (S;”)e L (S:’)e ; Yy paralachapas$S,, su elacién horizontal sera perpendicular a la
vertical, es decir : (S2”)e L (S2))e --

*ZM 5 Ar-e

(Sje

AEOI T 0/
1

N
, , Soe NK

M’ 0, ,
(SPe ~ 021
1 / 90° 77
(Al,e)g
@&
Fig. 9.17

Frecuentemente en el trazado de lineas de influencia se necesita poner en evidencia el desplaza-
miento relativo de una chapa respecto a otra; para ello se concibe el diagrama de desplazamientos
anterior, efectuado bajo la siguiente secuencia : se considera las chapas S; y S, rigidamente vincula-
das entre si comportdndose como chapa Unica enlazada a tierra en el apoyo A solamente; se la hace
girar alrededor del polo O, , con lo que se obtendria el diagrama M,’N”” referido al eje M’N’ en el
cual la chapa S, estaria representada por el segmento (A2 ’)e N”’.- A continuacion se restituye la
articulacion A;., y se hace girar la chapa S, alrededor de ella hasta llevarla a su posicion definitiva
representada en el diagrama por la recta (S,"). determinada por los puntos (A;’)e Y la proyeccion
del polo O,’.- Este segundo desplazamiento sera, por definicion, el desplazamiento relativo de S,
respecto a S; , consistente en una rotacion relativa alrededor de A;., , que designamos 6,.; (rotacion
de la chapa S, respecto a S,), esta representada en el diagrama por el angulo que va desde (S:’)e
hasta (S,’). .- De la figura 9.17. se deduce que sera negativa y su valor absoluto vale

021 = 0:+0,

Consideremos ahora la cadena de dos chapas, S; y S, , con articulacién ficticia Ay, entre ellasy
los apoyos moéviles A B y C, figura 9.18.- El polo de la chapa S; queda determinado por la intersec-
cién de las normales a los apoyos A 'y B ; el polo O, de la chapa S, esta sobre la normal al apoyo C
y alineado con los puntos O; y A1, .- Sobre un eje horizontal, M’T’, se proyectan verticalmente los
polos O;, 0, YA1,en 07,0,y Ay, -

Por O’ se traza la recta O;’(A’1.2)e = (S1’)e bajo un angulo cualquiera que, referida a M’T’, repre-
sentara la intensidad de la elacion vertical 04, arbitraria, que hemos aplicado a la chapa S;; el dia-
grama es valido entre los puntos M,” y N’ situados sobre las verticales tangentes pasantes por los
extremos M y N de la chapa.- Respecto a la chapa S, , el segmento de recta pasante por (A12")e Y
por O," determinado por las verticales tangentes a la chapa, constituird el diagrama de desplaza-
mientos verticales producido por una elacién de intensidad 6, de la chapa S,.-
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Considerada la biela S; como una chapa, es inmediata la determinacion del diagrama de desplaza-
mientos verticales de los puntos que le pertenecen.- En efecto, son conocidos los desplazamientos
de dos de sus puntos, A1z Y A,.3 por pertenecer también a las chapas S; y S, respectivamente; la
chapa S; girara alrededor de un cierto polo, y los desplazamientos verticales de sus puntos seran
proporcionales a sus distancias horizontales a dicho polo, variando por lo tanto linealmente desde
A3 hasta A, .- El diagrama respectivo estara dado por el segmento de recta (A13")e (Azs’)e =
(S3”)e referida al eje M’T’.- Como el polo de S; debe estar alineado con O; y A;.3 por una parte, y
por otra con O, y A,3, su interseccién serd Oz : si la construccion es prolija , la recta (S3’)e concu-
rrird a un punto con el eje M’T’ y la vertical pasante por Os .-

Sea ahora el caso en que la articulacion, a mas de ser ficticia sea impropia, que se presenta
cuando las bielas de enlace son paralelas, figura 9.19.-

Ar-2

(—
S 52 (A-22y,
0
0, - T
R
Z N
£|A=0, 0, @
o bl 02 v
‘6‘1 6,=6,
(Spe ($oe
Fig. 9.19
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En este caso el polo O, de la chapa S, , debiendo estar alineado con O; y A, , se ubicara sobre la
paralela a ambas bielas pasante por O; y su interseccién con la normal al apoyo B.- Por otra parte,
siendo el polo relativo entre S; y S, un punto impropio, el desplazamiento relativo entre ambas cha-
pas sera una rotacion alrededor de un punto impropio, es decir, una traslacion.- Por lo tanto (S;’)e
sera paralelaa (S,’). , resultando 6,., = 0.-

Por lo expuesto el procedimiento constructivo sera el siguiente: se traza un eje de referencia hori-
zontal R’T’, y se proyectan sobre él los polos O; y O, en O;” y O,’.- Por O,’ se traza (S;’), forman-
do un &ngulo cualquiera 6, representativo de la intensidad de la elacién aplicada en el polo O; ala
chapa S; .- La paralela a (S;”). pasante por O, sera (S,’). que, referida a R’T’, constituira la elacién
vertical de lachapa S; .-

Sea ahora, figura 9.20, la cadena cinematica de cuatro chapas con cinco condiciones de vinculos y

Fig. 9.20

un grado de libertad.-

El polo O; de la chapa S; es coincidente con la articulacion del apoyo doble A ; del mismo modo y
por igual causa O, =C.-

El polo O, de S, queda determinado por la interseccion de la recta pasante por O; y A;., con la
recta determinada por O3 (alin no determinado) y (A3 )., punto impropio de las bielas paralelas.- Al
no conocer O3 no podemos seguir avanzando de izquierda a derecha, pero si podemos hacerlo par-
tiendo de O4 hacia la izquierda.- Efectivamente, el polo O3 se ubica en la interseccién de la normal
al apoyo movil B y la recta determinada por los puntos O,4 (ya determinado) y As4 (articulacion
ficticia situada en la interseccion de las bielas de enlace).- Determinado O; se puede completar la
ubicacién de O, que habia quedado inconclusa.- Fijadas las posiciones de los polos se proyectan
verticalmente sobre un eje horizontal de referencia M’N’.-
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Demos ahora una rotacion arbitraria a S; alrededor de O, trazando bajo el angulo 6, la elacion (S;”)e
pasante por O;’.- La elacion vertical de S, queda determinada por dos de sus puntos: O,” y (Az-2")e
(posicién en la elacion del punto comdn a las chapas S; y S; ) : uniéndolos se obtiene la elacion (S;.
2")e .- la paralela a ésta pasante por O3’ nos da la elacion (Ss’). ya que la articulacion relativa entre S,
y Sz es un punto impropio.- Por Gltimo la elacion (S4’). de la chapa S, queda dada por la recta que
une O4’ con el punto (As4’)e interseccién de (S3”). con el rayo proyectante de Az.4.

Si ahora se desea conocer el desplazamiento & de uno cualquiera de los puntos del sistema, K por
ejemplo, se determina en primer término su direccion que sabemos es normal a la recta que une el
punto con el polo.- Desproyectando en esta direccion la magnitud de la componente vertical 1 del
diagrama se obtienen la magnitud de &, yde & .-

9.7.1.6. - Variacion de distancia entre dos puntos de una cadena.-

Sean S; y S; dos chapas consecutivas de una cadena cinematica con un grado de libertad, figura
9.21., y sean ya conocidas sus elaciones verticales (Si’)e , (S;")e.- El desplazamiento relativo de la
chapa S; respecto a S; (supuesta fija) es una rotacion alrededor de A;; de intensidad y sentido 6;.;
determinado en el diagrama de corrimientos verticales.- Sea M un punto cualquiera de la chapa S; y
N otro perteneciente a la chapa S; ; en la rotacion relativa 6;.; el punto M no se desplaza, en cambio
el N experimenta un desplazamiento normal a la direccién A;j N de intensidad:

8N =NN’ = (Ai_jN) . Gj_i
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Este desplazamiento se puede expresar por dos componentes, una paralela y otra normal a la recta
MN que une ambos puntos:

&y = NN'= NN"+ NN

La componente normal, NN’”, por ser infinitésima no produce variacion de distancia en la direccion
MN.- Por lo tanto, la variacion de distancia del punto N respecto al punto M, Ay.v quedara expre-
sada por NN”:

An-mv = NN” = NN’ cos y = ej.i (Ai.jN).COS vy = ej.i t

Donde “t” es la menor distancia del polo relativo de ambas chapas a la recta que une los puntos cuya
variacion de distancia queremos conocer ; en sintesis queda que:

AN—M = ej_i .

Conocido el diagrama de desplazamientos de una cadena cinematica podemos establecer la varia-
cién de distancia entre dos puntos (pertenecientes a chapas cuyo centro relativo conocemos) por el
segmento VT, determinado por las intersecciones de las elaciones de ambas chapas (Si")e ¥ (S)e
sobre la vertical trazada a la distancia “t” del polo A;; .- El signo de la variacion de distancia, au-
mento o disminucion, depende del sentido de la rotacion relativa 6 .-

9.7.2.- EL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES.-
9.7.2.1.- Desplazamiento virtual.-

Se entiende por desplazamiento virtual de un
sistema a todo desplazamiento infinitésimo
compatible con sus condiciones de vinculo.- Asi
por ejemplo, el sistema de la figura 9.22. consti- %
tuido por una chapa S articulada en O a un apoyo
fijo, s6lo admite como posibles rotaciones alre-
dedor de O.- De modo que, por definicion, toda
rotacion infinitésima alrededor de O serd un Fig. 9.22

desplazamiento virtual.-

De la misma manera el sistema, figura 9.23.,
constituido por una chapa S articulada en A a
un apoyo movil tiene dos desplazamiento infini-
tésimos posibles o virtuales: una traslacion
segun la direccion del apoyo mévil y una rota-
cién alrededor de A.- Si la chapa estuviese libre
podria experimentar tres desplazamientos vir-
tuales: dos traslaciones y una rotacion indepen-
dientes.- Se consideraran solamente los sistemas ‘
con un grado de libertad.- Fig. 9.23

Se ha visto al tratar los sistemas vinculados que las reacciones de vinculo son fuerzas que reemplazan
al vinculo.- De modo tal que, para ponerlas en evidencia manteniendo la equivalencia de sistemas,
debe suprimirse el vinculo y aplicar en su lugar la fuerza que en él originan las cargas.- Sea por ejem-
plo, figura 9.24., el sistema constituido por un arco isostatico sustentado por un apoyo fijo en Ay otro
movil en B, bajo la accion de la fuerza P.- Puesta en evidencia la reaccion Rg se obtiene un sistema
en equilibrio consistente en una chapa con un grado de libertad bajo la accién de Py de Rg.- A este
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mecanismo se le puede dar un solo desplazamiento virtual consistente en una rotacion alrededor del
polo O coincidente con A.-

P P
B B
A A ~
A Ry

Fig. 9.24

Del mismo modo el sistema de dos chapas atirantadas indicado en la figura 9.25. es isostatico.- Si
aplicamos una fuerza P se originara en la barra MN un esfuerzo T que constituye la interaccion entre
las chapas.- Cortada la barra MN para mantener el equilibrio es necesario aplicar en M y en N dos
fuerzas iguales y opuesta T que constituyen la reaccion interna de la barra MN: se tiene una cadena
con un grado de libertad en equilibrio, a la que se le puede dar un desplazamiento virtual.-

Fig. 9.25

Observemos que en los dos casos expuestos los desplazamientos virtuales pueden efectuarse en uno u
otro sentido: el desplazamiento es reversible y el vinculo que lo permite se designa bilateral.- Si los
desplazamientos no fuesen reversibles los vinculos se designan unilaterales.- Todos los vinculos usa-
dos en construcciones se comportan como bilaterales.-

9.7.2.2.- Trabajo mecanico.-

Se desarrollan a continuacién las expresiones que nos dan el trabajo me-
canico efectuado por fuerzas o por pares de fuerzas cuando los sistemas
en que estan aplicados experimentan desplazamientos.- Recordemos en
primer término la definicion de trabajo mecéanico:

A/

Sea la fuerza P aplicada al punto A que, tras un desplazamiento, pasa a

ocupar la posiciéon A’, figura 9.26..- Si el vector AA' =5 esel despla-
zamiento del punto A se define como trabajo mecanico efectuado por la

Fi g. 2.26 fuerza P al experimentar el desplazamiento & al producto escalar de
la fuerza por el desplazamiento de su punto de aplicacion es decir que:
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W= Px §=P.5.cosA=Pa

El trabajo mecanico es una magnitud escalar dada, segun la dltima expresion, por el producto de la
intensidad de la fuerza por el valor de la proyeccion del desplazamiento sobre la direccién de aqué-
lla o viceversa, el producto del desplazamiento por la proyeccion de la fuerza sobre él .- Sera positi-
vo si los sentidos de la fuerza y la proyeccion del desplazamiento son coincidentes (negativo en caso
contrario) : esto requiere que el angulo A que forma la fuerza con el desplazamiento sea menor de 90°;
negativo si A estd comprendido entre 90° y 180°.- Al hablar de trabajo efectuado debe interpretarse
tanto trabajo producido como absorbido.-

Sean P; y P, dos de las fuerzas que actdan en una chapa plana que consideramos aplicadas en su pun-
to de interseccion A, y sea Ry, su resultante, figura 9.27.- Demos un desplazamiento infinitésimo a la
chapa consistente en una rotacion 6 alrededor de un cierto polo O.- El desplazamiento del punto A
sera normal a la direccion OA y su intensidad valdra 3 = OA .0.- Llamando W, , W, y Wy, los traba-
jos de Py, P,y Ry, respectivamente, al efectuar el desplazamiento 35, se tiene:

Wl = P1 .0.C0S 7\.1 Wz = P2 .0.C0S }\.2 Wl»Z = R1_2 . 0.C0S 7\.1,2
Sumando las dos primeras : Wi+ W, =8 (Pycos Ay + P, cos ;)
En donde la expresién entre paréntesis es la suma de las proyecciones de las dos fuerzas componentes

sobre la direccion del desplazamiento que es igual a la proyeccién de su resultante sobre esa misma
direccion y cuyo valor es Ry, cos A4, .- Sustituyendo se tiene:

W+ W, =08.Ry.,€0S Ao =Wy

Fig. 9.27

Repitiendo el razonamiento con la fuerza Ry, y una tercera fuerza P; que actue sobre la chapa, y a la
resultante de éstas con una cuarta fuerza P, y asi sucesivamente hasta completar la totalidad de las
fuerzas del sistema, se deduce que: El trabajo producido por un sistema de fuerzas que acttan sobre
una chapa rigida es igual al trabajo de su resultante.-

Sea que a la chapa S, sobre la actda un par de fuerzas Py - P, se
le da una rotacion virtual 6 alrededor de O, figura 9.28.- Antes de
la rotacién 6, la recta normal a las fuerzas pasante por el polo O
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corta sus rectas de accion en A; y A, que experimentan los desplazamientos 8, y &, . El trabajo que
produce el par de fuerzas en la rotacion vale:

W =P§;-P, =P.0.d, - P6.d; =P.6.d=M.0

Es decir que el trabajo efectuado por un par al efectuar una rotacion virtual la chapa sobre la que
esté aplicado, es igual al momento del par por la intensidad de la rotacion.- Serd positivo si el mo-
mento y la rotacion tienen igual sentido.-

El trabajo efectuado por dos fuerzas iguales y opuestas, figura 9.29., aplicadas en puntos M y N de
chapas integrantes de una cadena de un grado de libertad, se determina suponiendo fija la chapa S;.-
En esta condicion, la fuerza T aplicada en M no trabaja, W valdré:

W= Tx Sy=T.8.c0s MNN’=T.A

En donde Ay.v €s la variacion de distancia del punto N
respecto al punto M.- Esta expresién nos dice que el
trabajo efectuado por dos fuerzas iguales y opuestas
cuando la cadena sobre la que actian efectdia un des-
plazamiento virtual es igual al producto de la intensi-
dad de las fuerzas por la variacion de distancia que
experimentan los puntos de aplicacién de las mismas.-

Fig. 9.29 Anélogamente, figura 9.30., si dos pares iguales y
opuestos actan sobre dos chapas consecutivas de una cadena cinematica con un grado de libertad, el
trabajo efectuado al suponer fija la chapa S; valdra:

W:M.ez,l

siendo 0,.; la rotacion relativa de S, respecto a S; alrededor de la articulacién relativa A, Por lo

M M tanto, el trabajo efectuado por dos pares
iguales y opuestos aplicados en dos chapas
consecutivas de una cadena cinemética de
un grado de libertad que experimenta un
desplazamiento virtual, es igual al produc-
to de la intensidad de los pares por la rota-
cién relativa experimentada por las chapas
sobre las que actlan.- Recuérdese que sea
cual fuese la posicion de los pares en sus
respectivas chapas, los mismos pueden ser
trasladados, sin alterar sus efectos, aplican-
dolos en la articulacion relativa.-

9.7.2.3.- El principio de los trabajos virtuales.-

Consideremos nuevamente los sistemas isostaticos de las figuras 9.24. y 9.25. solicitados por una o
varias fuerzas.- Al suprimir un vinculo simple sustituyéndolo por la reaccién correspondiente, el sis-
tema isostatico se nos ha transformado en una chapa o cadena cinematica con un grado de libertad,
representadas en las figuras indicadas.- Demos un desplazamiento virtual a cualquiera de ellas; los
puntos de aplicacion de las fuerzas experimentaran desplazamientos virtuales y las fuerzas efectuaran
trabajo que llamamos trabajo virtual por corresponder a un desplazamiento de esta naturaleza.- El
principio de los trabajos virtuales expresa que es condicién necesaria y suficiente de equilibrio de
todas las fuerzas que actlian sobre la chapa o cadena cinematica con un grado de libertad, que la
suma de los trabajos de todas ellas durante el desplazamiento virtual sea nula (o0 negativa en caso
de desplazamientos irreversibles).-
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Este principio constituye una ley fisica de caracter universal establecida empiricamente: no se puede
demostrar, sélo es susceptible de comprobacion experimental.- Es general, no presenta excepciones.-

Observemos nuevamente la cadena cinematica de la figura 9.24. que permanecera en reposo ya
que Rg sustituye al apoyo: no habiendo desplazamiento el trabajo de todas las fuerzas sera nulo.- Si
imaginamos que damos un incremento a la intensidad de P, manteniendo constante a Rg, Se produci-
ria el desplazamiento de su punto de aplicacion en el sentido de P: la suma de los trabajos seria positi-
vay el conjunto de fuerzas no estaria en equilibrio.-

Utilizaremos el principio de los trabajos virtuales para el trazado de lineas de influencia por el método
cinematico.- Su aplicacién puede extenderse a la determinacion de cualquiera de las incégnitas
estaticas vistas anteriormente.-

9.8.- TRAZADO DE LINEAS DE INFLUENCIA POR EL METODO CINEMATICO.-

En los apartados 9.1. y 9.2. se expuso el concepto de lineas de influencia, su definicion, las diversas
variables que intervenian y sus denominaciones, y en el apartado 9.3. se desarrollé el método estatico
para el trazado de las mismas.- A continuacién se expone la secuencia de pasos que constituyen el
método cinematico para el trazado de lineas de influencia y, en el apartado 9.9, se efectla su aplica-
cién para diversos casos de estructuras e incognitas estéticas con la finalidad de clarificar conceptos y
ampliar detalles.-

s
A |
B
. B=(s-5
\ R
l Ux=1 }
l
l A= 0 |
i B
% E¥=Rx
s B
X
x =L
| |
| A= 07 \
| 5 ‘ =
\ K n_ =a
B
4
LIV, Rx _1Em
T B ESC‘Q(CM)
: Fig. 9.31

Dado un sistema isostatico para una de cuyas secciones se quiere trazar la linea de influencia de una
determinada magnitud por el método cinematico, se requieren los siguientes pasos, figura 9.31:

1. Representar graficamente a escala el sistema isostatico en consideracion con demarcacion de la
seccion cuya linea de influencia se quiere trazar.-
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2. Someter el sistema a la accion de una carga unitaria movil, “U* = 1”, que podré ser vertical u hori-
zontal, seguin sea la direccion de las cargas que actuaran sobre la estructura.- En tanto y cuanto no
se especifique otra , la direccion debe entenderse que es vertical.-

3. Transformar el sistema isostatico en una chapa o cadena cinematica de un grado de libertad elimi-
nando el vinculo, externo o interno, cuya reaccion se busca conocer, sustituyéndolo por la reaccion
incognita.- Con dicho objeto se colocara un mecanismo tal que sdlo permita desplazamientos de
dicha incégnita.-

4. Determinar los polos de la chapa o cadena cinematica de un grado de libertad que se ha formado y
dar un desplazamiento virtual, estableciendo los corrimientos de los puntos de aplicacién de las
fuerzas en equilibrio: “n” de la fuerza unitaria “U* = 1” y “a” de la magnitud incognita Es*.- El
desplazamiento de la incégnita se lo designa en forma genérica “a” pero, segln la naturaleza de la
magnitud incognita, podra ser: 1) la proyeccion “a” de un desplazamiento sobre la direccion de la
fuerza; 2) la variacion Ayv de distancia entre dos puntos; 3) la rotacion absoluta 6 de una chapa o,
4) la rotacion relativa 6;.; de una chapa respecto a otra,.-

5. Plantear la ecuacion del trabajo efectuado por ambas fuerzas cuya suma, por el principio de los
trabajos virtuales, debe ser nula (la fuerza unitaria se introduce con su signo):

()m+Es~.a=0 (1)

6. Despejar la incognita de esta ecuacion:

Que nos expresa que las ordenadas de la linea de influencia buscada estan dadas, en intensidad y
signo, por el cociente entre el corrimiento del punto de aplicacion de la fuerza unitaria y el des-
plazamiento del punto de aplicacion de la incégnita, cociente en el que ambos desplazamientos
deben ser introducidos con su signo.-

Siendo “a” un valor constante, existe proporcionalidad entre la ordenada de influencia Es* en corres-
pondencia con la posicion de la fuerza unitaria, y el desplazamiento vertical n del punto de aplicacion
de dicha fuerza.- Consecuentemente, el diagrama de desplazamientos verticales, n (u horizontales,
€), cambiado de escala, representa la linea de influencia vertical (u horizontal), de la magnitud
Es*.- La escala del diagrama de desplazamiento puede ser arbitraria, ya que no interesa su valor abso-
luto en razén de que en la (2) aparece en el numerador y en el denominador simplificandose, sin in-
fluir en el valor del cociente.-

La escala de la linea de influencia a utilizar para leer el diagrama de desplazamiento debe incluir, a
mas del factor de proporcionalidad 1/a, su dimension en base a lo expresado en 9.3 y seré:

dim ension magnitud considerada
dim ension fuerza unitaria

Dimension de la linea de influencia =

Si se toma la fuerza unitaria “U*” como adimensional, la dimension de la linea de influencia
coincidira con la dimension de la magnitud considerada.- Suponiendo que la fuerza esté expresada
en toneladas y los momentos en toneldmetros, se tendra:

- ] . . 1 tonelada
Si Eges una fuerza: Escala de la linea de influencia = ————
a(cm)
R . : . 1 tonelametro
Si Eg es un momento: Escala de la linea de influencia = T
a(cm

donde a (cm) es el valor del desplazamiento de la incégnita medido en centimetros.- Por lo tanto para
el caso de que la incégnita estatica fuese la reaccion en el apoyo B, su valor seré:
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E<« =Ry =n(cm
S s =n( )a(cm)

El signo de la magnitud cuya linea de influencia se ha trazado, se vuelca al grafico en correspon-
dencia con la posicion de la fuerza unitaria, y se lo determina estableciendo el signo del cociente
entre los desplazamientos de la fuerza unitaria, “n”, y de la incdgnita, “a”.- El signo de n (o el
de €) se establece en base al sentido del eje “y” (o el de “x”).- Para el signo de “a” se sigue el
mismo criterio pero, dado que el desplazamiento de la incognita cambia segun cual sea la magni-
tud, se expondra mas adelante al tratar el trazado de la linea de influencia de cada una de ellas.-
Tanto “n” como “a” se miden en centimetros.-

9.9.- APLICACIONES: GRAFICAS Y GRAFO-ANALITICAS EN COMBINACION CON
EL METODO ESTATICO.-

9.9.1.- LINEA DE INFLUENCIA DE REACCIONES DE VINCULOS EXTERNOS.-

Sea un arco simplemente apoyado, figura 9.32(a), para el cual se quiere trazar la linea de influencia
vertical de la reaccion en el apoyo mévil B.- Ejecutamos los pasos 1 y 2 detallados en el apartado
9.8 , y sustituimos el apoyo mdvil por Rg* ; de ella conocemos la direccion y le asignamos sentido
supuesto hacia arriba (que tomamos como positivo ya que su proyeccion sobre el eje “y” es del sentido
adoptado como positivo para ese eje) .-

Recordemos las reglas de signos que hemos adoptado:

e Fuerzas y desplazamientos horizontales positivos: + —
e Fuerzas y desplazamientos verticales positivos: +7
e Momentos y rotaciones positivos: + J

Determinamos el polo de la chapa, O = A, y damos la elacion vertical arbitraria 0; se traza el diagra-
ma de desplazamientos verticales del cual se obtiene el desplazamiento n de la fuerza unitaria y la
componente vertical ng del desplazamiento &g del punto B.- Dado que de éste conocemos su direc-
cién, perpendicular a OB, desproyectamos mg Segln la direccién de &g con lo que se conoce este
vector en intensidad direccion y sentido.- Ahora proyectamos el desplazamiento del punto B sobre la
direccion de la incognita Rg* , y se obtiene la proyeccion “a” requerida para aplicar el principio de los
trabajos virtuales.-

Como ya se dijo en el apartado anterior, la linea de influencia vertical de Rg* (L.I.V. de Rg*) es decir
el valor de la reaccion en el apoyo B para cualquier posicion “x” de la carga unitaria, expresado ahora
en kilonewton por ejemplo, est4 dado por:

1kN

Rg (kN) = n (cm) aem)
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Esc LIV. R¥ 5o

Fig. 9.32Ca)

Establezcamos ahora el signo de la L.1.V. de Rg* de acuerdo a lo dicho en el apartado 9.8.- Se tiene:

n<0 ; a<0 . 2>o —  Rg*>0

El sentido supuesto para la reaccion en B es correcto y se coloca el signo (+) en correspondencia con
la posicion de la fuerza unitaria para la que se hizo el analisis, con independencia de que el area afec-
tada por él se encuentre por arriba o por abajo de la base de la L.1.V. de Rg* .- Este signo afecta a toda
area ubicada en igual posicion respecto al eje de referencia; las areas situadas al otro lado de éste lle-
van signo opuesto.-

Siempre resulta préactico y objetivo verificar el signo obtenido con la ecuacion de trabajo virtual.-
Como la suma del trabajo efectuado por la fuerza unitaria y él de la incognita debe ser cero, necesa-
riamente si el primero es positivo, el segundo sera negativo, y viceversa.- Observando la L.1.V. de Rg*
y considerando el signo supuesto a la incognita se tiene:

e Trabajo de la fuerza unitaria > 0  porser myU* deigual sentido.-
e Trabajo de lafuerzaincognita < 0 porser  Rg*y “a” de sentidos opuestos.-
Confirmando de esta forma el signo obtenido anteriormente.-

Al observar esta linea de influencia vemos que el valor de la reaccion es nulo en el apoyo A, crece
linealmente con la abscisa x, y alcanza su maximo en correspondencia con el apoyo B.- Esto nos ex-
presa que, conocida la forma del diagrama de desplazamientos, es posible el trazado por puntos de la
L.1.V. de Rg* por el método estatico calculando solamente el valor de la reaccion en B cuando la carga
unitaria se encuentra en la vertical de este apoyo.- Ello es asi porque el diagrama es una recta y, en
correspondencia con el polo de rotacion, la ordenada es nula.-

Para ello, figura 9.32(b), se traza el D.C.L. de la estructura con la carga unitaria situada sobre el
apoyo B para el cual x = L.- De la ecuacion de equilibrio

+d X Mpa=1.L-Rg*senp.L + Rg*.cosp.h =0
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Se despeja
.t
L.senp —hcosp

* —

Expresion que da, en intensidad y signo, el valor de Rg* cuando U* actlia en la vertical del apoyo B.-

Fig. 9.3y

El valor numérico resultante y su signo se vuelcan en el grafico en correspondencia con la posicion de
la carga unitaria.- Como es evidente este grafico no requiere precision ya que, teniendo el valor numé-
rico de la reaccidn en la respectiva ordenada la interpolacion analitica para cualquier valor de “x”
resulta mas expeditiva y precisa que cualquier procedimiento grafico.-

Cabe agregar que si el apoyo movil fuese horizontal, como en la figura 9.31, el problema se simplifica
ya que al ser p = 90° el desplazamiento &g del punto B coincide con su componente vertical ng , con
la direccion de la reaccion y con la proyeccion “a” sobre esta Gltima.- La simplificacién es mayor aln

si se combina con el método estatico pues al ser sen p=1y cos p=0 resulta Rp =1-

Para trazar la linea de influencia de la componente vertical de una reaccién de apoyo fijo, el me-
canismo que permite el desplazamiento de la incégnita en su direccion consiste en sustituir el apoyo
fijo por uno movil cuya direccion posibilita ese desplazamiento, figura 9.33.- Se realizan los pasos 1y
2 del apartado 9.8. y se determina el polo; se da un desplazamiento virtual a la cadena de un grado de
libertad y se establecen n y ma, coincidente ahora con “a”.- Se completa el trazado con la fijacion de
la escala de influencia y determinacion de signo como en el caso anterior.- La validez de la L.I.V. de
V* va desde la vertical de A hasta la de B.-

Trazado el diagrama de desplazamientos, mediante el método estatico se puede establecer el valor de
la ordenada na de la L.1.V de V,* , y como se conoce la posicion de O’ para el cual la ordenada es
nula, la linea de influencia queda determinada.- Para ello se traza el D.C.L. con la fuerza unitaria apli-
cada en el apoyo A, y se plantea:
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+J YMa = Rg.d=0 ; siendo d=0 resulta: Rz =0 y Hg=H,=0
+d X Mg =Vpa*L-1L=0 Porlotanto Va*=1=m1a

La interpolacion analitica es muy simple teniendo presente que O’B’ = h tg (B - 90°).- Los valores
numéricos de na y de ng se vuelcan directamente al gréfico de la L.1.V. de Vp*.-

1

D.CL.x=0
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N &
2l ! L *ﬁhtg(ﬁ—90)
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Fig. 9.33
El trazado de la L.1.V. del momento de empotramiento de una viga de este tipo, figura 9.34, se
Us=1 realiza sustituyendo el empotramiento en A por un apoyo
ﬁA 5 doble que permitira las rotaciones 6 alrededor de dicho
punto.- El trazado grafico se ejecuta como en los casos
4 | anteriores presentando como novedad la determinacién del

Ux=1 ; R : o
‘ ) valor del desplazamiento “a” correspondiente a la rotacion

0 de la incognita Ma*.- Graficamente se lo obtiene llevan-

do horizontalmente y en sentido de las “x” positivas a par-
Livm, Esgshins tir del polo O’ del diagrama de desplazamientos, un radio

A=D’ de longitud unitaria (en la misma escala y unidad dimen-
WM% sional en que se ha representado el sistema): la ordenada
del diagrama asi determinada nos da el denominador “a”

ux=1 que se lleva a la escala de influencia.- Efectivamente, sien-

|
|
|
|
m, |B
|
|
|
|

) m NP .,
Hx =0 A)‘_A\A DELM, (x> ) do una rotacion infinitésima, sera:
]
a
x . f=tangO=—=a
1

\ El signo de “a” es el de la rotacion 0.- La escala de in-
fluencia y su signo se establecen de acuerdo a lo expresado
en el apartado 9.8.- A partir de la (2) del apartado 9.8. se
tiene:

o
r
<
3
g
—

Fig. 9.34 n
n<0 ; 6>0 §<O - Ma*<0

Verificando con la (1), se tiene:
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e Trabajo de la fuerza unitaria > 0 por tener ny uU* sentidos coincidentes
e Trabajo del par incognita <0 por tener 0 y Ma* sentidos opuestos
El sentido supuesto para el par es correcto: Ma* <0.-

Para aplicar el método analitico observamos el diagrama de desplazamientos, el que en muchos casos
puede ser simplemente croquisado, y deducimos que cuando U* =1 est4 ubicada en el empotramiento
A su influencia es nula, en cambio es maxima cuando se sitla sobre el extremo B.- Trazamos el
D.C.L. para este estado de carga y se tiene:

+TXY=0 o Va*=1 ; +J3XMa=-Mpa*+1L=0 .. Ma*=1L

El signo que le hemos supuesto al momento de empotramiento se verifica; por lo tanto lo volcamos en

la L.1.V. de Mpa*y colocamos, en la ordenada correspondiente al extremo B, el valor numérico obte-
nido cuya dimension serd la del momento de una fuerza.-

9.9.2.- LINEA DE INFLUENCIA DE ESFUERZOS INTERNOS EN ESTRUCTURAS DE ALMA
LLENA.-

9.9.2.1.- Linea de influencia de momentos flectores.-

Sea el caso sencillo de un viga simplemente apoyada de eje horizontal para cuya seccion s-s se desea
trazar la .L.1.V. de Ms*, figura 9.35.- El procedimiento a seguir es el que se ha utilizado hasta acj,
pero es necesario hacer aclaraciones respecto de la incognita y su desplazamiento.- El mecanismo que
pone en evidencia la incognita permitiéndole un desplazamiento virtual, se obtiene introduciendo una
articulacién en correspondencia con la seccion considerada transformando la estructura isostatica en
una cadena cinematica de un grado de libertad.- La incognita esta indicada por dos cuplas iguales,

Fig. 9.32
opuestas, que representan el momento flector en la seccion s-s supuesto positivo: su desplazamiento
esta dado por la rotacion relativa de una chapa respecto a la otra, 6,.;.- Si al conjunto de las dos chapas
(supuestas rigidamente vinculadas) se le da la rotacién 6, , la fuerza unitaria desarrollara el trabajo
positivo 1.n en cambio la incognita no producira trabajo ya que no hay desplazamiento relativo.- Si
ahora se deja fija la chapa S; y a la chapa S, se la hace rotar alrededor de su centro relativo (la articu-
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lacién que hemos introducido) hasta que su elacién pase por la proyeccion O,’ del polo de la chapa S;
, queda terminado el diagrama de desplazamientos.-

Obsérvese que en este desplazamiento relativo 6, , de la chapa S, respecto ala S, la cupla izquierda
no efectla trabajo alguno efectuandolo solamente la cupla derecha (cupla que define el signo del
momento flector), y que realiza el trabajo Mgs*.0,; <0 .- El valor numérico de la rotacion relativa 6,.
1 Se obtiene como en el caso anterior por el segmento “a” de ordenada determinada por las intersec-
ciones de las rectas correspondientes a las dos elaciones, (S1’). ¥ (S2”), con la vertical trazada por el
extremo de un radio unitario llevado horizontalmente y hacia la derecha de la proyeccién del polo
relativo sobre el diagrama de desplazamientos.- Su signo es el de la rotacion 0,4 .-

Con “a” y “n” se establece la escala y el signo de la linea de influencia, este Gltimo conviene verificar-
lo con la ecuacién de trabajo.- En la figura 9.35: n <0, 0,4<0 ; resultando Mg* > 0 ; verificando con
la ecuacion de trabajo se tiene: 1.y > 0 para el trabajo de la fuerza unitaria, y Ms*0,., < 0 para el tra-
bajo del par incégnita, lo que verifica el signo positivo supuesto.-

Conocido el diagrama de desplazamiento, se observa que s6lo hay que determinar el momento Mg*
cuando la fuerza unitaria actda en correspondencia con la seccién: se traza el D.C.L., se calculan las
reacciones de apoyo y luego el momento flector en la seccidn considerada; este valor constituira la
ordenada de la L.1.V buscada.-

Si se tiene ahora el sistema de la figura 9.36, se sigue el proceso que se ha descripto en los casos ante-
riores, como surge del analisis de dicha figura.- Nos limitaremos a explicar el método combinado.-

D.CL(x=0>

[Xs (Xs—ys Ctg w

Fig. 9.36

Trazado el diagrama de desplazamientos verticales se observa que el polo O, coincide con B, por ello
la ordenada de influencia en O,” es nula.- Para completar la L.1.V de Ms* se requiere calcular las or-
denadas en el apoyo A y en correspondencia con la seccion considerada.- Con ese fin se han trazado
los D.C.L. para esas dos posiciones de la fuerza unitaria, y se obtiene:

Para U* = 1, sobre el apoyo A, las reacciones valen

Va*=1; Vg*¥=0 ; Ha*=Va*cotg a = Hg* = cotg o
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y la ordenada de la linea de influencia en A, vale:
Ms* = - ys cotg a
Para U* = 1, en correspondencia con la seccion s-s , serd

« X * * » (L—-xg).cotg a
Vp = : Vg=—2 ; Hp=Vacotga=Hg=-—"S""°"7
A L B~ A = VaCOLg B L

y la ordenada de la linea de influencia en la seccién s-s vale:

L—Xg
L

Mg = (xs —ys.cotg a)

9.9.2.2.- Linea de influencia de esfuerzos cortantes.-

El proceso de trazado del diagrama de desplazamiento es siempre el mismo, pero cabe repetir algunos

conceptos vistos anteriormente y formular algunas aclaraciones.-
U%=1 Ux=1

*
Ux=1 _
} lag } Loxs AR NI E
I S . — RX%
2 <A1’2>oo

| B=0
R
J ¢
Qy | \ \
| |
}L‘Lv‘@g | |
|
|

\
e
o n ,

02

/ 1t
Spe ESC‘Q(CM)

Fig. 9.37

En primer término recuérdese que del par de fuerzas iguales y opuestas que definen el esfuerzo tan-
gencial en una seccién, la que actla en la cara derecha del corte es la que determina el signo del mis-
mo: sera positivo si ella va dirigida hacia arriba o afuera, o si el efecto fisico es tal que las fuerzas
externas tienden a cortar la viga, pilar o arco en la seccion considerada llevando hacia arriba o hacia
afuera la parte izquierda de la estructura, y hacia abajo o adentro la derecha.-

En segundo término, el mecanismo que permite los desplazamientos tangenciales de una cara respecto
a la otra, figuras 9.37 y 9.38, se lo concibe formado por dos bielas paralelas doblemente articuladas a
ambas caras de la seccion del corte, y dispuestas perpendiculares al plano de las mismas.- Légicamen-
te ésta es una concepcion imaginaria ya que se trataria de bielas infinitamente cortas pues ambos pla-
nos son coincidentes.-

Obsérvese finalmente que, al ser las bielas paralelas, el centro de rotacion relativo se ubica en el punto
impropio de la direccion del eje de la estructura, o de su tangente en caso de ser éste curvo; el despla-
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zamiento relativo de una chapa respecto a la otra es una traslacion, y sus elaciones seran rectas parale-
las pasantes por los polos absolutos de cada una de las chapas.-

Veamos escalas y signos.- En el caso de la viga, figura 9.37, el desplazamiento ns coincide con el
desplazamiento de la incdgnita por ser el plano de la seccion y la fuerza unitaria verticales.- No pasa lo
mismo en el caso del arco, figura 9.38, por lo que hay que desproyectar el corrimiento vertical sobre la
direccion del desplazamiento de la incognita obteniéndose la proyeccion “a”.- Determinado “a” se
tiene la escala de influencia por la que hay que multiplicar los desplazamientos .-

En cuanto al signo, en ambos casos el cociente 0 s positivo, lo que determina que la fuerza Qs*
a

derecha (que es la que trabaja durante el desplazamiento relativo) sea mayor que cero, con lo que el
esfuerzo de corte resulta positivo como se ha supuesto.- Este resultado se comprueba aplicando el
principio de los trabajos virtuales: el trabajo de la fuerza unitaria es negativo por lo tanto el trabajo de
la incégnita sera positivo, coincidiendo con lo que se observa en la L.I1.V. de Qs*.-

DCLAx=x_) s
=)

*

=L—x
HA L

sctga,

Fig. 9.38

Para aplicar el método estatico, consideremos en primer término el caso de la viga de la figura 9.37.-
Observemos el diagrama de desplazamientos verticales: vemos que en correspondencia con los apoyos
ellos son nulos y que los valores extremos (de uno y otro signo) se producen cuando la fuerza unitaria
se encuentra inmediatamente a la izquierda e inmediatamente a la derecha de la seccidn considerada.-
El D.C.L. es el mismo para ambas posiciones ya que estan infinitamente préximas; se tiene:

Si U*=1 se ubica inmediatamente a la izquierda de s-s con X = Xs, el esfuerzo de corte vale:

- L —Xg Xg
Qs(izg) = T—l =T

Y si U*=1 se ubica inmediatamente a la derecha de s-s con x = X, el esfuerzo de corte valdra:

264



N
— Capitulo 9: Analisis de estructuras planas bajo la accion de cargas méviles

L—Xg
L

Qs (gery =

Efectuada la resolucion numérica, se vuelcan en el diagrama de desplazamientos los valores con su
dimensidn y signo con lo que se completa el trazado de la L.I.V. de Qs*.-

Veamos el trazado de la L.1.V. de Qs* en el caso del arco de la figura 9.38 , del cual ya conocemos el
diagrama de desplazamientos verticales.- De su observacion se deduce que, como el polo O, coincide
con el apoyo B, para la determinacion de la linea de influencia buscada se necesita conocer el valor del
esfuerzo de corte producido en la seccién s-s cuando U*=1 se ubica sobre el apoyo A y cuando se
sitla inmediatamente a izquierda y derecha de la seccién considerada.- En la parte derecha de la figura
se han trazado los D.C.L de la estructura para las posiciones de la fuerza unitaria indicadas de los
cuales se obtienen las expresiones de los esfuerzos de corte requeridos.- Efectivamente:

Si U*=1 se sitla sobre el apoyo A, con x =0 se tiene
Va*=1 ; Vg*=0 ; Ha*=Hg*=cotgoaa .. Qs*=cotgaoa.Ssenos=mna
Si U* = 1 se ubica sobre la seccion s-s, con X = Xs , Sera:

X L-
Vaz S5 Vet TS L Har=Her= = ootg

Si U* = 1 actla inmediatamente a izquierda y derecha de la seccion el esfuerzo de corte vale respecti-
vamente:

L —Xg — Xg

L
COSag — COSarg +

Qs(izg) = Cotgaa.Sen ag = 1g(izq)

X L-x
Tscoso:S + S

Qs(der) = cotgaa senag = 7g(ger)

Introducidos los datos que figuran en estas expresiones se obtienen los valores numéricos y signos del
esfuerzo de corte en la seccion s-s calculados para las diversas posiciones de la fuerza unitaria, los que
se vuelcan en las ordenadas correspondientes del diagrama de desplazamiento; con ello queda deter-
minada la L.1.V. de Qs* de la estructura dada.- El valor de la abscisa del polo O, puede utilizarse para
verificar resultados ya sea que haya sido obtenida graficamente -trabajando a escala- o calculada
trigonométricamente.-

9.9.2.3.- Lineas de influencia de esfuerzos axiales.-

Sea el portico triarticulado de la figura 9.39; se desea trazar la L.1.VV. de Ng* respecto a una seccion s-s
de la columna derecha.- Se practica un corte en el plano transversal de la seccién considerada y se
introduce un mecanismo que permita que la fuerza incégnita se pueda desplazar en su direccion efec-
tuando trabajo mecanico; este mecanismo consiste en dos bielas biarticuladas dispuestas paralelas al
plano de la seccion de corte que funcionaria como dos tubos telescopicos paralelos a Ns'.-

En cada cara del corte se aplican dos fuerzas, iguales y opuestas, de intensidad dada por el esfuerzo
normal Ns* que origina la fuerza unitaria; el signo de este esfuerzo lo suponemos positivo producien-
do traccion en las dos partes en que ha quedado dividida la columna.-

Trazamos el diagrama de desplazamientos virtuales en la forma conocida demarcando los corrimientos
verticales 1 de la fuerza unitaria y ns de la incégnita; ns se desproyecta en la direccion de Ng* obte-
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niéndose en direccion , intensidad y sentido el desplazamiento a de la incognita, que permite estable-
cer la escala de la L.1.V. de Ns*.- En la vertical de | su signo es:

n<0 ; a>0 -~ <o o5 Ng<O
a
Verificacion:
Trabajo de la fuerza unitaria U*m >0  (sentidos coincidentes)
Trabajo de la incognita Ns*.a>0 (sentidos coincidentes)

Esto no es posible ya que su suma debe ser nula; se debe cambiar el sentido positivo supuesto, con-

Ux=1

T C
LIV, 0 }
\
|
| s
\
‘ —
‘ DCL (x=xg>
|
VieLl=x
- S g S
” | =
| |
| X=X
| | =
‘ \ \
C=A1-2 [ I L
| |
S, } 0 ‘ 0
} (Ae-3) Xsseno
|
\
A:o1;/% |
% \
|
| !
| [ Fig. 9.39
‘ ~
[ } LIV.N
~
O |
=g~ | ‘
0;=0% T
Spe
1t
Egc‘a(cm)

firmando lo obtenido al dividir n y “a” que dié Ns* < 0.-

Resolvamos ahora por el método estatico partiendo del diagrama de desplazamientos verticales.- De su
observacion se deduce que las ordenadas de la L.1.V. de Ns* en correspondencia con los apoyos (polos
O,y O3) son nulas, y que para obtener sus valores extremos se debe calcular el esfuerzo axial a ambos
lados de la fuerza unitaria cuando actlia sobre la seccién s-s.-

Con U* en la posicion indicada se construye el diagrama de cuerpo libre.- Se tiene:
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Si U* actua inmediatamente a izquierda y derecha de la seccidn, sera en el orden dado:

* L-x X
NS(izq):|:TS—1:|SGHOLS=—TSSGHOLS < 0

Introduciendo en estas expresiones los datos por ellas requeridos, se calculan los valores extremos
numericos con sus signos, que se vuelcan en el diagrama de desplazamientos verticales, obteniéndose
la linea de influencia buscada de lectura directa sin necesidad de escala.- Los valores intermedios se
calculan interpolando analiticamente.- Se debe verificar el paralelismo de ambas ramas de la linea de
influencia ya que A, es un punto impropio.- Esto se puede efectuar analiticamente por semejanza de
triangulos.-

9.9.3.- LINEA DE INFLUENCIA DEL ESFUERZO EN BARRAS DE RETICULADOS.-
9.9.3.1. - Linea de influencia del esfuerzo en una barra de cordén.-

El esfuerzo, cuya linea de influencia se busca, se pone en evidencia eliminando o cortando la barra en
consideracion.- Para sustituirla se colocan en los nudos extremos dos fuerzas iguales y opuestas, que
designaremos T*, y le supondremos inicialmente signo positivo; éste corresponde al sentido de las
fuerzas alejandose del nudo respectivo originando esfuerzo de traccion en la barra, figura 9.40.-

En la forma conocida se determinan los polos de la cadena cinematica y se traza el diagrama de des-
plazamientos verticales- El corrimiento de U* , 1 , se obtiene directamente en su vertical, y el despla-
zamiento de la incognita, Ax.m = a, en la forma vista en 9.7.1.6.- Conocido “a” se tiene la escala de la
L.1.V. de T* ; veamos su signo.-

Respecto al corrimiento 1 como esta dirigido hacia abajo es negativo.- Para la variacion de distancia
se procede de la siguiente manera: En el diagrama de desplazamientos observamos el sentido de la
rotacion relativa, 6, , de la chapa S, respecto a S; (antihoraria en nuestro caso) que, aplicada a la
chapa S, cuando la S; esta fija, produce un acercamiento de N hacia M.- Este desplazamiento tiene
sentido coincidente con el que supusimos para T* > 0 (traccion) correspondiéndole el mismo signo
gue a ésta, positivo.- Se tiene:

N<0 ; Awwm>0 . N .0 5 T*<0
N-M

Esto nos dice que el sentido supuesto es erréneo y que la barra trabaja a compresion, lo que es eviden-
te por tratarse de una barra de cordon superior.- No obstante esto, verifiquemos el sentido supuesto
con la ecuacidn de trabajo:

Trabajo de la fuerza unitaria U*n >0 (sentidos coincidentes)
Trabajo de la incdgnita T*.Anm > 0 (sentidos coincidentes)

Como esto no es posible debemos cambiar el sentido supuesto y sera:  T* <0

Determinada la forma del diagrama de desplazamientos podemos determinar la L.1.V. de T* por medio
del método estatico.- Efectivamente, las ordenadas en los apoyos son nulas y el maximo valor del
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esfuerzo en la barra se produce cuando la carga unitaria se ubica sobre la articulacién A, coincidente
con el nudo C del reticulado.- Se construye el D.C.L. para esta posicion de U*, y se tiene:

DCLAx=x_) = =
s

»  L-X¢ «  Xc
L
Si en la estructura practicamos un corte de Ritter vertical por el nudo C, seccionando la barra de cuyo

esfuerzo queremos trazar la linea de influencia, y tomando momento respecto a C de las fuerzas situa-
das a la izquierda del corte, se tiene :

L —x¢

L —
SRS S I S .

L h
Se vuelcan los valores numéricos y signo al diagrama de desplazamientos y se tiene la L.I1.V de T*.-
Se presenta una variante a tener en cuenta si la barra pertenece al cordon por el cual circulan las cargas

ya que, como en estas estructuras generalmente la transmision de ellas es indirecta, la linea de influen-
cia trazada debe modificarse segtn lo indicado en el apartado 9.6.-

9.9.3.2.- Linea de influencia del esfuerzo en una barra diagonal.-

Sea la viga Pratt de la figura 9.41 de una de cuyas diagonales, MN, necesitamos la linea de influencia.-
. Siguiendo el método cinemaético no hay variantes respecto al caso anterior.- Analicemos los signos:

N>0 ; Aywm>0 ~—1 50 = T*>0
N-M

Verifiquemos con la ecuacidn de trabajo:
Trabajo de la fuerza unitaria U*n <0 (Sentidos opuestos)
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Trabajo de la incognita T*Anm >0 (Sentidos coincidentes)
M
¢
T}(
UX=1 vl N*
A B
_ A B
VAN C  D=N VAN ] — - -
(Vs M VeTLC
t < L
Mos,
% v /
// T oy // [
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0; n 04 e
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spe \Kl LIV, T x_/Lseng
S
Fig. 9.41

Para la posicion indicada de la fuerza unitaria la barra trabaja a traccion, alcanzando su méaximo en
correspondencia con el nudo D de la estructura; entre C y D invierte su signo pasando a un minimo en
correspondencia con el nudo C.- Para determinar analiticamente la L.I.V. de T* se construye el D.C.L
y colocando la fuerza unitaria primero en C y luego en D, se calcula el valor de la incognita para esas
posiciones.- Practicando un corte de Ritter que intercepte la diagonal cuyo esfuerzo se busca y consi-
derando las fuerzas actuantes a la izquierda del corte, se tiene:

Aplicada U*=1 en el nudo C (X=x¢)

L-x X
YigY=—"%-1-T*senp=-"C-T*senp=0
L L
T*:_X_C
Lseng

Aplicada U*=1en el nudo D (x=xp)

ZiZqY:L_—LXD—T*sen(p:O
T*_ L-Xp
Lseng

Los valores numéricos y signos que resultan de introducir los datos del problema en las ecuaciones
anteriores se vuelcan al diagrama de desplazamientos quedando determinada la L.1.V. del esfuerzo en
la diagonal elegida.- Se cierra el célculo verificando el paralelismo entre la primera y tercera ramas de
la linea de influencia.-
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9.9.4.- LINEA DE INFLUENCIA EN SISTEMAS DE VARIAS CHAPAS .-

Sea la viga Gerber de la figura 9.42.- Se efectuara el trazado de la L.I1.V. de Ms* en una seccidn del
primero de sus tres tramos.- Formada la cadena cinematica mediante la introduccién de una articula-
cién en la seccion s-s establecida, se determinan los polos de las cuatro chapas que coinciden con los
cuatro apoyos de la viga.- Con ellos se traza el diagrama de desplazamientos verticales que no ofrece
novedad alguna.- Determinemos los signos para la posicion que se ha fijado a la carga unitaria:

Ux=1
A s B C D
e | |

> . 3 Do 3 \ 3
\ i \ | Ukl \ \ ‘

\ | ! | \ | |
\ M \ | \ ! \

A= ‘ B=0 c=0 _
AR | I | -0,
A Ws & T s & 7 s 2
! ‘ \ ! \ ! \

‘ ‘ ‘ (Sye ‘ ‘ |
i | 0 | n AT 0

‘ ‘ W‘
(Sp |
0 } @ (spe ® ©e ‘
(She
1 T LIV, M* ‘
d . |
_1tm
Egc‘a(cm)
~1m
Ux=1
D‘CL‘<><:><S>
A N B H C K D
* | -x s *7X * *_
RN 0e RBles Rcfﬁ RD—O
><—><S L1*><S 05 be a3 b3
Ll LE L3

Fig. 9.4¢
n>0 ; a=10,,<0 . <0 > M;<0
a
Verificacion con la ecuacion de trabajo
Trabajo de la fuerza unitaria ~ U*n <0 (sentidos opuestos)
Trabajo de la incognita Ms*.0,.1 <0  (sentidos opuestos)

Como esto no es posible, resulta errdneo el sentido supuesto , por lo tanto Mg* < 0.-

Conocido el esquema del diagrama de desplazamientos verticales se lo convierte en L.I.V de Mg*
calculando el momento flector en la seccidn s-s cuando la fuerza unitaria actda en correspondencia con
ella.- Esto es asi por cuanto se conoce la posicion de los cuatro polos en coincidencia con los apoyos,
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para los cuales la ordenada de la linea de influencia es nula.- Se construye el D.C.L. y se calculan las
reacciones en los apoyos para la carga unitaria actuando en la seccién s-s; se tiene:

»  Lj—X x X * *
Ry=——"3 ; Rg=-> ; Rc=0 ; Rp=0
A Ll BL1 C D

Si U* se ubica sobre la seccion s-s seré:

L —Xs
I—1
Este valor se vuelca con su signo en el tramo (1) del diagrama de desplazamientos.- En los tramos (2)
y (3) los valores extremos del momento en la seccién s-s se producen cuando la fuerza unitaria pasa
sobre las articulaciones intermedias pero, como la posicion de las articulaciones es un dato de la geo-

metria de la viga, su calculo por interpolacién analitica resulta elemental.-

9.10.- DIAGRAMAS ENVOLVENTES.-

Demos una vision general a lo expuesto sobre fuerzas reactivas en las estructuras y sus apoyos:

e En los capitulos anteriores se ha desarrollado para diversos tipos de estructuras el trazado de los
diagramas de esfuerzos internos que nos dan, para una determinada posicion fija de la carga, el
valor del esfuerzo interno de que se trate, en todas las secciones de la estructura.-

e Las lineas de influencia, vistas en el presente capitulo, permiten conocer los valores del esfuerzo
que se desarrolla, en una seccion fija preestablecida, cuando la estructura es recorrida por una
carga movil.-

e Permiten asimismo, establecer las posiciones de la carga que originan el maximo y el minimo
valor del esfuerzo en la seccion considerada.-

Para conocer las condiciones mas desfavorables posibles en cualquier seccion de la estructura, nos
P falta establecer un Gltimo tipo de diagramas
gue pasamos a considerar.-

s Sea la viga simplemente apoyada de la figura
% | 9.43.a) y sea s-s una seccion para la cual
7 > 777 conocemos las lineas de influencia del mo-
C= s mento flector y del esfuerzo de corte.- Sabe-
L.1V.deM:  mos que si ubicamos la carga P:
® e en correspondencia con la seccién s-s, se
obtendra el méximo valor posible del
-5 momento flector en ella; este valor lo de-
fan signamos Mgy .-
LIV.de@: e inmediatamente a la derecha de la seccién
&) N % se tendrd el maximo valor del esfuerzo
- cortante en la seccién, que se designa
QSméx i
e inmediatamente ala izquierda de ella se
P origina el minimo valor posible del es-
, fuerzo de corte en s-S, Qsmin
A | B Obtenidos estos valores se considera otra
AN lo JAN seccion s’-s” de la misma viga, figura 9.43.b)
! y se trazan las lineas de influencia del mo-
L1y gew Mento flector y del esfuerzo de corte en ella,
@ ° se podran determinar los valores de los es-
fuerzos maximos y minimos que se originan
en ella: MS’méx ) QS‘ma’x ’ QS‘ml’n -

o>

2 L.LV. deQ® 271
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Repitiendo el procedimiento expresado para un nimero suficiente de secciones y llevando, en corres-
pondencia con la respectiva seccién y a partir de un eje de referencia, los valores maximos y minimos
de un determinado esfuerzo interno, se obtiene el diagrama Ilamado de maxima y minima solicitacion
o diagrama envolvente del esfuerzo en consideracién.- Este diagrama permite el calculo, o la verifi-
cacion, de las dimensiones de cualquier seccién de la estructura para las solicitaciones mas peligrosas
que puedan presentarse en ellas.-

Las condiciones de cargas accidentales que conviene considerar son las siguientes:

1. Unasolacarga P concentraday mévil, de intensidad, direccion y sentido constantes;

2. Una carga distribuida de intensidad “p” constante que puede ocupar cualquier posicion y variar la
longitud cargada como ser muchedumbres, mercaderias etc. ...;

3. Un tren movil de cargas concentradas Py, P,, .., P, gue mantienen entre si distancias mutuas
invariables.-

Debe tenerse presenta ademas una carga permanente distribuida de intensidad “g” constante corres-
pondiente el peso propio de la estructura y al peso de los elementos constructivo que ella soporta y se
encuentran adheridos a la misma, como ser entrepisos, pisos, techos, cielorrasos tabiques, etc.- Como
estructura consideraremos sélo el caso de la viga simplemente apoyada.-

9.10.1.- DIAGRAMA ENVOLVENTE: CARGA ACCIDENTAL P (concentrada y movil).-
9.10.1.1.- Diagrama envolvente actuando s6lo la carga accidental.-
Prescindamos inicialmente de la carga permanente “g” y consideremos sélo a P, figura 9.44.- La

L.1.V. de Mg* para una seccion genérica s-s indica que el momento flector es maximo cuando P esta
sobre s-s de abscisa s, Y se tiene, recordando 9.3.y 9.4..

P(L-Xg).X P.x2
Msmax = PNmax = ( LS) S —— LS +P-Xs

La expresion anterior representa una parabola de segundo grado si se toma x = Xs como variable
independiente.- Esta abscisa determina simultaneamente, la posicion de la seccion genérica s-s y la de
la carga mévil P que actlia sobre ella: sus ordenadas dan para cualquier seccién los valores del maxi-
mo momento flector que en ella se produce.-

Estas ordenadas son nulas en A'y By alcanza el maximo PL/j para la carga situada a la mitad de la

luz, xs =% L.- Observemos que si se une S; con A; y B, se obtiene el diagrama de momentos
flectores para P inmovil sobre s-s.-
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En todas las secciones el momento es minimo cuando la viga esta descargada: M, = 0.-

P
S
A } B
e i 7
I S |
| L
I~ @ Momox  —
Ao =
T s’
P 7777777
1 @ Qomax By,
Ay o © ] 4
1
Bz
Fig. 9.44

Se ha visto que el esfuerzo de corte maximo en una seccion cualquiera de abscisa Xs , Qsmax ,S€¢ produ-
ce cuando P se ubica inmediatamente a la derecha de s-s, y su valor serg, apartado 9.9.2.2.:

P(L-x P
QSméx:P-nméx: —( L S) :—EXS+P

gue es la ecuacién de una recta; x = Xg varia entre 0 y L; se representa tomando:
para  Xs=0 : Qsmax =P y para Xs=L I Qsmax=0
Esta recta constituye el diagrama envolvente de esfuerzos de corte maximos.-
Qsmin S€ produce cuando P esta inmediatamente a la izquierda de s-s, apartado 9.9.2.2. , y se tiene:

P.xg
L

Qsmin = PMmin= —

ecuacion de una recta que constituye el diagrama envolvente de esfuerzos de corte minimos que se
representa tomando

para  Xs=0 : Qgmin=0 y para Xs=L : Qsmin=-P

Obsérvese que si se traza la vertical S’S” en correspondencia con una seccion cualquiera se obtiene el
diagrama AjA,S’S”B, B, correspondiente al esfuerzo de corte originado por P inmovilizada sobre la
seccidn s-s.- Interesa la determinacién de los esfuerzos minimos porque puede ser que, en valor abso-
luto, superen el valor absoluto del esfuerzo maximo.-

9.10.1.2.- Diagrama envolvente : carga accidental concentrada més carga permanente.-

La carga permanente “g” distribuida en toda la luz de la viga produce momentos flectores positivos
representados por el diagrama parabélico de ordenada maxima ng /8 , figura 9.45.- Esta parabola, de
momentos positivos, constituye también el diagrama de Mgy, cuando la viga esta descargada.- Su-
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méndolo con el diagrama obtenido para la carga accidental concentrada P en el apartado anterior,
determina el diagrama de momentos flectores producidos por la carga accidental mas la permanente,
que vale:

P

S
[TITTTTOT I TIITIITITTd
A - B

7 7
%3

2
Momax gL/8

PL/4

gL/2

A Qsmin gLve

o

Q min

Fig. 945

_ glxg gXé P(L—Xs)Xs gXs(L-Xg)  Pxs(L-Xg)
IVISmax =075t = +
2 2 L 2 L
2
Paraxs= %L vale: Mnymx= %+%

Que es el valor maximo de los maximos llamado maximo maximérum.-

La carga permanente “g” produce esfuerzos cortantes representados por la recta punteada de ordena-
das extremas %2 gL ( positivos en la mitad izquierda de la viga y negativos en la derecha).- Sumando
algebraicamente este diagrama con el calculado para la carga accidental P, concentrada y movil, se
obtienen los diagramas totales de maximas y minimas solicitaciones:

L P(L—-x L P(L—-x
Qo =5 —rs + T o S P
L Px L Px
Qonn = o =12 =95 )T

En las secciones comprendidas entre Ay y H no sélo es positivo Qsmax Sino que también 1o es Qsmin,
porque el esfuerzo cortante positivo debido a la carga permanente “g” es de mayor valor absoluto que
el negativo originado por P.- En las secciones del tramo Bo K es negativo no s6lo Qgpin Sino también
Qsmax -~ EN las secciones del tramo HK se tiene Qsmax POSItivo y Qsmin Negativo.-

9.10.2.- DIAGRAMA ENVOLVENTE: CARGA ACCIDENTAL “p” (distribuida y movil).-

9.10.2.1.- Diagrama envolvente actuando sélo la carga accidental “p”.-
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La linea de influencia de Mg* para una sec- s
[TTITTITITITTTd

ci6n cualquiera s-s, indica que cualquier carga P L J L[ TTTT]

gue actlie sobre la viga produce en ella mo- - s BWW
mento flector positivo.- Por consiguiente,
figura 9.46., el maximo valor de Ms se pre- | L
senta cuando la viga esta totalmente cargada
sea cual fuese la seccién considerada.- El ®

diagrama de Msns €s el diagrama de momen-

tos flectores correspondiente a una carga . plL78
uniforme total, es decir una parabola cuadrati- o

[TTTTTTITIITITTT)
ca de ordenada méaxima pL2/8 .- Los momen- VAN - B

tos minimos corresponden a la viga descarga- ' s
day vale: Mg, = 0.- Pl

777

La linea de influencia de Qs* para una seccién
cualquiera s-s indica que toda carga que actla f
a su derecha contribuye a producir un esfuer- >
zo de corte positivo, mientras que toda carga l
situada a la izquierda de s-s origina un valor
negativo del esfuerzo de corte.- Por consi-
guiente, el valor maximo del esfuerzo de corte
se presenta cuando se carga toda la longitud
de viga situada a la derecha de la seccién s-sy
el tramo ubicado a su izquierda esta descarga-
do: la sobrecarga debe actuar solamente desde la seccién hasta el apoyo B.- El valor minimo se origina
cargando desde el apoyo A hasta la seccidn s-s.- Para estos estados de carga sus respectivas areas de
influencia valen (véase figura 9.43 y apartado 9.5.):

Fig. 9.46

1(L-x L-xg)?

Ainfmix = _%(L_xs):%
1Xg X3
A. L= 2 _
inf.min 2 L S oL

Los diagramas de esfuerzos maximos y minimos, y sus valores extremos seran:

L-Xs)? Si Xs=0 — _PL/ _R
Qsmax = P-Ainfmix = u con: S Qsmax 2 A
2L Si Xg=L — Qgpa =0
2 Si X¢=0 — Qgnn=0
X S Smin
Qsmin = P-Aintmin = — P-Xs con: L

2L Si Xs=L — Qgpin =- —Rg

5=

Por consiguiente el diagrama de Qsmax €5 Una parabola cuadratica con el vértice en la vertical del apo-
yo B.- El maximo se presenta en el apoyo A cuando la viga esté cargada en toda su luz.- El diagrama
de Qsmin €s también parabolico y antimétrico de Qspax con el vértice en correspondencia con Ay el
minimo en B con la viga totalmente cargada.-

Obsérvese que cuando xs = % L, resulta Qsmax = -Qsmin = pL/8 , cargandose la mitad de la derecha o
de la izquierda, mientras que cuando se carga toda la viga el esfuerzo de corte es nulo.-
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9.10.2.2.- Diagrama envolvente: carga accidental distribuida mas carga permanente.-

Los diagramas totales de Qsmax Y Qsmin S€ Obtienen sumando algebraicamente el diagrama de esfuer-
zos de corte producidos en la viga con la carga distribuida “g” en toda la luz de la viga con el diagra-
ma envolvente de la carga distribuida “p” obtenidos en el apartado anterior (véase parte inferior de la
figura 9.47.- Esas funciones valdran:

_gL p(L - Xxs)® L p(L - Xxs)®
Qsmix =~— — OXg + ———22 = —Xg) 4+ ———=27
s > 9Xs oL 9(4 s) oL

X
QSmln g(/ XS DZLS

S

D?HHHHHHHH\HHH
9 LTI T

A B
7 i
sl

Nz

f -
pL/2 Q mox pL/8
{ @ Qomax
O P B, rgL/E
QL/Zj AL H = S
Q._min pJ/E
Q min f

PL| [TITTITTITTTITTT]
gj%l\\HH\HHHHHHHH
A

S

W/
S
T
QL JTTTTTTTITTTITTITTTITTIITI )
/A S VA

Fig. 9.47

También en este caso las secciones del tramo HK estan sometidas a inversion del esfuerzo cortante
segln que la carga esté a derecha o izquierda de s-s, mientras las secciones de los tramos A, H y Bg
K se encuentran sometidas a esfuerzo cortante positivo o negativo, respectivamente.-

El diagrama envolvente total de Mgpsx (Véase parte superior de la figura 9.47) se obtiene sumando el
diagrama de la carga accidental distribuida en toda su luz, con la parabola cuadratica de ordenada

2
maxima QLK correspondiente a la carga permanente. Su valor es:
_gbgx§ pL_ pxs

1 1
Msmax = 7Xs _TJF?XS _TZE[gXS(L_XS) +pXs(L _Xs)]:E(g +p) Xs(L = Xs)
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1 1
Msmin = E[Q'—Xs - gxé]zz[gxs(L - Xs)]

9.10.3.- DIAGRAMA ENVOLVENTE DE UN TREN DE CARGAS CONCENTRADAS.-

Sea la viga AB simplemente apoyada indicada en la figura 9.48; sobre ella incide una carga accidental
constituida por un tren de fuerzas concentradas P; que avanzan de izquierda a derecha manteniendo
invariable la distancia entre ellas, como asi también sus respectivos sentidos, direccion e intensidad.-
En primer término necesitamos establecer la posicion del tren de cargas que origina el mayor valor
del momento flector en una determinada seccion s-s de la viga.-

Consideremos inicialmente una la. posicién del tren de cargas caracterizada porque todas ellas se
ubican a la izquierda de la seccién considerada.- El valor del momento flector en s-s cuando se cono-
celaL.l.V.de Ms*, A; S; B; A;, considerando al tren formado por cuatro fuerzas sera:

Msia = Pimi+Pana+Psnz+Pymny

Si ahora suponemos que el tren de cargas se desplaza hacia la derecha una longitud 4x , sin llegar
la primer fuerza a alcanzar la seccion s-s, el momento flector variara su intensidad en la siguiente
cantidad:

AMs 1, = P1.Ang + Py Ang + P3 .Ang + Py Ang = ( Py + Py + P + Py ) AX. tanga

en donde :
Ani =Any; = Anz=Angs = AX.tang a

son las variaciones de las ordenadas de la linea de influencia al desplazarse las fuerzas P; la longitud
AX.-

Como todas las cargas actdan en el tramo A; S; de la linea de influencia, que tiene ordenadas crecien-
tes hacia la derecha, la variacion del momento flector al desplazarse las cargas en la forma expresada
sera positiva ya que el signo de la linea asi lo es.- AMs 1, resulta mayor que cero y la funcion Mg,
crecerd rapidamente pues todos sus términos son positivos.-

Si se considera ahora una 2a. posicion del tren de cargas en la cual P, incide sobre la seccién s-s, y a
partir de ella damos un desplazamiento positivo Ax al tren de cargas, la variacion del momento flector
originada por este avance Ax de las cargas sera:

AMs 2, = [(P; + P; + P, )tango. — P tangp | Ax
Si en esta nueva variacion del momento flector predomina el término positivo, la funcion seguird cre-

ciendo pero con menor pendiente que cuando el tren de cargas se desplazaba con todas las fuerzas a la
izquierda de s-s.-
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En el avance del tren de cargas se toma ahora una 3a. posicion en la cual P, se encuentra sobre la
seccién s-s y damos un desplazamiento Ax a las cargas, la variacion del momento flector sera:

AMs 5, = [(P; + P, )tanga — (P, + P, )tangB]. Ax

Suponiendo que en esta expresion el término negativo sea de mayor valor absoluto que el término
positivo AMs 3, , resultara negativo y la funcién Mg sera ahora decreciente, lo que indica que pasé
por un maximo cuando P, estaba sobre s-s.-

Sintetizando lo expuesto, resulta que si el tren de cargas se mueve sin que alguna de las cargas pase de
uno a otro lado de la seccién considerada, la variacion del momento flector es lineal y proporcional a
AX , 0 sea que:

= constante

Al pasar una carga de uno a otro lado de la seccidn varia esta relacién y si ella pasa de positiva a nega-
tiva significa que la funcién Mg pasa por un maximo.- Se deduce entonces que el momento flector en
la seccion considerada sélo puede ser maximo cuando una de las cargas esta ubicada sobre la sec-
cion.-

Hay procedimientos para establecer cual es la carga cuyo paso por la seccién determina el valor ma-
ximo, como el del poligono de Winkler que se ilustra en la figura 9.48.b.-

Poligono de WINKLER
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B+ Rt [ B
(R+RAPyRtga J

Fig. 9.48k
Un procedimiento grafico que por su sencillez resulta Gtil para el trazado del diagrama envolvente para
un tren de cargas es el que se expone en el siguiente parrafo.-

9.10.3.1.- Diagrama envolvente por el método del papel transparente.-

Se dibuja el tren de cargas sobre una recta horizontal x-x de referencia y su correspondiente poligono
de fuerzas en escala de longitudes el primero y de fuerzas el segundo, figura 9.49.- Adoptando un polo
se traza el poligono funicular del sistema de fuerzas constituido por el tren de cargas.- Por debajo del
funicular (o separadamente si se prefiere) se dibuja la viga AB con la misma escala utilizada para el
tren de cargas y se marca un cierto nimero de secciones en correspondencia con las cuales llevaremos
los valores de los respectivos momentos flectores maximos que nos dara, construido por puntos, el
diagrama envolvente Mgmsx .-

Por otra parte, en una hoja de papel transparente se repite el dibujo de la viga AB graficando las rectas
de accidn de las reacciones y las secciones que se han marcado en el otro gréafico de la viga.- Se toma
el papel transparente y se lo coloca con el eje de la viga coincidiendo con la horizontal de referencia
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del tren de cargas y llevando una de las secciones demarcadas (la s-s por ejemplo) a coincidir con la
vertical de una de las fuerzas que suponemos puede producir el maximo momento.-

El poligono funicular del dibujo principal y las rectas de accion de las reacciones del transparente
determinaran la linea de cierre del diagrama de momentos flectores originado por esta posicion del
tren de cargas: sobre la vertical de la fuerza que se encuentra en coincidencia con la seccién medimos
el momento flector y lo interpretamos en la escala de momentos que resulta de multiplicar la distancia
polar por las escalas de fuerzas y de longitudes.- (Si hubiese dudas se efectlian tanteos, probando con
otras fuerzas, hasta determinar la fuerza que produce dicho maximo).- El valor obtenido se lo lleva al
diagrama de maximos momentos flectores en correspondencia con la seccion s-s que se ha considera-
do.-
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Fig. 9.49

Los pasos dados con la seccion s-s se repiten para las otras secciones y los resultados se van vol-
cando al diagrama envolvente hasta completarlo.- Si las cargas moviles circulan en sentido contra-
rio al supuesto, su diagrama envolvente es simétrico al obtenido.-
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