ESTABILIDAD )
Unidad 1: ESTATICA DE LA PARTICULA Y DEL CUERPO RIGIDO

TEMA 1: ESTATICA DE LA PARTICULA Y DEL CUERPO RIGIDO

TEMA 1.A: SISTEMA DE FUERZAS

PRINCIPIOS PUNDAMENTALES — FUERZA — REPRESENTACION GRAFICA — OBJETIVOS DE LA
ESTATICA - SISTEMAS DE FUERZAS

1. PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

Mecanica es la parte de la fisica que estudia las condiciones de reposo 0 movimiento de los
cuerpos bajo la accién de las fuerzas. Por la naturaleza del cuerpo de que se trate se divide en:

de los cuerpos rigidos
Mecanica de los cuerpos deformables
de los fluidos

La mecanica de los cuerpos rigidos se subdivide en ESTATICA y DINAMICA que estudian
respectivamente, las condiciones de reposo o el movimiento de los cuerpos. Los cuerpos con
gue trabaja se consideran tales que las distancias entre dos cualesquiera de sus puntos se
mantiene invariable bajo la accién de las fuerzas.

Sin embargo, en las estructuras de maquinas u obras en ingenieria esta hipétesis no se
cumple, deformandose bajo la accién de las cargas. La magnitud de estas deformaciones y su
compatibilizacién con la naturaleza y seguridad de las obras son motivo de la RESISTENCIA DE
MATERIALES, que es una parte de la mecénica de los cuerpos deformables.

La ESTATICA se apoya en cuatro principios fundamentales de la mecénica elemental,
basados en la evidencia experimental.

1.1. LEY DEL PARALELOGRAMO PARA LA SUMA DE FUERZAS

Dos fuerzas que actian sobre una particula pueden ser reemplazadas por una sola, llamada
RESULTANTE, dada por la diagonal del paralelogramo que tiene lados iguales a las fuerzas
dadas. Decir que pueden ser reemplazadas las primeras, llamadas componentes, por su
resultante, significa que producen el mismo efecto sobre la particula.

1.2. PRINCIPIO DE TRASMISIBILIDAD

Establece que una fuerza que actla sobre un cuerpo rigido no altera su efecto si se desplaza
su punto de aplicacion a lo largo de su recta de accion. Expresar que no altera su efecto
significa que no se alteran las condiciones de reposo o de movimiento del cuerpo.

Si el cuerpo es deformable no es posible deslizar le fuerza a lo largo de su recta de accién
sin alterar la deformacion que la fuerza origina en el cuerpo.
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1.3. PRIMERA LEY DE NEWTON

Si le fuerza resultante que actla sobre una particula es cero, la particula permanecera en
reposo, si originalmente estaba en reposo, 0 se movera con movimiento rectilineo uniforme, si
originalmente estaba en movimiento.

O sea que si sobre una particula acta un conjunto de fuerzas tales que su resultante es
nula, la particula se mantendra en reposo y las fuerzas actuantes estan en EQUILIBRIO.

1.4. PRINCIPIO DE ACCION Y REACCION

En la naturaleza las fuerzas se presentan de a dos: toda accién implica existencia de una
reaccion, de igual intensidad y recta de accion y sentido contrario.

2. FUERZA

Una fuerza representa la accion de un cuerpo sobre otro. Puede ser ejercida por contacto
directo (presion del viento, empuje de agua o tierra, rozamiento, etc.), o a distancia como las
fuerzas gravitacionales y magnéticas.

Para determinar una fuerza se debe establecer su magnitud o intensidad, direccion, sentido y
punto de aplicacion. Es por tanto un vector aplicado.

2.1. REPRESENTACION GRAFICA — ESCALA DE FUERZAS

Figura 1

Sea una fuerza F. aplicada en el punto A del cuerpo rigido de la figura 1. El vector AB es la
representacion geométrica de la fuerza, adoptando como origen el punto de aplicacion.

De este modo quedan establecidos: la direccion (por la recta de accion), el punto de
aplicacion (en este caso A), el sentido, y la intensidad (longitud del segmento AB, AB\ =F).

Para la representacion de las fuerzas es, pues, indispensable la eleccion de una ESCALA, de
tal modo que si laintensidad F de la fuerza esta expresada kilogramos, y la longitud AB que la
representa es de alcm|, la escala de representacion de las fuerzas, o simplemente Escala de
Fuerzas (E.F.), estar4 dada por la relacion:

en la cual, como en toda escala, el numerador es la magnitud a representarse, y el
denominador la que la representa.
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Ejemplo.
F. = 2500kg E.F. — 1000kg
2cm
_F_ 2500kg
alem]= £ & = T000kg ~ 2"
2cm
O bien, si los datos son
a=5cm EF.= 1000kg
2cm
F [ka]=a[cm ]EF[kg} sem- 200%K9 _ o500Kg
cm 2cm

2.2. FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS

Las fuerzas externas representan la acciébn de otros cuerpos sobre el cuerpo rigido en
consideracién. Son las Unicas responsables del comportamiento externo del cuerpo rigido.
Estas haran que el cuerpo se mueva o aseguraran que permanezca en reposo.

Las fuerzas internas son las fuerzas que mantienen unidas las particulas que forman el
cuerpo, es decir, representan las interacciones entre ellas.

‘ n

| | F
— . — — ——— Se objetivizan estos conceptos si se
'A } B considera una pieza prismatica de eje recto
o \ cuya seccion transversal tiene dimensiones
Ra=—F \ F mucho menores que su largo. Por el
-— # — - extremo A, la pieza esta fija a tierra y libre
‘ por el B.

Figura 2

Si aplicamos una fuerza F en su extremo B y en la direccion del eje AB, que tendera a
‘ imprimir a la pieza una traslacion en su
B | direccién, que no se realiza por la fijacion
Ra=—F | N=F de A, se originara en el elemento de

-— — fijacidbn, como consecuencia del principio de

N=—F | accion y reaccion, una fuerza igual a -F
> E_' (figura 2). R. se designa REACCION DE

\
| APOYO en A.
!

n

Figura 3

Si se practica un corte transversal de la barra en la seccion n-n (figura 3), para mantener
unidas las partes originadas por aquel, es necesario aplicar las fuerzas S y S’ (iguales y
opuestas) en ambas caras del corte.
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Puesto que las partes estaban unidas antes del corte, fuerzas internas equivalentesa S y S’

deben haber existido como interacciones de las particulas situadas a ambos lados del corte. S
y S’ se designan FUERZAS INTERNAS 0 ESFUERZOS INTERNOS en la seccion n-n de la barra.

3. OBJETIVOS DE LA ESTATICA

a. Determinacion de las fuerzas externas y reactivas que nacen en los elementos que
mantienen fija una determinada estructura y que se designan como REACCIONES.

b. Determinacion de las fuerzas internas que originan las cargas en las estructuras y que se
designan como ESFUERZOS INTERNOS.

4., SISTEMAS DE FUERZAS

El conjunto de fuerzas que actlan sobre un cuerpo rigido o sobre una particula se designa
COMO SISTEMA DE FUERZAS.

Por particula se debe entender una cantidad muy pequefia de materia que se supone
concentrada en un punto del espacio. Un cuerpo rigido esta formado por un gran nimero de
particulas que ocupan posiciones fijas entre si.

Si las fuerzas actlan sobre una particula o sobre un mismo punto de un cuerpo rigido, se
llama SISTEMA DE FUERZAS CONCURRENTES. En caso de actuar en distintos puntos del cuerpo
rigido se llama SISTEMA DE FUERZAS NO CONCURRENTES.

z

Sistemas espociales de Fuerzas

En ambos casos el sistema de fuerzas podra ser coplanar o no.
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TEMA 1.B: COMPOSICION Y DESCOMPOSICION DE SISTEMAS DE FUERZAS EN
EL PLANO

ESTATICA DE LA PARTICULA — COMPOSICION, DESCOMPOSICION Y EQUILIBRIO DE SISTEMA
DE FUERZAS CONCURRENTES

1. ESTATICA DE LA PARTICULA

El estudio de las condiciones de reposo de una particula es previo al del cuerpo rigido. Por
otra parte los resultados obtenidos para una particula, pueden emplearse directamente en un
gran nimero de situaciones relacionadas con las condiciones de reposo 0 movimiento de
cuerpos reales como ser, cuando las fuerzas estan aplicadas en un mismo punto del cuerpo.

Hablar de estatica de la particula significa establecer las condiciones de reposo de una
particula bajo la accion de un sistema de fuerzas que, necesariamente, tendran que ser
concurrentes a ellas.

Para ello, en primer término debe reducirse el sistema de fuerzas a otro equivalente (es decir
gue produce igual efecto que el sistema dado) y que esté constituido por el menor nimero de
elementos posibles. Esto se hace mediante la COMPOSICION 0 SUMA DE FUERZAS.

Reducido el sistema de fuerzas dado a su minima expresion se establecen las condiciones
de su nulidad, que representan, por la Primera Ley de Newton, las condiciones de EQUILIBRIO.

A menudo conviene expresar las fuerzas utilizando sus componentes, para lo cual deben
conocerse los procedimientos de DESCOMPOSICION DE FUERZAS.

2. SISTEMAS DE FUERZAS PLANO
2.1. PROCEDIMIENTO GRAFICO

2.1.1. COMPOSICION

Dos fuerzas concurrentes se ubican
necesariamente en un mismo plano y se
componen 0 suman segun el principio
del paralelogramo; por tratarse de
magnitudes vectoriales. F fi

1
Sean las fuerzas F, y F,, que actGan
sobre la particula A (figura 1); a partir .4 )

Pl
Sul

de un punto O cualquiera del plano de
las fuerzas, llevamos vectores de -
direccién y sentidos coincidentes con las Figura 1
fuerzas dadas y cuyos moédulos
. . . alk
representas a escala la intensidad de las fuerzas. Esta escala es del tipo: E.F.= [g]]
cm
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Figura 2

Se completa el paralelogramo cuyos lados son F, y F,, y la diagonal representa en
direccion, intensidad y sentido la resultante de las fuerzas F, y F, .

Para que R sea efectivamente la resultante, es decir, que produzca sobre la particula A el
mismo efecto que F, y F,, debe estar aplicada en A.

Se ha practicado la suma geométrica o vectorial. Si se altera el orden de los sumandos se
mantiene inalterable la suma.

Si en lugar de dos fuerzas tenemos tres o mas F,, F, y F, (figura 2), la suma se obtiene

llevando un vector representativo de cada fuerza a continuacion del otro (Poligono de Fuerzas).
El vector que resulta de unir el origen del primero con el extremo del Gltimo nos determina la
fuerza suma del sistema dado.

2.1.2. EQUILIBRIO

Las condiciones que debe satisfacer un sistema plano de
fuerzas que actian sobre una particula para hallarse en
EQUILIBRIO, surgen de considerar la Primer Ley de Newton que
expresa la nulidad de la resultante como requisito para que la

particula esté en reposo. Para que R=0, es condicion
necesaria y suficiente que el extremo de la dltima fuerza del
poligono de fuerzas coincida con el origen de la primera fuerza
(figura 3).

Para que un sistema plano de fuerzas concurrentes se
encuentre en equilibrio es condicién necesaria y suficiente que
el poligono de fuerzas sea cerrado.

Figura 3

2.1.3. DESCOMPOSICION

La descomposicion de una fuerza F en dos componentes consiste en sustituir aquella por
dos fuerzas F. y F. que produzcan igual efecto.

Sea descomponer la fuerza F (figura 4) segin dos direcciones predeterminadas (1) y (2)
concurrentes al punto de aplicacién A de la fuerza dada.

Se efecta aplicando la ley del paralelogramo y trazando por los extremos de F rectas
paralelas a las direcciones dadas. Orientando los segmentos obtenidos en el sentido que va del

origen de F a su extremo se obtienen F. y F. en intensidad, direccién y sentido; su punto de
aplicacion es el de F .
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0

Figura 4
2.2. PROCEDIMIENTO ANALITICO
\J?
y —
F
F, R
8
0 L
— X B
FX
Figura 5

Analiticamente se puede expresar una fuerza por su modulo y el angulo que ella forma con
la paralela a la rama positiva de un eje de referencia trazada por su punto de aplicacién (ﬁ; 9).

Al &ngulo lo medimos en sentido antihorario (figura 5).
En muchas oportunidades conviene expresar la fuerza por dos componentes ortogonales
entre si, gue suelen tomarse horizontal y vertical.

ﬁzfx+Fy

Llamando i y j alos versores de los ejes X y Y respectivamente, podemos expresar:

Recordando que el producto de un vector por un nimero real es igual a otro vector de igual
direccion y sentido que el dado y cuyo modulo es tantas veces mayor que el modulo del vector
dado, como lo indica el numero real, y siendo los versores vectores unitarios, resulta:

fx:Fx‘i/ fy:Fy'J'

Conociendo F y @, las componentes rectangulares se obtienen por las expresiones:

F =F-cosd F,=F-send
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Que las definen en valor absoluto y signo si ¢ varia de 0° a 360°.
Si en cambio se conocen F,_y F , se obtiene F y 6 por las expresiones:

F F F
cosf =~ send =" tgd =
F F F

X

2.2.1. COMPOSICION

Sea un sistema plano de fuerzas que actGan en la particula A, su resultante seré:

R=P+Q

o

©
—
Ol

>
Il

g
-

Figura 6

Expresando cada una de las fuerzas por sus componentes rectangulares y sumando
miembro a miembro:

P=P -T+P -]
Q=0Q,1+Q,-]
P+Q=(P,+Q)i+(P+Q)i (@

Expresando la resultante por sus componentes rectangulares:
R=R-i+R -] (2)
Comparando (1) y (2) deducimos que:

R =P +Q,=>F
Rszy+Qy=ZFy
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Es decir que las componentes X e Y de la resultante R de un sistema plano de fuerzas
concurrentes, se obtienen sumando algebraicamente las componentes X e Y respectivamente,
de las fuerzas del sistema.

Obtenemos el médulo y direccion de la resultante mediante:

R=./R +R
R
cosd, = R send, =—- 9o, =

2.2.2. EQUILIBRIO

Se ha obtenido:

R =>F
R,=>F

para que las fuerzas estén en equilibrio y la particula en reposo, su resultante debe ser nula,
luego debera cumplirse que:

R, =D F=0
R =) F =0

2.2.3. DESCOMPOSICION

Y
S S
F
S S
0 X
@
[P
Figura 7

Sea una fuerza F expresada por F y 6. Se deben calcular las intensidades F, y F, de sus

componentes segun dos direcciones determinadas (1) y (2) concurrentes a un punto de la recta
de accion de la fuerza, donde se ubica el origen de los ejes X e Y (figura 7).
A las componentes F, y F, se les supone un sentido (S.S.) y en funcion de él se expresan

los &ngulos 0, y 6, .
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Debe ser F=F. +F..

Lo que expresado mediante las componentes rectangulares se convierte en dos ecuaciones
escalares:

FX = FlX + FZX
F =F,+F,

O también:
F-cos@=F -cosé +F,-cosb,

F-sen@=F, -send, +F,-send,

Que constituye un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (F, y F,), que se puede
resolver. Si el valor de F, o de F, que resulta del célculo es positivo significa que el sentido
supuesto (S.S.) es correcto. Si fuese negativo se debe invertir el sentido supuesto.

Se podria resolver este problema con las mismas ecuaciones obtenidas s las incégnitas

fuesen las direcciones o la direccién e intensidad de una de las fuerzas, pero solo pueden
calcularse dos incognitas por cuanto tenemos dos ecuaciones.

3. SISTEMA DE FUERZAS ESPACIALES ?

Sea una fuerza expresada en el espacio por
un vector de origen O y extremo A. La fuerza Y
quedara determinada por su moédulo F y los C E
angulos directores 6, , 6,, ¢, que forma su recta y

de accion con la rama positiva de los ejes X, Y, A
Z. Estos angulos varian de 0° a 180°. 5
Si por el extremo A del vector fuerza se y g
consideran tres planos proyectantes paralelos 0 L
respectivamente a los planos de los ejes yz, zx, 0 F :
Xy que interceptaran en los puntos B, C, D a los E
tres ejes, determinando los vectores Fx, F,, F.
designados componentes rectangulares
vectoriales de F en el espacio. Se cumple que: /

L

X g

[P
F=F«+F +F Figura 8

ya que F=0A se obtiene uniendo el origen y el extremo del poligono vectorial espacial que
se forma llevando uno tras otro los vectores Fx =0OB, Fy =BE, F: = EA.

Expresando las componentes vectoriales en funcion de la componente escalar y el versor
respectivo, se tiene:

F=F i+F  -j+F, -k

en donde:
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F, =F-cos@,
F,=F-coso,
F, =F-coso,

Se concluye que conocido el modulo de una fuerza y los cosenos directores de su recta de
accion se pueden calcular sus componentes segun los ejes X, Y, Z. Viceversa conocidas las
componentes X, Y, Z de una fuerza, o sea sus proyecciones ortogonales sobre dicho ejes, se
puede calcular su médulo y cosenos directores por las expresiones:

F=/F+F +F]

F
coso, = Fy cosf, = cosb, = R
F F F

El signo de las componentes rectangulares y de los cosenos directores surge considerando
que para angulos comprendidos entre 0° a 90° el coseno director y la componente rectangular
respectiva seran positivos; en cambio, seran negativos para angulos comprendidos entre 90° a
180°. Con el signo de las tres componentes rectangulares se puede establecer el octante en el

gue se ubica la fuerza.
Volviendo a la expresion:

F=F -T+F -j+F -k
y sustituyendo las componentes por su valor:

F=F-cosd, -i+F-cosd -j+F-cosd, -k
Sillamamos 1 al versor de la recta de accion de le fuerza:

F=F-Z=F-cos6,-i+F-cosd,- j+F-cosd, -k
O sea que los cosenos directores de una recta representan las componentes rectangulares

de su versor:
A, =C0s0, A, =C0s0, A, =Cos6,

Y como:

A=1= |+ X+ X

se verifica que:
cos* 6, +cos’ @, +cos’ 0, =1

3.1. COMPOSICION

Se determina la resultante R de un sistema espacial de fuerzas concurrentes sumando las
componentes rectangulares de las fuerzas del sistema en forma analoga a la utilizada en el

plano.
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Dado un sistema P y Q y ubicando el origen de los ejes X, Y, Z en el punto de concurrencia
se tiene:

§=5+Q=Zf
P =P-.cosd,
P=P-T+P-j+P -k {P =P-.cosf,
P =P-.cosd,
Q,=Q-cosd,
Q=Q,1+Q,-j+Q,-k <Q,=Q-cosb,
Q,=Q-cosé,

Como:
F=R i+R -J+R, K
Sera:
Rx:Px+Qx=ZFx
Ry:Py+Qy:ZFy
RZZPZJr_QZ:zFZ

Estas expresiones establecen que las componentes X, Y, Z de la resultante son
respectivamente iguales a la suma algebraica de las componentes X, Y, Z de las fuerzas del
sistema dado.

Conocidas R,, R , R, se obtiene:

R=R'+R +R’

R R R (Cosenos Directores)
cos g, == cosd, =—- cosf, ==+
R R R

3.2. EQUILIBRIO

Para que un sistema de fuerzas espaciales que actta sobre una particula esté en equilibrio,
lo que sucede cuando la particula esta en reposo, la resultante de aquellas debe ser nula.
Vectorialmente:
R=>F=0

Lo que exige que sus tres componentes escalares sean también nulas:
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R, =D F =0
R, = Z F =0
R, =Y F =0
Estas ecuaciones expresan las tres condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio de

un sistema espacial de fuerzas concurrentes.

3.3. DESCOMPOSICION

[P

Figura 9

Se trata de descomponer una fuerza segun tres direcciones espaciales determinadas (1), (2)

y (3) (figura 9). De la fuerza F conocemos su modulo F y sus angulos directores 6, 6,, 6,.
De sus componentes F, F,, F, conocemos comunmente dos puntos; les asignamos un
sentido y calculamos los tres angulos directores correspondientes a cada una de ellas.

Debe cumplirse que:
F= fl + ﬁz + fs
Ecuacion vectorial que en el espacio implica tres ecuaciones escalares:

FX = FlX + FZX + F3X
F=F, +F, +F,
Fz = Flz + Fzz + F:!z

Que desarrolladas establecen que:

F.cosd =F -cosf, +F,-cosd, +F, -cosb,
F-cos®, =F -cos@, +F,-cosd, +F, -cosb,
F.cos@ =F -cosd, +F,-cosd, +F,-cosd,

Sistema que nos permite calcular F,, F,, F,.

UNC = FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 13 de 24



ESTABILIDAD )
Unidad 1: ESTATICA DE LA PARTICULA Y DEL CUERPO RIGIDO

TEMA 1.C: MOMENTO Y PARES DE FUERZAS

MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN PUNTO Y A UN EJE - PARES

1. MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN PUNTO

Figura 1

Consideremos un cuerpo rigido en uno de cuyos puntos A esta aplicada una fuerza F . La
posicién de A la damos con respecto a un punto fijo O mediante el vector posicién OA.

El plano 7 (figural) eselde OAy F.

Definimos como momento de la fuerza F respecto del punto O al producto vectorial de OA
por F

M, es un vector con las siguientes caracteristicas:

o Ladireccion es perpendicular al plano de OA y F.

. El sentido corresponde a la rotacién ¢ a aplicarle a OA para llevarlo a superponer con
la recta de accion de F. Este sentido coincide con el de la rotaciéon que la fuerza tiende a
imprimirle al cuerpo.

o  EI'mddulo o intensidad vale:

M,=0A-F-senf=F-d

porque d =0A-sené, siendo d la distancia perpendicular del centro de momento O a la
fuerza F, y se designa: BRAZO DE LA FUERZA.

La dimension del momento es por lo tanto una fuerza por una longitud.
[kg-m] [kg-cm] [t-m] [t-cm]
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Fisicamente el vector M

determinando:

. El eje de rotacidén por la recta de accion, perpendicular al plano determinado por la
fuerza y el punto centro del momento.

. El sentido de rotacién, por el sentido del vector.

. La intensidad de la tendencia a rotar por su médulo.

caracteriza la rotacién que la fuerza tiende a imprimir al cuerpo

o

1.1. ESTRUCTURAS PLANAS

Figura 2

En muchas aplicaciones de la ingenieria se utilizan estructuras cuyo largo y alto son mucho
mayor que el espesor, sometidas a fuerzas que actlan en el plano de simetria que aquellas
generalmente poseen: reticulados, vigas, porticos, arcos, etc.

En general desde el punto de vista de la estatica se las designa: CHAPAS RIGIDAS y se las
define como un conjunto o sistema de particulas rigidamente unidas entre si, ubicadas en un
mismo plano, de forma indefinida y con capacidad de resistir fuerzas contenidas en un plano.

Si se considera una chapa rigida sobre la cual actia una fuerza F coplanar (figura 2). El

momento de F respecto a O, M_, sera un vector aplicado en O, normal al plano de la chapa,
de sentido dirigido hacia el observador y de intensidad M =F -d.

El momento de cualquiera de las fuerzas actuante en el plano de la chapa serd también de
direccion perpendicular al mismo. Por lo tanto el momento queda perfectamente determinado
con solo fijar su intensidad y su sentido. Esto se indica con un arco alrededor del centro de

momento, orientado con el sentido de la rotacion que F tiende a imprimirle a la chapa.
Como para todas las fuerzas sus momentos son vectores paralelos, la suma vectorial tiene

por modulo un valor igual a la suma escalar de los modulos de los vectores sumando. Cuando
trabajamos con estructuras planas es posible y conveniente operar con valores escalares.
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1.2. TEOREMA DE VARIGNON

z Figura 3

La propiedad distributiva de los productos vectoriales puede utilizarse para determinar el
momento de la resultante de un sistema de fuerzas concurrentes.

Si tomamos momento de las fuerzas F, F,, F, concurrentes en A, respecto al punto O

(figura 3) sera:

R=F+F +F

El momento con respecto a un punto O de la resultante de varias fuerzas concurrentes es
igual a la suma de los momentos de las fuerzas con respecto al mismo punto O.

1.3. COMPONENTES RECTANGULARES DEL MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN PUNTO
En general, la determinacion del momento de una fuerza se simplificara considerablemente
si la fuerza y el vector posicibn de su punto de aplicacion se descomponen en sus
componentes rectangulares.
Consideremos el momento M, de la fuerza F respecto al punto O (figura 4) como:
F=F i+F -j+F, -k
OA=x-T+y-j+z-

=

Y recordando:
M, =0AAF

Figura 4
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Efectuamos el producto vectorial:

M, =(y-F-z-F,)i+(z-F -x-F)-j+(x-F,-y-F)k ()

Como:

M, =M, -T+M, -J+M, -k
Seré:

M,=y-F-z-F

M =z-F -x-F,

M,=x-F -y-F

Podemos escribir M_ en forma de determinante:

o

-t

N ~(

e

M =

o

m
T

X
FX

y z

En el caso de estructuras planas (figura 5) podemos considerar que la fuerza F actta en el
plano xy, siendo por lo tanto: z=0 y F, =0 obteniendo al reemplazar en (1):

W:(X-Fy—y-Fx)-R

Fy-d
B A\{ %Fx-i’
YT e
O X1
Z _ _
Mo =M, -k
Figura 5

Comprobamos que el momento de F respecto a O es perpendicular al plano de la figura y
gqueda perfectamente definido por el escalar:

M,=M,=x-F -y-F
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2. MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN EJE

L

<]
i C

I

—
—
—

\J

N

Figura 6

Definimos como momento de una fuerza F respecto al eje OL, a la proyeccién sobre este
eje del momento de la fuerza respecto a un punto cualquiera del eje.

M, =M_x1=0AAFxA A= Versor del eje OL

Expresion que en funcién de las componentes rectangulares de OA, F, 1 vale:

N |

y
FY
//LY
El significado fisico del M, es mas claro si descomponemos F en dos componentes

rectangulares: F, paralela al eje OL, y F, contenida en un plano = perpendicular al eje OL
(figura 7).
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Operando:
Mo =0QAFxA+0QAF,xA+QAAF xZ+QAAF, %1

OQ A F, =0 por ser dos vectores paralelos, entonces OQ AF, x1=0.

OQ AF, es un vector perpendicular al eje, o sea, perpendicular a 1, que al multiplicarlo
escalarmente por 4 se anula, entonces OQ AF,x1=0.

QA A F, es también perpendicular a 1, entonces QAAF, x41=0.

Por tanto:

M, =QAAF,xA=0QA-F,-send,=F, -d

Expresion que nos dice que el momento de una fuerza respecto a un eje es el producto de la

componente F, contenida en un plano perpendicular al eje (o proyeccion de F sobre dicho
plano) por la distancia d de esa componente o proyeccion al eje.

El momento respecto a un eje sera nulo cuando F,=0 o d=0. En el primer caso la fuerza

F debe ser paralela al eje y en el segundo debe cortarlo. Es decir que el momento respecto a
un eje es nulo cuando la fuerza y el eje son coplanares.

2.1. MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A LOS EJES COORDENADOS

Expresamos el momento de la fuerza F con respecto al eje OX (figura 8).

M, =M xi=M

X

Se observa que es igual a la componente X de M, (momento de la fuerza respecto al
punto O). De igual modo sera:

Mo, = T

M,
MOZ= M

z\
7\_\

o

Y en funcién de las componentes rectangulares de OA y F

Mo =M, =>(y-F,-z-F,)

o =M, =>(z-F, -x-F,)

Moz:Mz:Z X'Fy_y'Fx)

En adelante llamaremos M, , M,, M, tanto el momento de una fuerza respecto a OX , OY,
0Oz, como ala componente X, Y, Z del momento de una fuerza respecto a un punto.
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Myj

E\\
Al X

0 Mxi

Y

Figura 8
3. PARES 0 CUPLAS DE FUERZAS

Dos fuerzas constituyen un PAR 0 CUPLA cuando son de igual intensidad, rectas de accién
paralelas y sentidos opuestos (figura 9).

.
ul
-

Figura 9

Caracteristicas del par:

« La suma vectorial de las fuerzas del par es 0. R=0

« El momento propio del par es igual al momento de una de las fuerzas con respecto a un
punto de la otra fuerza. Tomando momento de F respecto a B sera:

M =BAAF
M =BA-F-send=F -d

« El momento del par con respecto a cualquier punto del espacio es constante y de mdédulo
igual a F-d. (figura 10).

y N,
B! N\
F
_ 7|
M £ / If
/o
// R
b

‘ L
/o >
’ Figura 10
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Tomando momento respecto al punto O :

M =BA-F-send=F -d

La expresion (2) no depende del punto que hayamos tomado como centro de momento, es

evidente que su valor sera el mismo para cualquier punto del espacio. Por lo tanto M , vector
representativo del momento del par, puede aplicarse en cualquier punto siendo
consecuentemente un VECTOR LIBRE.

« PARES EQUIVALENTES: dos pares coplanares cuyos elementos (fuerza y brazo) son distintos,
seran equivalentes si sus momentos son iguales.

F =d, siendo F, #F,; d =d

1 2

Es decir que estan representados por vectores iguales (sentido, direccién y médulo son
iguales).

3.1. COMPOSICION DE PARES
Si se desea sumar dos pares que actlian sobre un cuerpo, se los traslada a un mismo punto

O, por ejemplo (figurall), y se los suma vectorialmente. El vector obtenido representa el par
suma y da todas sus caracteristicas.

Figura 11

3.2. COMPOSICION DE UNA FUERZA Y UN PAR

Sea una fuerza F aplicada en un punto O del cuerpo rigido (figura 12). Actia ademas sobre
el cuerpo un par M que puede estar aplicado en cualquier punto del cuerpo, en particular en el
mismo donde actlia la fuerza F.

En general M y F aplicados ambos en O forman un angulo cualquiera. Pero vamos a

considerar en particular, por ser de especial interés, el caso en que los vectores sean normales
entre si.

Consideramos un plano 7 pasante por O, perpendicular a M y que contendra a F.
(figural2)
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=

Figura 12

El vector M representa a un par como el formado por F aplicada en A y —F aplicada en
O, siempre que la posiciéon de A seatal que: M =OAAF 0 sea que:

M =BA-F-send=F-d

Lo que requiere que:
=M
F

Un par y una fuerza ortogonales entre si pueden ser reducidos a una Unica fuerza de igual
intensidad, direccién y sentido que la dada y actuante a una distancia d =% del punto de

aplicacion del par y hacia el lado que tienda a imprimir igual sentido de rotacién que el par.

Inversamente, cualquier fuerza que actia sobre un cuerpo rigido puede desplazarse a un
punto arbitrario O, si se agrega un par de momento igual al momento de F respectoa O .

Si la fuerza F y el par M no fueran ortogonales, el sistema fuerza-par se reduce a dos
fuerzas no coplanares.

TEMA 1.D DESCOMPOSICION DE FUERZAS EN EL ESPACIO
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COMPOSICION - DESCOMPOSICION Y EQUILIBRIO DE SISTEMAS DE FUERZAS NO
CONCURRENTES

1. SISTEMA DE FUERZAS PLANO
1.1. COMPOSICION
Si se reduce un sistema plano de fuerzas que actia sobre una chapa al origen O de los ejes
X, Y setiene:
R =D F
Y ]:Zﬁ Rv ZZFV
R,=)F,

M ;=0 por sercoplanares fuerza y eje
Mo=M?.k= Z(OT AFRMP =0 por sercoplanares fuerza y eje

MI=>M,=>(x-F-y-F)

Los elementos de este par-fuerza son normales entre si, y como los vectores momentos de
todas las fuerzas son también perpendiculares al plano de la chapa, pueden sustituirse por su
intensidad y sentido que indicamos con un arco orientado en el sentido de la rotacion que la
respectiva fuerza tiende a impartir a la chapa. El sistema queda expresado por tres ecuaciones:

R =D F,
R, =D F
Ms=>"M,

en donde se indican los momentos respecto a O en lugar de hacerlo respecto a Z en razén

de ser esta direcciébn comun para cualquier punto que se tomara como centro de reduccion, y
por ser:

Q|
I
Py
—
+
P

Mf=MF A  M,=M
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Figura 1

Si aplicamos en N un sistema nulo: R y —R a una distancia d =@ (figura 1), se tendra el
par formado por R aplicada en O y —R aplicada en N que se anula con M}, quedando sélo

R aplicadaen N.
Considerando que N sea un punto genérico de coordenadas X, e Y,, aplicando Varignon

con respecto a O se tiene (considerando como positivo el sentido antihorario):

X, R =Y,-R =DM,

ecuacion de la recta de accién de la resultante. Para determinar las coordenadas en el
origen de esta recta de accion hacemos:

Y)
X
o
R*yiﬂf
i
K g
Rx
Figura 2
X <Ry =ZMg Y, -Ry=2=Mg
M M
Xp=""; Yy = Y, =—2: X, =0
H="g H k R, k

1.2. EQUILIBRIO

Para que un sistema de fuerzas actla en el plano de una estructura bidimensional esté en
equilibrio son condiciones necesarias y suficientes que las sumas de las componentes X e Y
de todas las fuerzas del sistema sean nulas, y que también sea nula la suma de los momentos
de todas ellas respecto de un punto cualquiera del plano.

R, =D F =0
R,=) F =0

Mi=>M,=0
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TEMA 2: EQUILIBRIO EXTERNO DE LOS CUERPOS VINCULADOS

TEMA 2.A EQUILIBRIO DE CUERPOS RIGIDO

GRADOS DE LIBERTAD — VINCULOS — REACCIONES - SISTEMAS VINCULADOS - CALCULO DE
REACCIONES

1. GRADOS DE LIBERTAD

Para determinar los grados de libertad que posee una chapa en un plano analizaremos los
desplazamientos que sufre para pasar de la posicion S ala S, (figura 1)

y

Figura 1

El punto A experimenta un desplazamiento AA . Podemos expresarlo en funcién de tres
desplazamientos componentes:

AR = AR + AA"+ A'A

Donde AA" es el desplazamiento del punto Aen el movimiento componente de traslacion
segun la direccion X ; A'A" es el desplazamiento correspondiente a la rotacién de la chapa

alrededor de O .

Por lo tanto, la chapa en su plano posee tres grados de libertad de movimiento: dos
traslaciones y una rotacion.

Si fijamos una condicion: la ordenada de uno de sus puntos, la chapa sélo puede trasladarse
segun el eje X vy rotar. Si fijamos dos condiciones: las coordenadas de uno de sus puntos, la
chapa s6lo puede rotar alrededor del punto fijo. Si fijamos tres condiciones: las coordenadas de
uno de sus puntos y una coordenada de otro punto, la chapa ha sido inmovilizada.

Si hacemos extensivo el razonamiento anterior a un cuerpo que se puede mover en el
espacio se concluye que posee seis grados de libertad: tres traslaciones segun los ejes X, Y,

Z y tres rotaciones alrededor de los mismos. Son los seis movimientos fundamentales de un
cuerpo en el espacio.
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2. VINCULOS

Todo dispositivo que condiciona total o parcialmente los movimientos fundamentales de una
chapa o cuerpo se llama vinculo, enlace o conexion.

Pueden ser externos o absolutos si el movimiento impedido es con respecto a la tierra, e
internos o relativos si el movimiento impedido es con respecto a otra chapa o cuerpo.

Se los clasifica por el nimero de movimientos impedidos; en base a ello se distinguen tres
tipos de vinculos para las estructuras planas:

o Vinculos de primera especie, que impiden un movimiento o sea que restringen un grado
de libertad.

« Vinculos de segunda especie, que restringen dos grados de libertad.

o Vinculos de tercera especie, que restringen tres grados de libertad.

2.1. VINCULOS DE PRIMERA ESPECIE

Un dispositivo constituido por una pieza prismatica de seccion triangular en cuya arista
superior se inserta un pasador que lo une al punto A de la chapa, y en su base apoya sobre
rodillos que pueden rodar sobre un plano fijo a tierra (figura 2), se llama APOYO MOVIL. Esta
impedida la traslacion de la chapa en la direccién Y, pero puede rotar alrededor de Ay
trasladarse en direccion X .

2.2. VINCULOS DE SEGUNDA ESPECIE

Si la base de la pieza prismatica descripta anteriormente esta fijja a tierra se tiene un
dispositivo llamado APOYO FIJO O ARTICULACION que restringe dos grados de libertad: las
traslaciones X e Y, quedando un solo grado de libertad para la chapa, el de rotar alrededor de

A. (Figura 3)

2.3. VINCULOS DE TERCERA ESPECIE

Si se fija un punto de la chapa y una direcciéon, se inmoviliza totalmente la misma
suprimiéndose sus tres grados de libertad. Este enlace se denomina EMPOTRAMIENTO. (Figura 4)

Figura 2 Figura 3 Figura 4
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3. REACCIONES

Consideremos una chapa vinculada a tierra en A mediante un
apoyo movil (figura 5).

Si sobre ella se ejerce una accién F, para que la chapa se

encuentre en reposo es necesario que F pase por A y que sea
normal al plano de deslizamiento.

Esta accién F ejercida sobre la chapa se transmite al apoyo
por el punto A. La reaccion en el vinculo serd opuesta a aquella -
y se llama: REACCION DE APOYO (R,=-F). Si se supone
suprimido el apoyo y se coloca en su lugar la reaccion, la chapa
permanecera en reposo.
Figura 5

_ _ Esta operacion de suprimir el enlace y colocar
en su lugar la reaccion que en él se origina se
llama: poner en evidencia la incognita, es decir, la
reaccion.

Por lo tanto, cuando en una chapa hay colocado
un apoyo mavil, se conoce el punto de aplicacién
y la direccion de la reaccion del vinculo,
desconociéndose frecuentemente su intensidad.
Determinar la reacciéon de un vinculo de primera
especia implica entonces el célculo de una sola
incognita, la intensidad, ya que el destino surge
del signo de ésta.

Figura 6

Consideremos ahora que la chapa tenga un vinculo de segunda especie (figura 6); la accion
F debe pasar por A para que la chapa permanezca en reposo.

La rotacién de vinculo podra tener cualquier direccion, conociéndose sé6lo su punto de
aplicacion A: determinarla implica calcular dos incégnitas, intensidad y direccibn o sus
componentes X e Y .

Consideremos finalmente que la chapa esté empotrada siendo A el baricentro de la seccion
de empotramiento (figura 7). La chapa esta inmovilizada y permanecera en reposo sea cual
fuese la accidn que sobre ella se ejerza. La reaccion debe ser opuesta a la accion y si ésta se
aplica en B, un punto cualquiera de la chapa, en él no hay vinculo alguno capaza de
reaccionar.

Como el enlace estd en A debe originarse en él un sistema par-fuerza equivalente a B=-F .
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Figura 7

Se observa que un empotramiento reacciona mediante una fuerza R, (reaccion de
empotramiento) y un par M, (par de empotramiento). Su determinacion implica el calculo de

tres incognitas: intensidad y direccion de la reaccién e intensidad del par, o bien las
componentes X e Y de lareaccion y la intensidad del par.

4. SISTEMAS VINCULADOS

La chapa como representacion de una estructura plana, no se encuentra libre, sino que esta
generalmente inmovilizada por vinculos que la ligan a tierra o a otras chapas. Al conjunto
formado por la chapa y por los vinculos que se le colocan para inmovilizarla lo designaremos
SISTEMA VINCULADO PLANO, Yy reservamos la designacion de ESTRUCTURA PLANA para la chapa
sin vinculos.

Consideremos un sistema vinculado sometido a la accién de las fuerzas F,, F,, F,. Como la

chapa posee en el plano tres grados de libertad, serd necesario colocarle tres vinculos
eficientes para inmovilizarla (figura 8).

En el apoyo fijo A se originard una
reaccion pasante por dicho punto (la
descomposicién de R,, y R, ), y en el
apoyo movil B la reaccion pasara por el
punto y sera normal a la direccion del
plano de deslizamiento (R, ).

el

O3

_ Las fuerzas activas y reactivas que

Figura 8 actGan sobre la chapa se encontraran en

equilibrio  debiendo  satisfacer las

ecuaciones generales deducidas para el equilibrio de un sistema de fuerzas coplanares no
concurrentes, que son:
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D> F =0
D> F =0
> M, =0

Sistema de tres ecuaciones que permite determinar tres incognitas cualesquiera que
pudiesen existir en el sistema. En este caso: R, , R,, , R, .

Se puede reemplazar cualquiera de las ecuaciones de proyeccion por otra de momentos con
respecto a otro punto del plano, por ejemplo:

D> F, =0
> M, =0
> M, =0

Siempre y cuando la recta que une los dos centros de momento (A y B), no sea
perpendicular al eje X .

Si tomamos tres ecuaciones de momentos:

Tenemos que controlar que los tres centros de momento (A, B, C) no estén situados sobre
una recta.

En la practica resulta conveniente la situacién de condiciones de suma de componentes por
suma de momentos por cuanto permiten plantear ecuaciones en que aparece una sola
incégnita, de resolucién inmediata, elimindndose la necesidad de resolver ecuaciones
simultaneas.

En la chapa de la figura8 observamos que tenemos tres incégnitas (R, , R,,, R,), como

disponemos de tres ecuaciones de equilibrio el valor de las incognitas puede calcularse por
medio de ellas.

Las reacciones cuyos valores quedan determinados por las ecuaciones de equilibrio estatico
se designan: REACCIONES ESTATICAMENTE DETERMINADAS.

El sistema vinculado que tiene reacciones determinables estaticamente se llama: SISTEMA
ISOSTATICO.

5. CALCULO DE REACCIONES

Consideremos un sistema isostético formado por una sola chapa (figura 9) y pongamos en
evidencia las reacciones de apoyo. El diagrama que resulta de eliminar los vinculos y poner en
evidencia las reacciones se llama DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE, por tratarse de un cuerpo
supuesto libre y sometido a un sistema de fuerzas en equilibrio.
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Figura 9

A las incégnitas se les supone un sentido y se plantean las tres ecuaciones de equilibrio;
como las incégnitas son también tres, su valor se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones
planteado. Para simplificar esta resolucion conviene plantear ecuaciones de momento donde
aparezca una sola incognita. Para ello se toma momento respecto al punto A, interseccién de
las rectas de accion de R,, y R,, ,y se despeja el valor de R, .

Luego se toma el momento respecto a B interseccion de R,, y R,, despejandose R, .
Finalmente se suman las componentes X , obteniéndose R,, .

ZMA = le '(Y1_YA)+ FlY '(xl_ XA)_ sz (Yz _YA)+ sz (Xz - XA)_RB '(XB _XA):O

RB :ﬁ[le (Yl _YA)+ FlY (xl - XA)_ sz (Yz _YA)+ sz (Xz - XA)]

ZMB = le (Y1 _YB)_ FlY '(XB _X1)_sz '(Yz_YB)_ sz '(XB _X2)+ RAV .(XB _XA):O

RAV :7[_ le (Y1 _YB)+ FlV '(XB - X1)+ sz (Yz _YB)+ F2Y '(XB - Xz)]

> F =R, +F,-F, =0
R, =—F, +F,

w =T

Si los resultados son positivos, los sentidos supuestos son correctos. En cambio deben ser
invertidos cuando los valores finales de las incdgnitas sean negativos.
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TEMA 2.B CADENAS CINEMATICAS

1. DETERMINACION DE REACCIONES EN SISTEMAS DE VARIAS CHAPAS

Estudiaremos el tema en el siguiente orden:

a. Determinacién de reacciones en base a la aplicacién de ecuaciones de equilibrio de
todo el sistema de fuerzas planteado en un diagrama de cuerpo libre para toda la estructura.

b. Determinacion de reacciones en base a la aplicacion de las condiciones de equilibrio de
las fuerzas actuantes en cada una de las chapas del sistema, planteando un sistema de
equilibrio para cada una de ellas separadamente. En el diagrama de cuerpo libre de cada chapa
deben ponerse en evidencia, a mas de las reacciones externas, las internas o interacciones que
nacen entre ellas al actuar las cargas.

c. Determinacion gréfica.

d. Determinacién de reacciones en vigas articuladas o vigas Gerber.

1.1. DETERMINACION ANALITICA GENERAL

Consiste en plantear el diagrama de cuerpo libre a toda la estructura, es decir considerar el
conjunto de chapas sometidas a la totalidad de las fuerzas externas, activas y reactivas, y
establecer las ecuaciones de equilibrio que en cada caso correspondan.

Sea el sistema de la figura 1 del cual se conocen todas las dimensiones y se pueden
determinar las coordenadas de todos los puntos particulares respecto a un sistema x-y.

Y
Yl YE
!
— ¢
Ax
Figura 1

Analicemos en primer término la isostaticidad del sistema:

vinculos simples: vs.=4
grados de libertad: gl.=n+2=4
vinculos aparentes: v.a.=no hay

resultado del andlisis:  afirmativo

A la derecha se ha trazado el diagrama de la estructura libre donde observamos cuatro
incoégnitas:
A A;B;C
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Para determinarlas disponemos por una parte de las tres ecuaciones generales de equilibrio
para un sistema plano de fuerzas. Ademas la existencia de la articulacion A , exige, para que
las chapas estén en reposo, que el momento de las fuerzas situadas a izquierda de la
articulacion (o derecha) sea nulo. Evidentemente si imaginamos fija la chapa S, y si el
momento de las fuerzas situadas a la izquierda de la A , fuese distinto de cero la chapa S,
rotaria; y viceversa, la chapa S, rotaria en torno de A , si el momento de las fuerzas situadas a
la derecha de este punto no fuese nulo e imaginamos a S, fija.

Esta condicion fisica, independientemente de las tres anteriores se expresa
matematicamente por cualquiera de las ecuaciones siguientes:

2 M, =0 2 M, =0

Dispondremos por lo tanto de un sistema de cuatro ecuaciones independientes:

D x=0 > y=0 > M, =0 D M =0

con el que queda definido el valor de las cuatro incognitas.

Conviene plantear las ecuaciones de equilibrio en forma tal que aparezca, en lo posible, una
sola incognita por ecuacion. Para ello se pueden utilizar ecuaciones alternativas de momentos
de todas las fuerzas del sistema respecto a puntos (articulaciones externas en general) distintos
del A y/o tomando momentos respecto a articulaciones relativas de las fuerzas ubicadas a su
derecha en vez de las ubicadas a su izquierda.

En las ecuaciones de momentos que se plantean a continuacion se toma el signo en funcién
del sentido de rotacién que la fuerza tiende a producir alrededor del centro de momentos vy, en
valor absoluto, la intensidad de la fuerza y la longitud del brazo de palanca.

ZM 216,2 = (Xc —Xp, )'C sen(e )—()’/AL2 —Yc )'C -cos(fe )_(Xz —Xp, ) ) —(yz —Ya, ) X, =0
De esta ecuacion se despeja la reaccion C.

ZMA = (xc =%a)-Cy +(¥c = ¥a)-Cx (X2 =Xa)- Y2 + (Y2 = Ya) X +
(xg —Xa)-B-sen(@ )+ (yg — ya)- B-cos(f )~ (¥ = Xa)- Y1 — (Y1 — Ya)- X, =0

De esta ecuacion se despeja la reaccion B.

> x=A+x-B -x,—C =0 A =-x+B +x +C

X

Zyi=Ay—y1+By—y2+Cy=0 A =y,-B, +y,-C,

Los sentidos de las incégnitas han sido supuestos, quedando confirmados si los valores
resultantes son positivos debiendo ser cambiados en caso contrario. Se reitera: en la primera
ecuacion intervienen solo fuerzas situadas a la derecha del centro de momentos tomado, la

articulacion A , entre ambas chapas. En las tres ecuaciones restantes deben considerarse la

totalidad de las fuerzas externas.
Analicemos el sistema de la figura 2.
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Figura 2

v.a.= no hay (en este sistema se presenta constriccion impropia si las tres articulaciones
estan alineadas)

El sistema es isostatico.

Trazado el diagrama de la estructura libre, se plantean las ecuaciones que nos permiten
determinar las incognitas A, A, B, B,.

Del sistema de dos ecuaciones:

> M =0
d>M, =0

se calculan B, B,

De laecuacion > x =0 se despeja A
De la ecuacion Z y, =0 se despeja A

Veamos sistemas de tres chapas, figura 3:

Disponemos ahora de cinco ecuaciones: las tres de equilibrio general y una de equilibrio
parcial para cada una de las articulaciones intermedias.

D M =0 D=...
S M =0
d>M,=0
D x=0

D>y, =0 A=..

v g U U
o
Il
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90°

Figura 3

v.a. = no hay; se analiz6 en 3,2

El sistema es isostatico.

Si se tuviese un numero n de chapas, la cadena cinematica tendria n+2 grados de libertad.
Para inmovilizarla hay que colocar n+2 vinculos simples cinematicamente eficientes, que seria
también el nimero de incognitas a determinar. Dispondremos de las tres ecuaciones de
equilibrio general del sistema de fuerzas, mas una ecuacion de equilibrio parcial por cada
articulacion relativa; el nUmero de ecuaciones seria:

E=3+(n-1)=n+2

es decir estamos ante un sistema estaticamente determinado. Se resuelve en la forma vista
en los ejemplos anteriores.

1.2. RESOLUCION POR CHAPAS SEPARADAS

Corresponde en este caso dos tipos de analisis segun exista 0 no alguna chapa que tenga
tres vinculos simples a tierra que la inmovilizan. Si hay una chapa en tales condiciones las
cargas que sobre ella actuan son equilibradas por las reacciones de los tres vinculos simples
externos, no trasmitiendo accion alguna a las chapas articuladas a ella. Por el contrario la
chapa inmovilizada recibe la accion de las otras y reacciona ante ellas. Debe comenzar a
resolverse por aquella chapa que apoya en la otra.

Figura 4
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Consideremos el caso del sistema vinculado de la figura 4, en donde la articulacién relativa
A, entre las chapas S, y S, la designamos con la letra H con el solo objeto de simplificar la

nomenclatura: en adelante utilizaremos indistintamente las letras A, y A, o H y K para
designar las articulaciones relativas entre las chapas, S-S, y S,-S, respectivamente.

Separamos las chapas S, y S, efectuando un corte por la articulacion H . Para mantener la

estabilidad de cada una de ellas es necesario aplicar las interacciones que en H originan las
acciones externas: esta reaccion interna esta constituida por dos fuerzas iguales y opuestas
pasantes por el punto a las que designaremos con H y —H. Sus componentes
rectangulares seran H_y H alas que supondremos un sentido que se confirmara o no segin
gue el resultado de los calculos dé valores positivos 0 negativos.

Se trazan los diagramas de cuerpo libre de las chapas S, y S, separadamente. En la S,, no

inmovilizada por sus propios vinculos externos, aparecen tres incognitas: C, H , H ; en

g
cambio en la S1, inmovilizada por sus propios vinculos externos, surgen cinco incégnitas: A ,
A,B,H ,H.

Como para cada una de las chapas disponemos de sélo de tres ecuaciones de equilibrio
independientes se comienza el calculo con la S,. De su diagrama de cuerpo libre planteamos
las siguientes ecuaciones:

x !

Z M, =0, que permite despejar y calcular el valor de C.
ZXI =0, de esta ecuacion se obtiene el valor de H, .

Y.y, =0, delacual se despeja H .

Previo a continuar con la chapa S , donde se utilizaran los valores obtenidosde C, H , H

y L
conviene verificar los célculos realizados. Para esto se comprueba el cumplimiento de alguna
otra ecuacion de equilibrio, distinta de las ya utilizadas y en la que preferentemente aparezca el
mayor nimero de incégnitas calculadas, por ejemplo la ecuacién de momento respecto al punto

de aplicacion de F,, >_M, =0, enlaque aparecen C, H,, H, . Alvolcar en ella los valores

obtenidos debe llegarse a una identidad O = O [cero = cero]. De no ser asi debe repetirse el
calculo para localizar el error y proceder a su correccion.

Pero esta identidad es una expresion tedrica cuya exactitud numérica puede ser absoluta
s6lo si trabajamos con numeros enteros o fraccionarios pero en cuanto aparecen ndameros
irracionales o racionales en cuya escritura decimal finita o periédica despreciamos cifras a partir
de cierto rango, llegaremos a valores cercanos a cero pero no a éste.

En la solucion de un determinado problema la precisién de los valores requeridos como
solucion dependen de: 1) la trascendencia del problema a resolver; 2) el grado de exactitud de
los datos utilizados y 3) la precision de los célculos.

Dentro del marco de las aplicaciones comunes de la Ingenieria Civil, una diferencia aceptable
en la exactitud es del orden del dos por mil (2%o).

Dado que a la precision del calculo podemos aumentarla a medida que aumentamos las
cifras significativas de los niumeros con que operamos, la cuestién radica en establecer el
namero de cifras necesario para asegurar una precision igual o superior al grado de exactitud
de los datos que se emplean. Practicamente, utilizando una calculadora electrénica de bolsillo,
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ello se obtiene tomando cuatro cifras en los niUmeros que comienzan con 1y tres cifras en los
otros.

Cuando en la verificacién de los célculos llegamos a que en uno de los miembros es cero y el
otro es un valor cercano a éste podemos dar por verificados los valores en consideracion ya
que, cuando hay alguna equivocacion operativa ello se evidencia por la magnitud de la
desigualdad que suele ser grosera.

Del diagrama de cuerpo libre de la chapa S, planteamos las siguientes ecuaciones.

D> M, =0 de donde se obtiene B=...
D> x=0 de donde se obtiene A
D> y=0 dedonde se obtiene A =...

Obtenidos estos valores se verifican con otra ecuacion, por ejemplo ZM1 =0. Si resulta
satisfactorio tenemos el problema resuelto.
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ESTATICA ¥ RESISTENCIA DE LOS MATERIALES
Unidad 3: ESFUERZOS INTERNOS EN ESTRUCTURAS DE ALMA LLENA

TEMA 3: ESFUERZOS INTERNOS EN ESTRUCTURAS DE ALMA LLENA

TEMA 3.A ESFUERZOS INTERNOS

VIGAS — ESFUERZOS INTERNOS - DIAGRAMAS

1. VIGAS: DIFERENTES TIPOS Y CARGAS

Un elemento estructural disefiado para sostener cargas en varios puntos a lo largo de él se
conoce como: VIGA. En la mayoria de los casos las cargas son perpendiculares al eje de la viga
y produciran sélo corte y flexién en ella. Cuando las cargas no son perpendiculares al eje de la
viga, producirdn también fuerzas axiales en ella.

Sin embargo, las fuerzas axiales pueden ser despreciadas en el disefio de las vigas, debido a
gue la capacidad de una viga para resistir corte y, especialmente flexion, es mas critica que su
capacidad para resistir fuerzas axiales.

Desde el punto de vista de su configuracion se las clasifica en vigas de alma calada y vigas
de alma llena. Las vigas de alma calada son los reticulados formados por barras unidas en sus
extremos.

Otra clasificacion corresponde hacer en base a la forma de vincular la viga a tierra dando
lugar a diversos tipos, siendo las mas frecuentes:

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA VIGA CONTINUA

e

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON VOLADIZO VIGA EMPOTRADA Y APOYADA

P
7

1
i

VIGA EMPOTRADA VIGA DOBLEMENTE EMPOTRADA

Figura 1

Las vigas dibujadas a la izquierda constituyen todas sistemas hipostaticos, en cambio las de
la derecha son hiperestaticas.
Las vigas pueden estar sometidas a cargas concentradas o a cargas distribuidas. Si p

(intensidad de carga o carga por unidad de longitud) es constante se habla de carga
uniformemente distribuida y el diagrama de carga es rectangular. Si p varia linealmente, el

diagrama es triangular o trapecial. La carga puede extenderse a toda la luz de la viga o solo
parcialmente.

s

- T ——

Figura 2

UNC — FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 1 de 12



ESTATICA ¥ RESISTENCIA DE LOS MATERIALES
Unidad 3: ESFUERZOS INTERNOS EN ESTRUCTURAS DE ALMA LLENA

2. ESFUERZOS INTERNOS
Consideremos la viga simplemente apoyada sometida a cargas concentradas y distribuidas,

coplanares con su eje (figura 3). Pongamos en evidencia las reacciones externas o, en otros
términos, tracemos el diagrama de cuerpo libre para la viga, que se encontrara en reposo bajo

la accién de un sistema de fuerzas en equilibrio.

AN,

7.

Practicamos un corte s—s normal al eje de la pieza.
Para restablecer el equipo en los dos trozos en que
gueda seccionada la viga, se deben aplicar las
interacciones que existian entre las particulas
adyacentes al corte, antes de que se practicase el
mismo.

Es decir que en la cara izquierda del corte se deben
aplicar las acciones que la parte derecha de la viga le
transmite a través de todos los puntos de la seccion de
corte. Viceversa, en la parte derecha se deben aplicar,
sobre la cara del corte, las acciones que recibe de la

P K~ parte izquierda.
A, | \H‘ e Estas acciones constituyen dos sistemas de fuerzas
@i\; \ distribuidas en las dos secciones del corte y pueden
fK ser reducidas a sus respectivas resultantes que se
= \By indican en la figura como R, y R,, donde el subindice

i 0o d indica que es la accion resultante de la parte
izquierda sobre la derecha (o viceversa).

Estas dos fuerzas iguales y opuestas, resultantes de
las acciones internas se designan: REACCION INTERNA
en la seccion s—s de la viga.

Obsérvese que R, es la equilibrante de las fuerzas

externas actuantes en el trozo de viga situado a la
izquierda de la seccién s—s; R,, igual y opuesta a R,
sera por lo tanto equivalente al sistema de fuerzas exteriores situada a la izquierda de la
seccion, o sea su resultante. Igual razonamiento corresponde para R, como resultante de las
fuerzas exteriores situadas a la derecha del corte.

En la practica, generalmente resulta conveniente reducir la reaccién interna al baricentro de
la seccion considerada y expresarla mediante sus tres componentes M, N, Q respecto de
dicho punto. Estas tres componentes, expresadas cada una de ellas por dos elementos iguales

y opuestos segun se considere la cara izquierda o derecha del corte, se denominan ESFUERZOS
INTERNOS, en la seccion transversal.

Figura 3

2.1. MOMENTO FLECTOR

El momento flector M es una componente de la resultante de las fuerzas internas que se
desarrollan en la seccion, y se calcula sumando algebraicamente los momentos, respecto al
baricentro de la seccién, de todas las fuerzas exteriores que actdan a uno u otro lado de le
seccidn considerada.

El momento flector en la seccién se considera de signo positivo si el momento resultante de
las fuerzas exteriores a la izquierda de la seccién es horario, y el de las fuerzas de la derecha
antihorario. En caso contrario es negativo. El efecto fisico de las fuerzas exteriores que originan
momentos flectores positivos consiste en encorvar la viga con la parte convexa hacia abajo, lo
gue significa que tracciona sus fibras inferiores y comprime las superiores (figura 4).
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2.2. ESFUERZO DE CORTE

El esfuerzo de corte Q es una componente de la resultante de las fuerzas internas que se

desarrollan en la seccion, y se calcula sumando algebraicamente las proyecciones sobre el
plano de la seccién, de las fuerzas exteriores que actian a uno u otro lado de la seccion
considerada.

El esfuerzo de corte en la seccion se considera de signo positivo si la proyeccién de la
resultante de las fuerzas exteriores a la izquierda de la seccién, esté dirigida hacia arriba y la de
las fuerzas de la derecha hacia abajo. En caso contrario el esfuerzo de corte se considera
negativo. El efecto fisico de las fuerzas externas que originan esfuerzos de corte positivos
consiste en cortar la viga segun la seccion s —s desplazando la parte izquierda hacia arriba y la
derecha hacia abajo (figura 4).

2.3. ESFUERZO NORMAL

El esfuerzo de corte Q es una componente de la resultante de las fuerzas internas que se

desarrollan en la seccion, y se calcula sumando algebraicamente las proyecciones sobre el
plano de la seccion, de las fuerzas exteriores que actian a uno u otro lado de la seccién
considerada.

El esfuerzo normal en la seccién se considera de signo positivo si las fuerzas exteriores que
actlan a uno u otro la de la seccién tienden a alargar la viga o sea que producen traccion, en
cambio es negativo si las fibras son comprimidas (figura 4).

Fuerzas externas que originas esfuerzos internos positivos y negativos con indicacién del
efecto fisico que producen o tienden a producir, en el caso de esfuerzos internos positivos
tenemos:
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TEMA 3.B DETERMINACION DE SOLICITACIONES

3. DIAGRAMA DE ESFUERZOS INTERNOS

3.1. VIGA SIMPLEMENTE APOYADA

X2

Ts

A

Qx1

Ra Qx2
o U]
Mx1 Mo
) W
o
P.a.b
L
Figura 5

Sea la viga de la figura 5 sobre la que actla una Unica carga concentrada. Se trata de
establecer cémo varian los esfuerzos internos en las secciones transversales existentes a lo
largo del eje de la viga. Se determinan las reacciones de vinculo externo:

Rzi R:

P-b P-a
A B
I

Si se consideran ahora dos secciones genéricas, una de abscisa x,, situada en cualquier
punto entre Ay D,ylaotra x,,entre Dy B.

Aplicando la definicion de esfuerzo de corte para la seccion de abscisa x,, se observa que a
su izquierda actla la fuerza R,, que por ser normal al eje se proyecta en toda su magnitud
sobre el plano de la seccion, por lo cual:

Qxl = RA

Esta expresion es valida para cualquier punto comprendido entre los puntos de aplicacion de
R, y P. Si se representa graficamente esta funcién se obtiene una recta paralela al eje de

referencia situada a la distancia R, del mismo en sentido positivo.
Considerando la seccion x, :

B

Q,=R,-P=R
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Su grafica es otra recta paralela al eje de referencia trazado a la distancia R, en la zona

negativa. Se adopta llevar los esfuerzos cortantes positivos hacia arriba del eje y los negativos
hacia abajo. El diagrama trazado se designa diagrama de ESFUERZOS CORTANTES, Yy Sus
ordenadas nos dan el valor del mismo en correspondencia de la seccion que se desee.

La representacion de las fuerzas de corte se hace en la escala de fuerzas, y la posicion de
las secciones en la escala de longitudes.

Si se establece el valor del momento flector respecto a la seccién X

M =R, -X

x1 A 1

Y respecto a x,:

sz:RA'XZ_P'(Xz_a):RB'(I_Xz)

Representando graficamente estas funciones se obtiene el diagrama de momentos flectores,
gque se dibuja del lado de la fibra traccionada, por lo cual cuando la grafica de momentos se
encuentre debajo del eje de referencia se estaran representando momentos positivos. Los
momentos flectores negativos se dibujaran por encima de la linea de referencia. Estos
momentos se representan en una escala de momentos adecuada.

En particular se observa que en los apoyos el esfuerzo de corte alcanza los valores de las
respectivas reacciones y son los valores extremos del mismo. En cambio, el momento flector en
ellos es nulo. EI momento flector alcanza su maximo valor:

Ile :Mmax :RA a: Plab
VIGA CON VARIAS CARGAS CONCENTRADAS
a. Reacciones de apoyo a,= 4m
& =2m
D> M, =R,-7m-2t-5m—3t-3m=0 S
R, =2,71t
A B
> M, =-R,-7Tm+2t-2m+3t-4m =0
R, =2,20t Py P
1 2
Ra Rg
Figura 6

b. Esfuerzos de corte
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Q,=R, =271t
= Q, = 2,71t
Q* =Q,-P =071t ® Ra
m=Q, =071t
Q" =Q —-P,=-229t=-R,
Q,=Q, =-R, =-2,29t
Momento flector
M,=0 O

M, =R, -2m =5,42tm
M, =R, -4m-P -2m = 6,48tm
M,=0

VIGA EMPOTRADA

a.

b.

C.

> F =R,-P-P=0

Reacciones de apoyo

> M, =-M, +P,-Im+P,-3m=0
M, =7tm

R, =3t

Esfuerzos de corte Ra
Q,=R, =3t ©
Q"=Q,-PR=2

Momento flector @

=-7tm

A=

M, =M, +R, -Im=—4tm
M,=0

UNC — FACULTAD DE INGENIERIA

a;=1m
P1= 1t P2: 2t
|
\ L=3m
P P,
1 2

Figura 7

PAGINA 6 de 12

Rg



ESTATICA ¥ RESISTENCIA DE LOS MATERIALES
Unidad 3: ESFUERZOS INTERNOS EN ESTRUCTURAS DE ALMA LLENA

4. RELACIONES ENTRE CARGA, ESFUERZO DE CORTE Y MOMENTO FLECTOR

Consideremos una viga, y un tramo "dx" de ella, sometida a flexion bajo los efectos de una
carga repartida, definida en cada punto por la intensidad de carga " p".

Generalmente las solicitaciones Q y M varian de seccion a seccion. Las magnitudes p, Q

y M son funciones de la abscisa "x" de la seccion. Estas tres funciones estan ligadas por
relaciones fundamentales que deduciremos a continuacion.

Supongamos conocidos los diagramas de esfuerzos cortantes y momentos flectores y sean
Q y M los esfuerzos internos en una seccion "S" de abscisa "x"; Q+dQ y M +dM las

solicitaciones en la seccién "S" a una distancia "dx" de "S"; siendo p-dx la carga que actlia

en el tramo "dx" (figura 8.a.b.c.).
Separado este elemento y dibujando el diagrama de cuerpo libre, pondremos en evidencia
los esfuerzos internos que actdan en las caras "S" y "S," para restituir el equilibrio (figura 8.d).

Por lo tanto:

> F,=0; Q-p-dx—(Q+dQ)=0
Q=-[p-dx+C, ()

dQ=—p-dx do 2
= 2
P dx
Si tomamos momentos respecto a > :
dx
> M, =0; M+Q-dx—p~dx7—(M +dM)=0

Simplificando y despreciando infinitésimos de segundo orden:

M :jQ-dXJrC2 3)

dM =Q-dx
dM
= 4
Q=" (4)
Derivando la (4) y sustituyendo por la (2):
dQ  d’M
T = == 5
dx  dx* P ©)

Estas ecuaciones nos dicen que la derivada del esfuerzo cortante es igual a la carga unitaria
y la derivada del momento flector es igual al esfuerzo cortante.

Inversamente el esfuerzo de corte es la integral de la intensidad de carga y el momento
flector la integral del esfuerzo cortante. Por lo tanto las expresiones anteriores nos permiten,
conocida la funcién que define uno de los diagramas, conocer por integracion o derivacion,
segun el caso, las correspondientes a cualquiera de las otras.
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De las expresiones anteriores se obtienen las siguientes conclusiones:
a. De las ecuaciones (1) y (3) se deduce que e los tramos descargados, p=0, Q es

constante y M varia linealmente.
b. En los tramos sometidos a cargas distribuidas Q y M varian con leyes continuas de

primero y de segundo grado respectivamente, si p=cte. De segundo y de tercer grado si p

varia linealmente.
c. En casos muy particulares de carga Q puede ser nulo en una longitud finita de un tramo

de viga y por la (3) resulta M =cte..
d. De la (4) se concluye que en las secciones en la que el esfuerzo cortante se anula, el
momento flector se hace maximo; y no minimo porque por la ecuacién (5) la derivada segunda

de M es negativa.
e. Sienun punto de abscisa "x" tranzamos una tangente al diagrama de momentos flectores

formard un angulo « con el eje de referencia; por la (4) se tiene que:

= dx tg(@)

Q

Es decir que la tangente trigonométrica del angulo que forma la tangente geométrica en un
punto del diagrama de momentos con el eje de referencia, es igual al esfuerzo de corte en ese
punto. En particular para los extremos de la viga, los angulos que forman las tangentes
extremas al diagrama de momentos quedan dadas por los siguientes valores:

tg(@,)=Q, =R,
tg(aB):QB :_RB

donde el signo positivo corresponde a un angulo horario.

f.  Cabe un razonamiento analogo para el diagrama de esfuerzo de corte. Por la (2) se tiene:

_dQ _

-p= tg(5)

En particular para los apoyos:

- pA =tg(ﬁA)
- p. =t9(8,)

Como p, y p, estan dirigidos hacia abajo, negativos, los angulos g, y f, resultan positivos,
es decir, horarios.
5. CARGAS DISTRIBUIDAS

Las cargas que actian sobre las estructuras frecuentemente estan distribuidas sobre
volumenes, superficies o lineas. Son fuerzas distribuidas sobre volimenes las fuerzas de masa
como el peso de los cuerpos, las fuerzas de inercia y las fuerzas magnéticas.
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Son fuerzas distribuidas sobre superficies el peso de los cuerpos apoyados sobre areas de
contacto, o el empuje debido a la presion de los fluidos, vientos, agua o de tierras y materiales a
granel.

Tenemos fuerzas distribuidas sobre lineas en el caso de cables sometidos a su propio peso o
a la accion del viento.

Es frecuente la existencia de fuerzas distribuidas simétricamente respecto a la linea media de
la franja de superficie sobre la que actlan.

—=
h AP
LA X
4 —B
X AX
t Y
T, -
z
Figura 9

Vamos a caracterizar este tipo de fuerzas y determinar su resultante.

Sea un cuerpo, arena por ejemplo, apoyado sobre una franja de superficie de area a-l, y
repartida simétricamente respecto al plano vertical pasante por la linea media AB de la
superficie, materializando el eje de la viga.

El peso de la arena que incide sobre un area elemental de ancho a y largo Ax sera:

AP=y-a-h-Ax [kg]

Este peso se distribuye en todo el ancho a pero, dada la simetria supuesta, la resultante, o
sea AP, tendra su recta de accién sobre la linea media AB de la franja.

Esta conclusion es valida no solo para el peso incidente sobre el area elemental a-Ax, sino
también para toda la superficie cargada a-l, lo que permite sustituir el peso del material
distribuido sobre toda la franja, por un sistema de fuerzas paralelas AP actuantes a lo largo de
la linea media AB, que llamaremos en forma general “linea cargada”.

Si establecemos el cociente:

AP 0 kg
A " m

tenemos expresada la intensidad media de la fuerza o carga distribuida en la longitud Ax de
la linea cargada AB.
Si hacemos Ax infinitamente pequefio:

s AP _dp_ o Tkg
I!!I]Ax_dx P {m}
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tenemos expresada la intensidad de la carga distribuida en el punto de abscisa x de la linea
cargada cuando se conoce la ley de variacién de la carga en funcion de la posicion, mediante
su derivada respecto de x.

Si conocemos la intensidad de carga p, la fuerza infinitesimal que actta sobre una longitud
dx de la linea cargada seré:

dP = p-dx

Y la carga total que actua sobre la linea AB de longitud | seré:

Pz.[.lp-dx

En muchas aplicaciones de la ingenieria es suficiente tomar como intensidad de carga en un
punto, la intensidad media correspondiente a una longitud unitaria Ax=1m, o sea:

o= 2P
" 1m

y se define entonces como intensidad de carga a la carga por unidad de longitud.

Si en lugar de establecer el cociente entre AP y la longitud Ax de la linea cargada, lo
hubiéramos establecido entre AP y el area a-Ax de la superficie cargada, tendriamos:

AP _, [ke
a-Ax m?

que expresa la intensidad media de la carga en el area a-Ax. Si tomamos a-Ax=1m’ se
tendra la carga por unidad de superficie que puede tomarse como intensidad de carga
superficial.

Si multiplicamos la expresion anterior por a se tiene:

ﬁ =a- q = p
AX

que expresa la relacion entre las intensidades de carga por unidad de longitud y de superficie
en el supuesto de la simetria planteada, o sea de h=cte en el sentido de las z.

als]

Si adopta una escala 1[ ] llevamos en coincidencia de cada punto una ordenada que
cm

representa en dicha escala la correspondiente intensidad de carga, los extremos de las mismas
configuraran una linea denominada linea de carga. La superficie comprendida entre la linea de
carga, la linea cargada y las ordenadas extremas, se denomina diagrama de carga.

5.1. RESULTANTE DE UNA FUERZA DISTRIBUIDA

Sea una fuerza distribuida sobre la linea AB representada por su diagrama de carga.
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Una fuerza distribuida sobre una linea recta constituye un sistema de infinitas fuerzas
paralelas de intensidad: dP = p-dx

X LLdX

LG

L

Figura 10

Se sabe que todo sistema de fuerzas paralelas puede reducirse a una Unica fuerza de igual
direccién, la resultante del sistema, cuya intensidad vale:

Pzﬂszﬂp-dx

Pero vemos en la figura 10 que dP = p-dx=dA, es decir que la intensidad de la fuerza que

actla sobre la longitud dx estd dada por el &rea del rectangulo infinitésimo rayado en la figura.
La resultante de la carga distribuida en toda la longitud | de la linea cargada sera:

P=[dP=[p-dx=[dA=A

La intensidad de la resultante de una carga distribuida sobre una linea recta esta
determinada por el area del diagrama de carga.

El punto K en que la resultante corta a la linea cargada se denomina centro de presion.
Para determinar su posicién respecto de A aplicamos Varignon respecto a este punto:

xK~P='rx-dP sz'[’X'dP
0 P

Sustituyendo dP y P por sus iguales del diagrama de carga, dA y A, tenemos:

_J:x-dP_ﬂx-dA

X, =
P

posicion del baricentro del area del diagrama de carga

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA UNIFORME

a. Reacciones de apoyo

p-l

>
@
N[

b. Esfuerzos de corte

Aplicando la definicion en la seccién x, vale:
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p-l
=R —p-x=r"_p.
Q,=R,—p-x ;T PX

c. Momento flector

X
MX:RA-x—p-x-E:

Se ha visto que en la seccion para la cual el esfuerzo de corte se anula, el momento flector
se hace maximo.

p-l : _
QXO:T_p'Xo e X, =
AR |?
° m = P 22 2 (2) P 8
Para trazar el diagrama determinamos las tangentes extremas:

B, B, =1-1g(a,)=1-Q,=I'R, = p|2
IZ
A-A=11g(e,)=1-Q =R, =p

Para el esfuerzo de corte:

B;-B/=1-t9(8,)=1-p,=1-p
A-A=I-t9(8,)=I-p,=I-p
L/2
xP ;
\ I \
P=p.L /N
Ra Rg
A I I
R %
® ® ¥ i
t o .
| BB
AT B}
Ao
@ o 2 o Bo
AMX®%J B L.Iz
2 4
p.l
N |
A1 ‘ B,
\
Figura 11

UNC — FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 12 de 12



ESTABILIDAD
Unidad 4: ESFUERZOS INTERNOS EN RETICULADOS PLANOS

TEMA 4: ESFUERZOS INTERNOS EN RETICULADOS PLANOS

TEMA 4.A RETICULADOS SIMPLES

1. DEFINICION

La armadura o reticulado es uno de los principales tipos de estructuras empleadas en
ingenieria. Proporcionan una solucién practica y econdmica a muchas situaciones en
ingenieria, especialmente en el disefio de puentes y edificios.

Una armadura esta constituida por varias barras (de acero, madera, hormigon) unidas por
sus extremos en puntos llamados nudos, de manera tal que el conjunto asi formado sea rigido.
Se disefia para que soporte las cargas que actlan en su plano y, en consecuencia, puede
considerarse como una estructura bidimensional.

Los elementos de una armadura son delgados y s6lo pueden soportar cargas transversales
pequefas; por tanto, todas las cargas deben aplicarse en las uniones y no en los mismos
elementos o barras.

Cuando se aplica una carga concentrada entre dos nudos o cuando la armadura soporta una
carga distribuida, como en el caso de la armadura de un puente, debe proveerse un sistema de
piso que transmita la carga a los nudos mediante el uso de viguetas y largueros. Se supone
que el peso propio de las barras de la armadura esta aplicado en los nudos.

Aunque en realidad las barras estan unidas por medio de bulones o soldaduras, se considera
la uniébn como si estuviera materializada por un pasador (articulacion). En consecuencia, las
fuerzas que actuan en cada extremo de la barra se reducen a una fuerza Unica y axial y no a un
par. De este modo las barras estan solicitadas solamente a esfuerzos de traccion o se
compresion.

2. TiPOS

Los reticulados planos se utilizan en techos y puentes.

PUENTES

Pratt Howe Warren

TECHOS
Howe Pratt Polonceau

Las barras se designan: barras de contornos o exteriores, barras de alma o interiores. Las
barras de contorno forman el CORDON superior o inferior de la armadura.

Las primeras trabajan frecuentemente a compresion y las segundas a traccion. Las barras de
alma se desighan MONTANTES Si son verticales y DIAGONALES cuando estan inclinadas.

UNC — FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 1 de 8
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3. GENERACION DE RETICULADOS

En base al proceso de generacion de un reticulado se distinguen tres tipos: Reticulados
Simples, Reticulados Compuestos y Reticulados Complejos.

3.1. RETICULADOS SIMPLES — CONDICION DE RIGIDEZ

Supongamos tres barras articuladas entre si de modo que constituyen una cadena
cinematica abierta, por lo tanto tiene cinco grados de libertad. Si articulamos entre si las dos
barras extremas obtenemos una cadena cinemética cerrada que tiene tres grados de libertad.
Es decir que tres barras rigidas articuladas entre si por sus extremos se comportan como una

chapa rigida.

5 grados de libertad 3 grados de libertad

Figura 2

Si a dos cualesquiera de los vértices del triangulo asi obtenido les articulamos dos nuevas
barras, el resultado serd una nueva cadena cinematica de tres chapas con cinco grados de
libertad. Articulando entre si los extremos de las dos barras agregadas al triangulo primitivo
volvemos a tener una cadena cinematica cerrada con tres grados de libertad, comportandose

como una chapa rigida.

5 grados de libertad 3 grados de libertad
Figura 3
Articulando pares de barras a vértices consecutivos o no consecutivos del reticulado que se
va formando, y articulandolas entre si, se obtiene un RETICULADO SIMPLE. Si se articulan a
vértices consecutivos, el reticulado estara sélo formado por triAngulos y se le designa
TRIANGULADO SIMPLE.
Si llamamos "n" al nimero de pares de barras que se agregan al triangulo primitivo, el

numero total de barras seré:
b=3+2-n

Como cada par de barras da origen a un vértice, el nimero total de éstos sera:
v=3+n
Despejando y reemplazando en la anterior:

b=3+2-(v-3)
b=2-v-3

Condicion de rigidez de un reticulado. Para que sea estrictamente indeformable el nUmero
total de barras del mismo debe ser igual al doble de vértices o nudos, menos tres.
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3.2. RETICULADOS COMPUESTOS
Son los que se obtienen de unir dos reticulados simples mediante tres vinculos eficientes.
Puede ser: una articulacién y una barra que no pase por ella (Polonceau); o tres barras que no
concurran a un punto.

La condicién de rigidez es la misma que para el reticulado simple:

b=2.-v-3

Figura 4

3.3. RETICULADOS COMPLEJOS

Consideremos una cadena cinematica cerrada formada por seis barras; sabemos que tendra
tantos grados de libertad de movimiento como barras o vértices tiene:

g=vVv g: grados de libertad

Figura 5-a Figura 5-b

Para transformarlo en un reticulado rigido debemos dejarle sélo tres grados de libertad; o
sea que debemos agregar, vinculando sus vértices, tantas barras como grados de libertad
posea la cadena, menos tres. En nuestro caso agregamos tres barras (figura5.b),
comportandose como una chapa rigida.

Este reticulado se denomina COMPLEJO Yy tiene la misma condicién de rigidez de los
anteriores:

b=2.v-3

4. CONDICIONES DE ISOSTATICIDAD

Para fijar la armadura en su plano es necesario colocar tres vinculos eficientes.

En la armadura de la figura6.a dibujamos el diagrama de cuerpo libre (figura6.b), separando
cada uno de los nudos del resto de la estructura y eliminando los vinculos. De este modo
pondremos en evidencia los esfuerzos en las barras y las reacciones de apoyo.
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Figura 6-a Figura 6-b

Como toda la armadura esta en equilibrio, cada nudo debe estar en equilibrio. En cada nudo
estamos en presencia de un sistema plano de fuerzas concurrentes (fuerzas exteriores activas
y reactivas y esfuerzos en la direccion de las barras) cuya condicién de equilibrio es:

> F =0
D> F =0

Como tenemos "Vv" nudos se obtendran: E =2-v ecuaciones estéticas de equilibrio. Por otra
parte las incognitas del problema son los esfuerzos en cada una de las barras y las tres
componentes de las reacciones externas, por lo tanto seran:

l=b+3=2-v—-3+3
1=2-v

Es decir que tenemos tantas incégnitas como ecuaciones brinda la estatica. Se trata de un
sistema isostatico.

Observamos en la figura6.b. que cuando se considera el esfuerzo "S" en una barra, deben
distinguirse las dos fuerzas que transmiten los nudos a las barras y las iguales y contrarias que
aquellas transmiten a los nudos. Evidentemente en el estudio del equilibrio del nudo interesan
las fuerzas que cada barra transmite al nudo.
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TEMA 4.B DETERMINACION DE ESFUERZOS INTERNOS

1. METODOS PARA EL CALCULO DE ESFUERZOS EN LAS BARRAS
1.1. METODO DE LOS NUDOS

Para estudiar un reticulado se determinan en primer lugar las reacciones externas. Se
calculan después los esfuerzos en las barras, comenzando por un nudo en el que concurran
sb6lo dos barras, porque si existiesen tres fuerzas desconocidas el problema seria
indeterminado.

Esto puede efectuarse analiticamente utilizando las dos ecuaciones, Z F =0y z Fy =0,

gque corresponden al nudo, y despejando de ellas el esfuerzo en las dos barras.

Suele ser cdmodo considerar las fuerzas de las barras alejandose del nudo, o sea de
traccion; si el resultado es positivo el sentido supuesto es correcto, y si es negativo significa
que la barra trabaja a compresién. Se pasa luego a otro nudo que posea solo dos esfuerzos
desconocidos, utilizando los resultados del nudo anterior como datos y con el sentido que
corresponda al nuevo nudo que estoy considerando. Se prosigue el calculo completando la
totalidad de los nudos.

Evidentemente, para resolver los diversos nudos pueden utilizarse ecuaciones de momento
respecto a puntos seleccionados adecuadamente con la finalidad de que el momento de alguna

de las dos incognitas respecto de él, se anule. Estas ecuaciones sustituyen a ZFx =0y

D> F, =0.

EJEMPLO
p=2t 2 B
_— S,
S S273
E S1-2 . 53_2
A B Ril Sa2 3
LN 514 s41 4 S4-3 534
P2: 5t TRAY P2 TRB
Figura 7
a. Reacciones externas
dM, =0 ; P.1,0m+P -25m—-R, -50m=0
2t-1,0m+5t-2,5m
. 0m+5t-25 20t
5,0m
YDF=0;  -R, +R=0
R, =2,0t
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> F =0 ; R,-P,+R,=0
R, =50-29=21

b. Esfuerzos en las barras

Nudo 1

Z F.=0 ; -R, +S,, -cos(21°,8)+ S, =0
> F=0; R, +S,, -sen(21°8)=0

De la segunda ecuacion despejamos S, ,:

-R, -2

S . = = =-5,65t (Compresion
2 sen(21°8) 0,371 (Compresion)

Despejando de la primera S, y colocando el sentido correcto de S_,:

S, =R, +S,,-cos(21°8)= 2,0t + 5,65t - 0,928=7,25t (Traccion)

Nudo 2

> F =0 ; P +S,, -co521°8)+S, , -cos(21°8)=0
> F =0 ; S,,-sen(21°8)-S, , -sen(21°8)-S,, =0

2-4

En la primera ecuacion:

5. =S -c0s(21°8)—P, _ —5,65t-0,928—-2,0t _ 781t (Compresicn)
cos(21°,8) 0,928

Reemplazando en la segundo ecuacion con el sentido correcto de S, ,:

S,,=S,,-sen(21°8)+S, , -sen(21°8) = 5,65t - 0,371+ 7,81t - 0,371=5,0t (Traccion)

2-4

Nudo 4

ZFX =0 ; -S, . +S,.=0 S,, =7,25t (Traccion)
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> F =0 ; S,,-P. =0 s S,, =50t (Traccién)

Nudo 3

Y F =0 ; -S,,+S,,-cos(21°8)=0
(Verifica)
— 7,25t +7,81t-0,928=0

D F =0 ; -S,, -sen(21°8)+ R, =0

(Verifica)
-781-0,371+29t=0

1.2. METODO DE LAS SECCIONES

Pueden determinarse los esfuerzos en las barras poniéndolos en evidencia al practicar un
corte en la estructura que no interese a mas de tres barras. Conocidas todas las fuerzas

exteriores activas y reactivas, se corta la estructura segin una seccion que la divide en dos
partes (figura 9.a).

Una cualquiera de las dos partes, la izquierda por ejemplo, esta en equilibrio bajo la accién
de todas las fuerzas exteriores y de los esfuerzos que la parte de la derecha le transmite a lo
largo de las barras cortadas (figura9.b).

P1 F’2 P3 1 2
1 2 ) 3 4 1 2 S,
-
r% SZ-S
6 ( 5 6 — S5
A
2m : 2m : 2m
Figura 9-a Figura 9-b

Por consiguiente, los esfuerzos en estas barras deben equilibrar a las fuerzas exteriores que
actlian a la izquierda de la seccion.

Es un sistema de fuerzas coplanares no concurrentes, por lo tanto su condicién de equilibrio
viene dada por tres ecuaciones:

> F.=0
D> F, =0
> M, =0

Por esta razén no puede haber mas de tres incognitas, es decir, la seccion de corte no
puede interesar a mas de tres barras.
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1.2.1. METODO DE RITTER
Para facilitar el calculo, planteamos ecuaciones de momentos con una sola incégnita,
eligiendo para ello como centro de momentos puntos donde concurran dos barras.
Se asigna a los esfuerzos en las barras el sentido de traccién, de forma tal que si el
resultado numérico es positivo, la barra trabaja a traccion, y a compresion si es negativo.
EJEMPLO
Resolver el reticulado de la figura9.a, siendo:

P=P =P =10t

a. Reacciones externas

DM, =0 ; ~P-6,0m—-P,-40m-P,-2,0m+R, -2,0m=0
R, =1t-6,0m +1t-4,0m+1t-2,0m 6.0t
2,0m
D F=0 ; ~-P-P,-P,+R, =0

R, =—1t —1t —1t + 6t = 3,0t

b. Esfuerzos en las barras de la seccién de corte

> M, =0 ; —P-40m-P,-20m+S,,-20m=0
. . (Traccidn)
S, = 1t-4,0m+1t-2,0m _30t
2,0m
> M, =0 ; ~P-20m-S,.-20m=0
—1t- (Compresion)
L_Tme2om
2,0m
D F =0 ; ~P-P, -5, -cos(45°)=0
1t — (Compresion)
S,. = -l -2,83t
0,707
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UNIDAD 5: CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DE LAS SECCIONES

TEMA: 5.A BARICENTROS DE AREAS
TEMA: 5.B MOMENTOS DE INERCIA

1. MOMENTO DE INERCIA DE UN AREA

Considerando una pieza prismatica, de eje recto y seccién transversal cualquiera, sometido a
la accién de dos pares iguales y opuestos, actuantes en un plano que también contiene al eje
de la pieza.

Bajo dicha solicitacion, diremaos que la pieza esta sometida a FLEXION PURA.

Designaremos como eje de la pieza al lugar geométrico de los baricentros de la seccién
transversal.

Me

— .-

| z

- Ve
X

Si se efectlia un corte en la pieza anterior mediante un plano normal al eje de la misma, y se
representa graficamente, la parte situada a la izquierda del corte, se tendra:

amo Y
e
//// {g/zp
_ ~

Para mantener el presente tramo en equilibrio, se le aplica en la cara de corte las acciones
gue en cada elemento de area (AA) ejercia la parte derecha de la pieza.
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Estas acciones designadas FUERZAS INTERNAS, constituyen un sistema de fuerzas paralelas,
normales a la seccion, distribuidas en toda su area y con sentido de penetracién en la zona
superior, y de alejamiento en la zona inferior.

Su intensidad resulta ser proporcional al &rea (AA) sobre la que actia y a la distancia del
elemento considerado a un cierto eje, llamado EJE NEUTRO, que en el caso que nos ocupa,
pasa por el baricentro de la seccion.

entonces:

AF =k-AA-y

Reduciendo el sistema de fuerzas paralelas:

R:LdF=Lk-y-dA=k-Ly~dA=k-Sx=O

Recordemos que el momento estatico (Sx) respecto del eje neutro es nulo.

Se observa que la resultante es proporcional al momento estatico de la seccion transversal
de la pieza, respecto al eje neutro, que por ser baricéntrico, sera nulo. Por lo tanto, la resultante
de las fuerzas internas que actlan en la seccién transversal de una pieza prismatica solicitada
a flexién pura es NULA.

Si se toma momento de las fuerzas internas, respecto al eje neutro:

Mx=J.AdF-y=jAk-y-y-dA=k-Ly2-dA

Lo anterior nos dice que: “el momento de las fuerzas internas respecto al eje neutro es
proporcional a una magnitud que caracteriza a la seccién transversal, y que se designa
MOMENTO DE INERCIA DEL AREA DE LA SECCION TRANSVERSAL RESPECTO AL EJE X". La
designaremos como | :

. =Ly2 -dA

Para poner en evidencia el sentido fisico de esta magnitud, se supondra que la pieza
prismatica anterior sea una regla de seccién transversal rectangular, siendo a>>d.

)

Admitiendo primero que el plano que contiene los pares extremaos (Me) tienen por traza la
recta (f-f) y es perpendicular al lado mayor del rectangulo: se observa que si aplicamos
manualmente cuplas en los extremos de la regla, ésta se deforma considerablemente.
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Si en cambio el plano que contiene a los pares es perpendicular al lado menor, la
deformacién que se produce es notablemente menor.

)

-

[T ® + N

a

En ambos casos el area de la seccion es la misma, lo que ha variado apreciablemente es el
momento de inercia (I) ya que en el segundo caso es mucho mayor que en el primero, por

estar los elementos de area localizados a mayor distancia del eje (x)

Por lo tanto, se define: “Momento de Inercia respecto a una seccién de un eje (X) una
caracteristica geométrica de la seccién, determinada por la expresion matematica”:

1=y -dA

Fisicamente, representa una magnitud proporcional a la rigidez, que una determinada
configuracion del area de la seccibn transversal de una pieza prismatica, confiere a la misma
cuando es solicitada a flexion, con (x) como eje neutro.

2. MOMENTO POLAR DE INERCIA

Admitiendo una pieza prismatica rectilinea, representada en la figura que sigue, por su eje

AB, se la comete a dos pares iguales y opuestos contenidos en planos normales al eje de la
pieza, se dice que la misma esta solicitada a TORSION PURA.

-Mt

Cortando la pieza con un plano normal a su eje y admitiendo que su seccion transversal sea
circular.
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AA

X

0 —
X
AF

Las fuerzas internas que se generan en ella, estan contenidas en su plano formando un
sistema de fuerzas distribuidas en toda el area de la seccion, normales a la recta que une al
elemento diferencial considerado, con el punto (0). La fuerza que actda en un elemento (AA) de
area, es proporcional a la distancia del elemento al baricentro (0) de la seccibn, y al area del
elemento.

AF =k p-(AA)

El momento del sistema de fuerzas internas, respecto a (0) vale:

M =] p-dF =[p"-k-dA=k-[p*-dA=k-I,

La ultima expresion nos dice que: el momento de las fuerzas internas respecto al baricentro
de la seccién es proporcional a una longitud, llamada MOMENTO POLAR DE INERCIA, respecto a

(0), que se designa como |, .

En consecuencia y con un razonamiento analogo a lo expuesto para los momentos axiales
de inercia se puede definir al MOMENTO POLAR DE INERCIA DEL AREA (A), RESPECTO A UN PUNTO
0 PoLo (0), como una caracteristica geométrica de la seccién de area (A), determinada por la
expresion matematica:

l,=[p-dA

A

Fisicamente representa una magnitud proporcional a la rigidez que una determinada
configuracion del area de la seccion transversal de una pieza prismética, confiere a la misma,
cuando es solicitada a TORSION, respecto a su eje.

Ademas de la figura anterior:
|, =[p-dA=[(x'+y*)-dA=[x"-dA+[y*-dA

es decir:

| =1 +1
X y
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3. RADIO DE GIRO DE UN AREA

Si se considera una determinada area (A), la cual tiene un Momento de Inercia (Ix) con
respecto al eje (x) (figura 1), e imaginemos que concentramos dicha area en una pequefa

franja paralela al eje (x) (figura 2).

Fig. (2)

El area (A), asi concentrada, debe tener el mismo momento de inercia con respecto al eje
(x), para ello la franja debera colocarse a una distancia (ix) del eje (x), determinada por la

relaciéon siguiente:

Despejando la distancia

La distancia (ix) se la conoce como RADIO DE GIRO O RADIO DE INERCIA DEL AREA RESPECTO
AL EJE (X). Conocido el radio de giro de una seccion, es posible calcular el momento de inercia.

Analogamente se podria definir el radio de giro (iy) € (io), escribiendo:

Fig. (3)
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Recordando la expresion | =1 +1 'y colocando los momentos de inercia en funcion de los
radios de giro, y del area de la seccion:

[

i A= AxiA

Es decir:

4. TEOREMA DE STEINNER O DE LOS EJES PARALELOS

Si se considera una seccion de area (A) cualquiera, y sea (c) su baricentro. Con origen en (c)
pasan dos ejes (Xo) e (Yo) ortogonales entre si, y con origen en otro punto (0) pasan los ejes (X)
e (y), paralelos a los anteriores y situados a una distancia (d1) y (d2) de los mismos, tal como se
indica en la figura que sigue.

El objeto es establecer expresiones que permitan calcular los momentos de segundo orden,

respecto al par de ejes (x) e (y), en funcién de los momentos de segundo orden, respecto a (Xo)
e (Yo), y viceversa.

A yo
’XO >

pc/ =
/ Ke)

ol » <

oe X0
\
Por definicion
|, =[y*-dA
Pero y=Yy,+d, = 1, =[(y,+d)*-dA

A

Desarrollando y operando:
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1, = [y, -dA+[d -dA+[2-y,-d,-dA

A

:jyoz-dA+d12-JdA+2-d1-Iyo-dA

A

Pero en la expresion dltima se tiene:
=]y -dA 5 [dA=A
A

Iyo -dA=0= Sx0 Momento Estatico Respecto al Eje Baricéntrico
A

En consecuencia la expresion queda:

=1 +d A L)

X(

Esta expresion nos dice que el momento de inercia respecto de un eje (x) cualquiera es igual
a la suma del momento de inercia respecto a un eje (Xo) baricéntrico y paralelo al dado, mas la
suma del producto del area por el cuadrado de la distancia entre los ejes.

Analogamente se obtiene; respecto a otro eje:

I, =1, +d,-A (2)

Y

El momento de inercia centrifugo se define como:
Ly :jdA-x- y :_[dA-(x0 +d,)-(y, +d,)
A A

:J.xo-yo-dA+J.x0-dl-dA+J‘d2-y0-dA+‘|.d2 -d,-dA
A A A A

Momentosestaticoscon respectoa ejes baricéntricos

I, =1, +d,-d,-Al (3)

xy Xoyo

Teniendo en cuenta que pc es la distancia de (c) a (0) el momento de inercia polar lo
definimos como:

=141, =1, +d"-A+1_+d -A=1_+1_+(d +d) A

L=l +p°-A (4)

De las expresiones anteriores se puede despejar los momentos de segundo orden respecto
a ejes baricéntricos en funcién de los momentos respecto a ejes paralelos.
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Si se divide las expresiones (1), (2) y (4) por (A) se tendra las siguientes relaciones entre los
radios de giro:

I 2 2 2 2
L*=—*°+d1 A = i=1_+d,
A A A ’
[ 2 .2 2 2
L =24, A = i-=i+d,
A A A y Yo
Ll A o ity
A A pc A 0 c Ioc

5. EJEMPLOS DE DETERMINACION DE MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN

5.1. RECTANGULO

‘ Y 1 Yo

\
\

loa rdy . p

ez = Considerando un elemento de area (A) y espesor

—T X infinitésimo, el momento de inercia respecto al eje (x), sera:
—h— = - =4+ h s
C ‘ . ) b-h
| Y T |X:Jy dA:J.y b-dy="——
} o 1 A 0 3
| B N B

Aplicando el momento de inercia respecto a ejes paralelos:

b-h® (hY
o=l +d* A = |X0:|X—d12-A:T_(E] b-h

, _bh® b-n’_p.-n’
° 3 4 12
P
V)

Aplicando la definicion de radio de giro:

X

o _ Lo _ [boh _/h*z_h
0 A \12-b-h V12 .12
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5.2. TRIANGULO

y X0

T c 1 Y
/3 I dl «

oy | BRI

por relacién de triangulos:

by b b
et A — by=—.(h—
oy~ y h( y)

entonces:

|x=jyz-dA=Tby-dy-y2
A 0

h
h h 3 4 3
by by-h® by-h® by-h

Il =bv-|v?-dv=-2-|v%.dy= - =
g y.([y y h!y y 3 h-4 12
| by-h®
g 12
| —| —dz-A:b'h _(hj _b-h:b-h _b-h :b-h
o 12 3 2 12 18 36
I :b-h3
© 36
radio de giro
ot b2 N
° A 36 b-h 18
i =N
© 18

Con un procedimiento analogo es posible determinar el momento se segundo orden respecto al
eje (y)
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5.3. CIRCULO

Ioszz-dA:jpz-Z-ﬁ-p-dp

I, =2~ﬁ-jp3~dp=ﬂR

| _,,.(%)“ 2D

° 2 32
I _rn-D°
’ 32
I =1 +1 =21 =2
Yo X0 Yo
| R D*
I = :70: — =T
o2 4 64
D4
| =rx
° 64
radio de giro
iZ_Lo_ IiA 1 _E
A 2 7-R* 2
R
"2

o en funciéon de los diametros

2 D* 1 D’

: _”32';;.D% 8

entonces
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6. AREAS COMPUESTAS

El momento de inercia de una figura compuesta, es igual a la suma de los momentos de
inercia de sus partes integrantes:

L=1"+17+1%+...
Lo anterior se deduce directamente de las propiedades de la integral definida:

_[y -dA:J;y -dA+JZy -dA+£y -dA+...

donde A=A+A +A +...

En consecuencia para obtener el momento de inercia de una figura compuesta, es necesario
descomponerla en una serie de figuras simples, calcular sus momentos de inercia y luego
sumarlos.

Este teorema resulta valido para el calculo de productos de inercia.

Por ejemplo:

Sea una seccion en forma de L que descomponemos en dos rectangulos (1) y (2) de
baricentros (c1) y (c2). Sean ademas (A1) y (Az) sus respectivas areas.

y yl
i T
\ J?
Al } }
e _x
‘ } A2
‘ X2
Z 3
P
) -
al | \
\
a2 ‘
Con la definicién anterior se tendré:
) )
| =1"+1"
Wy O, 2 . @ 4 @ 2
donde I "=1_"+b -A ; L7 =1"+b -A

entonces:

L=0,"+b"-A)+(1, 7 +b,-A)

UNC = FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 11 de 23



ESTABILIDAD
Unidad 5: CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DE LAS SECCIONES

Con un procedimiento analogo es posible calcular los valores de | e | .

Nota: el radio de giro de un &rea compuesta NO es igual a la suma de los radios de giro de
las 4reas componentes.

Los momentos de segundo orden y radios de giro de perfiles laminados (doble T, U, Z, etc.)
figuran en tablas de perfiles de los fabricantes 0 manuales especializados.
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TEMA: 5.C MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA

7. MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN RESPECTO A EJES DEL MISMO ORIGEN

Se propone encontrar la relacion entre los momentos de segundo orden respecto a los ejes
(X) e (y), por una parte, y los momentos de segundo orden respecto a los ejes (u) y (v), del
mismo origen y ortogonales entre si. El par de ejes (u) y (v) pueden rotar alrededor de (0), y su
posicion se determina por el angulo (6) que forma (u) con (x). Se tomara el sentido antihorario
como positivo para medir los &ngulos.

En el entorno del punto (B), se considera un elemento de area (dA). La relacion entre sus
coordenadas respecto a uno u otro par de ejes.

u=0K =OE + EK v=BK =BH + HK
u=x-cos(@)+y-sen(d)  v=y-cos(@)-x-sen()

Los momentos de segundo orden respecto a los ejes (u) y (v) son:

||
)>'—.

J; y-cos(8)—x-sen(@)f -dA

“.dA+sen’ 9)-sz -dA- 2-sen(¢9)-cos(¢9)~J'x~ y-dA

II
)>‘—~.

pero sen(6)-cos(@) = senz'ze

|, =1,-cos’(0)+1, -sen’(9)-1, -sen(2-6) (1)

analogamente se obtiene:
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I, =1 -sen’(0)+1,-cos’(0)+1, -sen(2-6) (2)

\

para el momento de inercia centrifugo se tendra:

L, :ju v-dA= jx-cos(ﬁ)-dA+_[y-sen(&)-dA}-Uy-cos(@)-dA—J‘x-sen(é’)-dA}

A A A A A
I, =cos’(8)- j x-y-dA—sen(d)-cos(@)- I x? -dA+sen(@)-cos(6)- f y?-dA—sen’(@)- j X-y-dA
I, =cos’(8)- :Xy —sen’(9)-1,, —sen(6): cAos(e)- 1, +sen(0)- cos(<9)A- I, A
agrupando convenientemente y sacando factor comun:

Ly =1y -[cosz(e)— senz(e)]— sen(22-9)' 1,

cos2-6)

+Sen(2'9)-lx
2

Recordando:

sen(@)-cos(0) = sen(22-6?)

cos’(9)—sen*(0)=cos(2-6)
cos’(@)+sen’(9)=1

l, = Iw-cos(2-0)+|*_2|y-sen(2-9) 3)

Si ahora se suma miembro a miembro las expresiones (1) y (2):

I, +1,=1,-[cos(0)+sen’(0)]+ 1, -[cos (0)+sen*(9)] =1, +1,

y

I,+1, =1 +1 =cte=1
u v X y 0

“Esto demostraria que la suma de los momentos de inercia respecto a ejes perpendiculares
arbitrarios, no se altera al girar dichos ejes, es decir, al variar (9).”

Por ejemplo, si en la expresién (1), se hace (6 = 45°), se tiene:
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:I N 2+| . f '2—|Xy:|x+|y

Expresion que nos permite calcular el momento centrifugo respecto a dos ejes ortogonales,
en funcion de tres momentos de inercia.

8. EJES Y MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA

Rotando los ejes (u) y (v), alrededor de (0), es posible variar el angulo (6). Como
consecuencia de ello varian los momentos de segundo orden: |, | e I .

v

Las magnitudes |, e | , varian entre un maximo y un minimo, ambos positivos; en cambio
|,, podra ser negativo, e incluso cero.

Para encontrar el valor del &ngulo (6) que corresponda a los valores extremos de |, e | , es
necesario encontrar la derivada primera de |, o de | respecto a (0) e igualarla a cero. Se
llamara (6o) al valor del angulo que cumpla con esa condicién.

Entonces derivando la expresion (1) del tema anterior:

‘;'0 =21 -cos@-[-sen(@)]+2-1,-sen(6)-cos(@)-2-1 -cos(2-0)
dl, ——(1,—1)-sen(2-6,)-2-1_-cos(2-6,)=0
de|,., ' y
de donde:
2-1, I,
tg(z’eo):_l — :_L.(| —|) (4)

Este expresion determina la posicion de dos ejes normales entre si. Respecto a uno de ellos
el momento axial de inercia es méaximo, y respecto al otro serd minimo.
Estos ejes se denominan EJES PRINCIPALES DE INERCIA. Los momentos de inercia respecto a
dichos ejes se llaman MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA.

Las expresiones de los momentos principales de inercia se obtienen introduciendo en las
ecuaciones (1) y (2) del tema anterior el valor de (60), dado por la ecuacion (4)

Por razones de extensién y objetivos de la presente materia, no se vuelcan en este apunte
dichos pasos matematicos, dandose solamente la expresion final:

min
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Ademas, si en la expresion (3) del tema anterior, que nos da el valor de |, se hace 6 = 6o,

se encontrara que el MOMENTO CENTRIFUGO PARA LOS EJES PRINCIPALES ES NULO.
Se denomina ejes principales de inercia a los que poseen las siguientes propiedades:

a) Los momentos de inercia respecto a ellos, tienen valores extremos, respecto a uno de
ellos es maximo y respecto al otro es minimo.

b) Son perpendiculares entre si.

c) El momento centrifugo respecto a los ejes principales es nulo, 0 sea son ejes
conjugados de inercia.

Los ejes principales que pasan por el baricentro de la seccién se denominan ejes principales
centrales de inercia.

En muchos casos resulta facil determinar la posicién de los ejes principales centrales. Si la
figura tiene un eje de simetria, dicho eje es uno de los ejes principales centrales, el otro pasa
por el baricentro y es perpendicular al primero.

Por dltimo, de la expresion:

wz.a)=- 2"

Se satisface para dos valores angulares: (26,) y (26, + «), cada uno de los cuales define un
eje que forma con el eje (x) los angulos:

2.970290 y Z'QJZHOJFE
2 2 2

Lo que demuestra que los dos ejes son normales entre si.

9. CircuLO DE MOHR PARA MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN

La determinacion de los momentos principales de inercia puede obtenerse utilizando
métodos gréficos en lugar del procedimiento analitico descripto en los puntos anteriores.

Se expondran dos de las construcciones habitualmente utilizadas; la de MOHR y la de
LAND.

Admitiendo una seccidon cualquiera (figura 1), de la cual conocemos sus momentos de
segundo orden: | , I , | , respecto a un par de ejes ortogonales (x) e (y). Sea ademas, con

igual origen, otro par de ejes (u) y (v), ortogonales, de posicion definida por el &ngulo (0) que
forma (u) con (x).

El objeto es determinar los ejes y momentos principales mediante la construccion grafica de
MOHR.
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Anteriormente se vio: 1, =1, -cos*(0)+ I, -sen®(8)- Ly -sen(2-0)

u

reemplazando cos’(@)= 1+c025(2-9) ;. sen’(9)= Ls(z'e), obtenemos:
h:L+kUN2@+L_hUM2@_|SmQﬂ)
2 2 2 2 Y
= SR -cos(2-0)—1_-sen(2-6)
2 2 "
I +1 I, -1
I, — Xz Y4 *2 Y.cos(2-0)-1,,-sen(2-0) (A)
recordando que
hv:'*;'y-smﬁ2~9)+|w-c042-9) (B)

elevando el cuadrado y sumando miembro a miembro (A) y (B):

L P D L PR
u 2 uv 2 Xy

I +1 -1\
llamando X, = *2y ; R= e L

resulta

(1, =X, F+1,°=R? R =radio

Que resulta la ecuacion de una circunferencia de radio R y centro en el punto “c” de
coordenadas X. e Y = 0. Esta circunferencia se denomina CIRCUNFERENCIA DE MOHR.

Las ecuaciones (A) y (B) son ecuaciones paramétricas de una circunferencia, esto significa
que si se lleva las funciones |, e |, sobre un par de ejes ortogonales, a cada valor que se

asigne al parametro “6”, correspondera un punto “M”.
Si se hace variar 6 en todo su campo, de 0° a 360° las infinitas posiciones de “M”

corresponderan a los puntos de una circunferencia, cuya ecuacion se ha puesto en evidencia
con el desarrollo efectuado anteriormente.
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A oY

TmsX E
Fig. (1)

Con centro en c y radio R, se traza la circunferencia referida a un sistema de ejes |, e |
con origen en Q.

Se sabe que las coordenadas de cada punto de esta circunferencia representan los
momentos |, e |, para cada uno de los infinitos ejes pasantes por “0”.

uv !

Haciendo en las ecuaciones (A) y (B), 6 = 0°, para representar se tendra:

I =1
eje (x) — para 6 = 0°, punto representativo M{ *

|
eje (y) — para 6 = 0°, punto representativo N{ * '

Se observa que los puntos M y N se localizan en extremos opuestos de un didmetro, con una
diferencia angular al centro de 180°, o sea dos veces el &ngulo formado entre (x) e (y).

De facil correlacion con sus respectivos ejes son los puntos (A) y (B), ya que para ellos
I,=1_ para (A) e | =1

. para (B), y para ambos puntos | =0. Por lo tanto (A) y (B)
representan los momentos de segundo orden correspondiente a los ejes principales de inercia,
pasantes por el punto O.

min

Resumiendo:

-Dada una seccion, se calcula 1, I, I .
-Se adopta un sistema de ejes ortogonales, llevandose en abscisa los momentos de inercia,
y en ordenadas los centrifugos, previo de haber adoptado una escala de momentos de
cm*
segundo orden s
X cm

-Se ubica y representa el punto M (IX; Ixy) y el N(IX;—IW). Se los une con una recta, donde

corta al eje de abscisa se tiene el centro c. Con radio ctM se traza la circunferencia de Mohr.

-Los puntos (A) y (B) donde la circunferencia intercepta al eje de abscisas, determinan los

momentos principales de inercia. Para determinar los ejes principales se puede recurrir al
procedimiento que a continuacion se describe:
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A 7@;
/
Z/
w
e
0 -\,799 > 4
/*ﬁ%r \'\.$ —,% F
2 Zrmax

Por el punto (M), se traza una paralela al eje (x), dicha recta intercepta a la circunferencia en
el punto (P) llamado PoLo DEL CiRCULO DE MOHR. El mismo punto se obtiene si se traza por (N)
una paralela al eje (y).

“El polo goza de la propiedad de que cualquier recta que pasa por €l (por ejemplo PM, PN)
intercepta a la circunferencia en un punto (M;N), cuyas coordenadas expresan los momentos
de segundo orden de un eje pasante por (0) y paralelos a dichas rectas “(x;y)”.

Determinado (P), se lo une con (A) y con (B) siendo sus paralelas trazadas por (0) los ejes
principales (X) e (Y).

Por lo tanto, por ejemplo si dado el eje “u” se quiere conocer los momentos de segundo
orden respecto a él, sélo se debera trazar por (P) una paralela a “u”. Dicha recta cortara a la

circunferencia en el punto (D), la abscisa y la ordenada de (D), nos da: |, e |

uv "

Por ultimo si se quisiera conocer los valores extremos de los momentos centrifugos y sus
respectivos ejes; el diametro paralelo al eje |, intercepta a la circunferencia en “E” y “F” cuyas
coordenadas darian los valores buscados.

Si se une “E” y “F” con (P) y se trazan paralelas a PE y PF se obtiene los ejes para los
cuales los momentos centrifugos son maximos y minimos.

Nota Aclaratoria;

Al representarse en el sistema de ejes |, -1, las coordenadas de los puntos M y N para

trazar la circunferencia debe tomarse: “para M el momento de inercia respecto a (x) y el
centrifugo respecto al (x) e (y) con su signo; para (N) el momento de inercia respecto a (y) y el
centrifugo respecto a (x) e (y) con signo cambiado.
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10. CircuLo DE LAND

Sea una seccion plana, en la cual se admiten dos ejes cualesquiera, “x” e “y”, de origen en
(0), situados en el plano de la secciéon. Para mayor generalidad se supone que dichos ejes no

son ortogonales entre si.

Con centro en un punto arbitrario (c) y radio CO =R, se traza una circunferencia, con la
Unica condicion de pasar por (0), denominada CIRCUNFERENCIA DE LAND PARA EL PUNTO (0) de

la seccion.

Si se prolongan los ejes (x) e (y), hasta interceptar en la circunferencia en (A) y (B), se traza
luego la cuerda AB Yy las tangentes en (A) y (B) a la circunferencia.

Es posible demostrar que existe un punto tal como el (P), llamado PUNTO PRINCIPAL DE
INERCIA, que se caracteriza porque determina segmentos tales que:

| =pp
o 2-R
|
|, =PP, (1
=pp Ll
| =pp,
y 2-R

donde:

, . escala del dibujo
2-R

I, I,, 1, :momentos de segundo orden de la seccion respecto a los ejes (x) e (y)

X y

|, : momento polar de inercia respecto a (0)

R : radio de le circunferencia

P, P, P,: puntos de intercepcion de las perpendiculares trazadas por (P) a la cuerda AB y a
las tangentes (A) y (B), respectivamente
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De lo expuesto se concluye que trazada la circunferencia y supuesto conocido el punto
principal de inercia, las expresiones (1), permiten determinar las magnitudes de los momentos
de segundo orden respecto a cualquier par de ejes pasante por (0).

Si ahora se supone que los ejes son ortogonales, la cuerda AB, se transforma en diametro,
y las tangentes en (A) y (B) son normales al diametro, por lo que ahora las expresiones se
pueden escribir como:

| =PP °
y 2-R

| =PP, l, =PA. l,
: 2-R 2-R
| =PP. 1o —pB.
/ 2-R 2-R

Es decir que cuando los ejes son normales entre si, los momentos axiales se pueden medir
desde (P1), intercepcioén de la normal trazado por el punto principal al diametro determinado por
las intercepciones de cada uno de los ejes con la circunferencia, hasta las intersecciones (A) y

(B).

Si en particular se traza la circunferencia tangente en (0) a uno de los ejes, se tendra que
A=0, y por lo tanto el segmento PA nos da el momento de inercia respecto al eje al cual la
circunferencia es tangente; PB el momento de inercia respecto al otro eje y PP el centrifugo
respecto a los dos ejes.

Este dltimo procedimiento nos permite determinar la posicion del punto principal de inercia,
cuando se conocen los momentos de segundo orden respecto a un par de ejes ortogonales.
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10.1. TRAZADO DEL CircuLO DE LAND

a) Se dispone de una seccion cualquiera a escala adecuada de longitudes, con la posicion
de baricentro y ejes (x) e (y) conocidos.

Se elige una escala de momentos de inercia y a partir del centro de gravedad (G), se traza
sobre el eje (y), primero |, =GA y a continuacién 1, = AB.

La distancia GB representa el DIAMETRO DE LAND, y su punto medio (0), el centro
respectivo, que se utiliza para el traslado del circulo. A partir de (A) y perpendicularmente al eje
(y), setraza | = AP (positivo hacia la derecha y negativo hacia la izquierda). Al punto (P) se

lo habia denominado PUNTO PRINCIPAL DE INERCIA.

Nota:

La construccion también se puede hacer sobre el eje (x). A partir de (G) setraza |,y a
continuacion 1 . El diametro del circulo sera | + 1, . El punto (P) se obtiene trazando |, a

partir del extremo de | , midiendo perpendicularmente al eje (x), positivo hacia arriba y
negativo hacia abajo.

b) Momentos de inercia respecto a un par de ejes ortogonales cualesquiera:

[TAtl] [T

Sean los ejes “x” e “y”, que cortan al circulo en los puntos (C) y (D), definimos el diametro
CD. La distancia de (P) al diametro representa el momento centrifugo l,,. = PE . El signo sera

positivo si los puntos (G) y (P) estan separados por el diametro CD y negativo si (G) y (P)
estan del mismo lado del diametro. Los momentos de inercia quedan representados por:
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|,=CE ; |, =ED

y

c) Ejes y momentos principales de inercia:

Los ejes principales son aquellos cuyo momento centrifugo es nulo, es decir distancia nula
del punto (P) al respectivo diametro. Por lo tanto, dicho diametro debera pasar por el centro del
circulo (0), y por el punto (P), definiendo los puntos (F) y (H).

De este modo los ejes (1) y (2), que pasan respectivamente por GF y GH , seran los
principales de inercia con:
=1, =PF
IZ = Imin = W

I, =0 (distancia nula del polo al diametro)

d) Momento respecto a ejes oblicuos:

Sean los ejes (m) y (n), que cortan al circulo en los puntos (1) y (J), definiendo su respectiva
cuerda de LAND 1J .

La distancia del polo o punto (P) a la cuerda representa el momento centrifugo | = PK,

negativo por estar (P) y (G) del mismo lado de la cuerda. Las distancias del punto (P) a las
tangentes que pasan por (I) y (J), representan los momentos de inercia.
I

m

[
=
A

P

n

e) Ejes conjugados:

"Son aquellos cuyo momentos centrifugos son nulos”. Por lo tanto la cuerda de LAND
respectiva debera pasar por el punto (P). Sea por ejemplo el eje “n”, la cuerda de LAND para el

eje conjugado debera pasar por (J) y (P), definiéndose la cuerda JN . El eje (n"), que pasa por
GN, es el conjugado de (n), con los momentos:

| =PH
| =0 di

Il
2

stancia nula del polo a la cuerda
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TEMA 6: ESFUERZOS DE TRACCION Y COMPRESION

1. INTRODUCCION

La RESISTENCIA DE LOS MATERIALES estudia los efectos producidos por las fuerzas que
solicitan a una estructura 0 maquina y determina las condiciones de resistencia, rigidez y
estabilidad, que deben satisfacer las diversas partes de éstas, para que puedan soportar tales
fuerzas.

La RESISTENCIA es la capacidad de una estructura, de sus partes y elementos de soportar
una carga determinada sin deteriorarse.

La RIGIDEZ es la propiedad de una estructura o de sus elementos de oponerse a las cargas
exteriores en lo que se refiere a las deformaciones (cambios de forma y dimensiones). Las
deformaciones no deben exceder de ciertos valores fijados con las exigencias para la
estructura.

La ESTABILIDAD es la capacidad de una estructura o de sus elementos de conservar una
forma inicial determinada de equilibrio elastico.

Para que las estructuras o0 maquinas cumplan con las condiciones de resistencia, rigidez y
estabilidad, es necesario dar a sus elementos una forma racional y determinar las dimensiones
correspondientes.

La Resistencia de Materiales resuelve los problemas sefalados apoyandose teéricamente en
la Mecanica y en las Matematicas, y experimentalmente en la Fisica y en el Estudio y Ensayo
de Materiales. De todos modos no agota todos los problemas de la mecéanica del cuerpo sélido
deformado, temas que son tratados con mayor rigorismo por la Teoria de la Elasticidad. No
obstante, el papel principal en la solucién de los problemas de resistencia para construcciones
civiles e industriales, maquinas y mecanismos, pertenece a las Resistencia de los Materiales.

2. HIPOTESIS PRINCIPALES
Para desarrollar la teoria de la Resistencia de Materiales se aceptan una serie de hipétesis
simplificativas:

2.1. SOBRE LA COMPOSICION Y PROPIEDADES DE LOS MATERIALES

2.1.1. HOMOGENEIDAD

Se supone que todos los materiales a estudiar son rigurosamente homogéneos, es decir
que todas las moléculas son iguales. A pesar que en algunos casos esto no ocurra, por
ejemplo una viga de hormigén armado que esta constituida por cemento, aridos, hierro, aire;
sin embargo desde el punto de vista de nuestro estudio para el célculo, puedo considerarse
constituida por un material homogéneo.
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2.1.2. ISOTROPIA

Se supone que las propiedades del material son iguales en todas las direcciones. En algunos
casos resulta inaceptable esta suposicion, por ejemplo en la madera, cuyas propiedades son
esencialmente diferentes segun se considere sentido paralelo o perpendicular a las fibras.

2.1.3. CONTINUIDAD

Se supone que el material llena totalmente el volumen que ocupa. Puede ocurrir que tenga
inclusiones de aire, impurezas, etc. El material que se estudia es continuo de un extremo al
otro de la estructura.

2.2. SOBRE EL CARACTER DE LAS DEFORMACIONES

2.2.1. PEQUERNEZ DE LAS DEFORMACIONES

Se supone que las deformaciones son pequefias en comparacion con las dimensiones del
cuerpo deformado.

2.2.2. ELASTICIDAD PREFECTA DEL MATERIAL

Se suponen todos los cuerpos absolutamente elasticos. Practicamente los cuerpos reales
pueden considerarse elasticos, solamente hasta ciertos valores de cargas.

2.2.3. DEPENDENCIA LINEAL ENTRE CARGAS Y DEFORMACIONES

Se supone gue para la mayoria de los materiales es valida la Ley de Hooke que establece la
dependencia proporcional directa entre cargas y deformaciones.

Como consecuencia de las hipotesis sobre la pequefiez de las deformaciones y la
dependencia lineal entre cargas y deformaciones, durante la solucién de la mayoria de los
problemas de Resistencia de los Materiales es aplicable el principio de superposicién
(independencia de las acciones y superposicion de los efectos).

2.2.4. SECCIONES PLANAS

Se supone que las secciones planas antes de la deformacion, permaneces planas después
de la deformacion. Es decir que las secciones planas perpendiculares al eje de la pieza se
mantienen planas y perpendiculares al eje deformado (Navier-Bernoulli).

Estas hipoétesis permiten resolver el gran nimero de problemas sobre el célculo de resistencia,
rigidez y estabilidad. Los resultados obtenidos concuerdan en general con los datos
experimentales.
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3. ESFUERZOS INTERNOS

Las fuerzas exteriores que actlan sobre un cuerpo cualquiera tienden a producir la
deformacién del mismo, originando en su seno fuerzas interiores o fuerzas de interaccion entre
las particulas vecinas que tienden a conservar al cuerpo en su integracion, contrarrestando
todo lo que pueda cambiar la disposicion inicial de las particulas.

A fin de poner en evidencia las fuerzas interiores que surgen en el cuerpo sometido a accién
de fuerzas exteriores, se hace uso del método de las secciones. Para ello consideramos un
cuerpo cargado con un sistema de fuerzas en equilibrio y practicamos un corte con un plano «
quedando dividido en dos partes (Figura 1.a).

R P
P
2
P 5
4
P P
P 1 3
4 P (b)

G

&

(©)
Figura 1

Para que cada una de estas partes se mantenga en equilibrio bajo la accién de las cargas
exteriores aplicadas, es necesario sustituir la accion de la parte cortada por un sistema de
fuerzas interiores distribuidas en toda la seccion. Estas fuerzas no son sino las fuerzas de
interaccion entre las partes Ay B del cuerpo.

Por el Principio de Accién y Reaccién (3™ Ley de Newton) las fuerzas interiores que actian
en la seccién por el lado de la parte A, son iguales en magnitud pero de sentidos contrarios a
las fuerzas interiores que actian en la seccién por el lado de la parte B (Figura 1.b).

Si reducimos el sistema de fuerzas distribuidas a un punto (el baricentro de la seccion)
obtendremos en cada lado de la seccién un sistema de fuerza-par (R —M ) (Figura 1.c). Donde
I?i - I\Wi es el sistema resultante de las fuerzas de la izquierda (las que actlan en la parte A)
qgue equilibran la accion de las fuerzas de las derecha (las que actdan en la parte B) y
viceversa con R, — M, resultante de las fuerzas de la derecha y equilibrante de las fuerzas de
la izquierda.

Al proyectar la resultante de las fuerzas (R ) y el momento resultante (M ) sobre el eje “z” de

la barra y los ejes principales centrales de la seccion “z” e “y”, obtendremos sobre cada lado de
la seccion seis componentes de la resultante de las fuerzas interiores (Figura 2): tres fuerzas

(N:Q,:Q,) y tres momentos (M,;M ;M ). Estos valores se denominan esfuerzos internos
en la seccion de la barra.
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F;_ F?.% P4 F;_ y My/\ﬁl p4
i“"y o B /
M, _zZ ,
/‘ I g‘/
1 | Q. P
- L P X X A
o T, e
z MZ
\\
2 %5 B 3
@) (®) ©
Figura 2

Los podemos definir de la siguiente manera:

3.1. ESFUERZO NORMAL (N)

Es la suma de las proyecciones de todas las fuerzas interiores normales a la seccién; y se la
calcula numéricamente como la suma algebraica de las proyecciones normales a la seccion, de
todas las fuerzas exteriores que actian a la izquierda de la seccién considerada, o a la derecha
cambiadas de signo.

3.2. ESFUERZO DE CORTE (Q)

Es la suma de las proyecciones de todas las fuerzas interiores tangentes a la seccion; y se la
calcula numéricamente como la suma algebraica de las proyecciones tangentes a la seccion,
de todas las fuerzas exteriores que actlan a la izquierda de la seccién considerada, o a la
derecha cambiadas de signo. Q; y Qy son las proyecciones de Q sobre los ejes z e y
respectivamente.

3.3. MOMENTO FLECTOR (Mg)

Es igual numéricamente a la suma algebraica de los momentos de todas las fuerzas
exteriores que actuan a la izquierda de la seccion considerada, o a la derecha cambiadas de
signo, respecto a los ejes z (M,) e y (My).

3.3. MOMENTO TORSOR (M)
Es igual numéricamente a la suma algebraica de los momentos de todas las fuerzas

exteriores que actian a la izquierda de la seccion considerada, o a la derecha cambiadas de
signo, respecto al eje x (My).
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4. TENSIONES

Se llama tension al esfuerzo interno referido a la unidad de area en el entorno del punto dado
de la seccion examinada.

Consideremos un elemento infinitamente pequefio de area dA (Figura 3.a) de coordenadas
‘2" e "y". A causa de la pequeiiez del elemento puede considerarse que los esfuerzos internos

estan distribuidos en él uniformemente, y su resultante dR esta aplicada en su baricentro. Al

reducir estos esfuerzos al baricentro del elemento, dR sera el vector suma de fuerzas y el
vector suma de momentos, evidentemente sera igual a cero.

N
] dQy y
‘ dR dQx N
} /ﬁx dQé dQ
& " B dox
] o‘iiﬂz o (ﬂii ——

@ (b)
Figura 3

Las fuerzas elementales dN,dQ,,dQ, seran las proyecciones de dR sobre los ejes z, x, .

Dividiendo estos valores por el area “dA” obtendremos las expresiones para los esfuerzos
internos por unidad de area, llamados tensiones en el punto de coordenadas X, y de la seccién
transversal de la barra.

o= d—N (Tensién Normal)
dA
d
T, = & ; T, = Q (Tensiones Tangenciales)
dA dA

La tensién total en el punto

P:d—R:,/O'2+1X2+Ty2
dA

y la relacion entre tensiones y componentes de las fuerzas interiores

sz.cf.dA : QX=Irx~dA; Qy=jry.dA

M, =[xodA M, =M, =[(y-z,-x-z,)-dA
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5. DEFORMACIONES

Los cuerpos reales pueden deformarse, es decir cambiar su forma y dimensiones. Las
deformaciones de los cuerpos suceden a causa de su carga con fuerzas exteriores o cambio
de temperatura. Durante la deformacién del cuerpo, sus puntos, o mismo que lineas o
secciones trazadas mentalmente, se desplazan en el plano o0 en el espacio respecto a su
posicion inicial.

Al cargar un cuerpo solido, surgen dentro de €l fuerzas interiores de interaccion entre las
particulas que se oponen a las fuerzas exteriores y tienden a volver las particulas del cuerpo a
la posicion que han ocupado antes de la deformacion.

Se distinguen deformaciones ELASTICAS, que desaparecen después de haberse anulado la
accion de las fuerzas, y deformaciones PLASTICAS 0 permanentes que ho desaparecen al quitar
las cargas.

En la Resistencia de los Materiales se estudian las deformaciones provocadas por: traccion y
compresion, corte, flexion y torsion.

La traccion o la compresién surgen cuando en una barra se aplican fuerzas segun su eje de
sentidos contrarios, produciendo alargamientos o acortamientos Al respectivamente (Fig. 4).

P — P P P
— > T —
) - ) e
} }
Figura 4

La relacién entre el alargamiento (acortamiento) absoluto Al con la longitud inicial “I”, se llama
ALARGAMIENTO (ACORTAMIENTO) UNITARIO:

El corte se origina cuando las fuerzas exteriores tienden a desplazar dos secciones planas
paralelas de la barra, una respecto a otra, siendo la distancia entre ellas constante (Figura 5).

S

]
As

F’V
il

Figura 5
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La magnitud del desplazamiento absoluto As respecto a la distancia entre los dos planos
deslizados s (la tangente del angulo y) se denomina CORRIMIENTO UNITARIO 0 DEFORMACION

POR CORTE. Como el angulo y es pequefio se puede considerar que:

As
t97z7=?

La flexion consiste en la desviacion del eje de una barra recta o en el cambio de curvatura de
una barra curva. En las barras rectas los desplazamientos de los puntos dirigidos
perpendicularmente a la posicion inicial del eje se denominan FLECHAS (y). Durante la flexion
sucede también el giro de las secciones de la barra alrededor de los ejes situados en los
planos de las secciones. Designamos con 6 los dngulos de GIRO de las secciones respecto a
sus posiciones iniciales (Figura 6).

Figura 6

La torsion surge cuando sobre una barra actdan fuerzas exteriores que forman un momento
con respecto a su eje (Figura 7). La deformacién por torsién va acompafiada por el giro de las
secciones transversales de la barra, una respecto a otra, alrededor de su eje.

El angulo de giro de una seccién de la barra con respecto a otra situada a una distancia | se
llama angulo de TORSION en la longitud | . La razén entre el &ngulo de torsion ¢ vy la longitud |

se denomina angulo de torsiéon unitario:

ezlf

Figura 7

La relacion entre el corrimiento y y el angulo de torsién unitario podemos expresarla:
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S
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6. TRACCION — COMPRESION

En el estado tensional de tracciobn o compresién axial, de las seis componentes de los
esfuerzos internos, solamente el Esfuerzo Normal N es distinto de cero.

La barra prismatica AB de seccion A, esta sometida a traccion axial por la accion de la carga
vertical P aplicada en B y actuando segun el eje de la barra (Figura8a). La accién de P sobre la
barra tiende a alargarla y producir la rotura. A esta rotura se oponen las fuerzas interiores de
resultante N distribuidas de modo continuo en la seccion n-n (Figura 8.b).

A

(@) (b)

Figura 8

Consideramos a la barra como constituida por un conjunto de fibras longitudinales, cada una
de las cuales soporta su parte de carga correspondiente:

N=oc-A=P
La tensién normal vale o = A positiva durante la traccién y negativa cuando hay compresion.

En el caso de la carga P aplicada en un punto de la seccién originara en ese lugar una
concentracion de esfuerzos (Figura 9). No obstante se ha podido experimentar que las fibras
de los esfuerzos se distribuyen uniformemente en toda la seccion a una distancia que varia
entre una y dos veces el ancho de la barra (Principio de Saint-Venant) (Figura 9).
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Figura 9

7. RELACIONES ENTRE TENSION Y DEFORMACION

Habiamos sefalado que la resistencia de un material no es el Unico criterio a utilizar para
disefiar estructuras. Frecuentemente la rigidez (oposicion a las deformaciones) suele tener la
misma o mayor importancia. En menor grado otras propiedades como la dureza, tenacidad y la
ductilidad también influyen en la eleccion del material. Estas propiedades se determinan
mediante ensayos.

Nos interesa estudiar el ensayo a traccion que es principal tipo de ensayo de las propiedades
mecanicas de los materiales.

Consideremos una probeta de acero sujeta entre las mordazas de una maquina de ensayo
de traccion y observemos simultdneamente la carga y el alargamiento. Los resultados se
grafican: en ordenadas las cargas y en abscisas los correspondientes alargamientos.

En la FiguralOa se observa que no aparecen representadas las fuerzas y los alargamientos
totales, sino las fuerzas por unidad de superficie (Tensién) y los alargamiento unitarios
(Deformacion), para facilitar la comparacion de las propiedades de diversas muestras.

Diagrama de tension-deformacion

E M Punto de rotura (real)
0"’ P Limite de resistencia =S
= —_— jl L
A B (o4 D £ Punto de rotura (aparente)
A \\-r———- Punto de fluencia
I, ———
)\ “w——— Limite de elasticidad - ’
[N 1
/I \-——— Limite de proporcionalidad
/ (b)
/
/
/
!
\ e
)
// &
0 o
£co03% (@)
Fig. 10

De 0 hasta A (limite de proporcionalidad) el diagrama es rectilineo, hay proporcionalidad
entre tension y deformaciéon. Toda la teoria a desarrollar respecto al comportamiento de los
cuerpos elasticos esta basada en esta proporcionalidad.
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El limite de elasticidad (o limite elastico), punto B del gréfico, es la tension mas alla de la cual
el material no recupera totalmente su forma original al ser descargado, sino que queda con una
deformacion permanente (para esta punto ¢ < 0,03%.

El punto C corresponde a la tension de fluencia, con la cual la probeta se deforma sin crecer
la tension (el material comienza a “fluir’), formando en el diagrama el escalén de fluencia CD. A
continuacién el material vuelve a obtener la propiedad de aumentar la resistencia hasta llegar a
E (limite de resistencia) donde se obtiene la tension maxima, después de la cual empieza la
reduccién local de la probeta en forma de cuello (estriccion) (FiguralOb), como resultado de la
cual ocurre la caida de la tensién referida a la seccién inicial (punto de rotura aparente). Si la
carga en el momento de la rotura se divide por la seccion medida después de producida, se
obtiene el valor real de la tension en el punto de rotura (punto de rotura real). No obstante ser
mayor que el limite de resistencia, se sigue tomando este Ultimo como tensibn maxima del
material.

Para los materiales cuyo diagrama de tension-deformacién no tiene un escaldon de fluencia
bien definido, se determina el limite de fluencia como la tensién para la cual la deformacion
permanente es el 0,2% (Figura 11).

Acero de alto carbono

Hierro fundido

Limite de fluencia

/ / Aluminio

/ ///_,_ Hormigon

/ Comparacion de diagramas
°© de distintos materiales

Fig. 11

8. LEY DE HOOKE

Observando el diagrama de la FiguralOa en el tramo rectilineo OA, la pendiente de la recta
tga se llama Mdédulo de Elasticidad Longitudinal o Modulo de Young y expresa la Ley de

Hooke:
o
E=— oc=E-¢
£
Es decir que las tensiones son proporcionales a las deformaciones. E tiene la dimension de
tension.

Aunque daria la impresion de que se trata de una medida de las propiedades elasticas del
material, es una medida de su rigidez.

N N - ,
Como o = Y sera ¢= EA y la deformacion total de la barra de longitud | :
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A|=<‘;"-I=N—.I
E-A

El denominador E-A ser&larigidez de la seccion transversal de la barra durante la

., . E-A L .,
traccion (compresion), y N rigidez de la barra durante la traccion (compresion).

9. TENSIONES ADMISIBLES

Determinadas las propiedades del material por medio de ensayos hay que establecer las
tensiones admisibles, que son las maximas a las que puede ser sometido.
La tension admisible (o,,,) debe ser inferior al limite de proporcionalidad para que pueda

aplicarse en todo momento la relacion lineal entre tension y deformacién. Como resulta dificil
determinar exactamente el limite de proporcionalidad, se acostumbra a tomar como base para
fijar o, el limite de fluencia o en su defecto el limite de resistencia, dividiéndolos por un

namero “S” llamado COEFICIENTE DE SEGURIDAD, que depende del material y del tipo de carga a
que estd solicitada la estructura:

adm
S

10. TRABAJO INTERNO DE DEFORMACION

Consideremos el caso de una barra prisméatica a traccion simple. Suponiendo un
comportamiento elastico el diagrama carga-deformacion sera una recta OA.

Sc V7 AP
AL F’%
o __
: |
ALl |
K [E—|
l g A P AL
P
Figura 12

Para cualquier carga P, el alargamiento ser4 Al,. Si incrementamos P, en dP el

alargamiento aumenta en dAl, y la carga P, realiza un trabajo positivo P,-dAl, (area rayada).
Este trabajo es almacenado en la barra en forma de energia potencial o de deformacion.
Si suprimimos el incremento de dP, el extremo inferior de la barra se eleva en dAl, y la

energia almacenada B, -dAl, es transformada en el trabajo de elevar la carga P, (externa) en la
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altura dAl,. Podemos considerar a la barra como un resorte, en que la energia es almacenada

o liberada, segun que la carga P, sea aumentada o disminuida. Esta propiedad de absorber y
liberar energia con las variaciones de carga es importante para el tipo de carga variable con el
tiempo o carga dinamica en las estructuras o0 maquinas.

La energia total almacenada en la barra bajo una carga de traccion P es igual a la suma de
las fajas elementales P, -dAl, situadas entre O y B (Figural2) y esta representada por el area

OAB.

. P-Al . P .
La energia de deformacion U = T; portantosi Al = ER sera:

2 2
U= Pl 5 U:AI E-A
2-E-A 2.1

Lo expuesto para traccion se aplica de igual modo para compresién.

10.1. Tubos de Pared Delgada

Un depésito cilindrico que soporta una presion uniforme en su superficie interna se dice que
es de pared delgada cuando el espesor de su pared es pequefio en relacién con su diametro
interior (= ¥%). En este caso puede suponerse, sin error grave, que las deformaciones de todas

las fibras circunferenciales en la direccién de las tangentes a las circunferencias transversales,
son iguales en todo el espesor de la pared.

Las cargas produciran un esfuerzo circunferencial y deformaciones uniformes en el anillo. El
problema puede ser tratado como traccién o compresion simples.

Consideramos una seccion cualquiera que corta diametralmente al cilindro de radio r de la
Figuralba sometido a presion interior P. En la Figura 15.b se representa el diagrama de
cuerpo libre de una de las mitades del cilindro.

(@)

Figura 15

La fuerza elemental que actia normalmente en un elemento ds de la pared es:

dP=p-dA=p-a-r-dé
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Descomponiendo dP en dos direcciones (X;y ) y planteando las ecuaciones de equilibrio:

z x=0 ; J-dp -€0S@ = 0 (las componentes horizontales se anulan entre si)
>y=0 ; 2:N-[dP-seng=0 ; 2:N-2.[ dP-send=0
~% %

reemplazando:

2-N —2-.[0% p-a-r-send-dg=0

resulta:
N=p-ar como rZB; N:p-a-D
2 2
o , N p-D
y la tension circunferencial, o,=——=—
a-e 2-e

Si consideramos ahora el diagrama de cuerpo libre de una parte del cilindro separada del
resto por una seccion transversal (Figura 16)

Figura 16

Se observa que la fuerza P que actia sobre el fondo o tapa debe ser equilibrada por N
resultante de las fuerzas que actian en la pared del cilindro, normalmente al plano de la
seccion transversal de corte.

Planteando la ecuacion de equilibrio:

2
P-N=0 ; P:”4D y  N=zDeo
entonces:
2
7D -p=z-D-e-0 y U':Fjl—e (tension longitudinal)
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Comparando oc Yy o1 se observa que la tension circunferencial tiene un valor doble de la
tension longitudinal. Si la presién en un depdsito cilindrico se eleva hasta alcanzar el valor de
rotura, la falla del material se producira a lo largo de una seccién longitudinal.

Gc=2.0l

Junta
longitudinal

transversal

Figura 17

11. TENSIONES DEBIDAS A LA TEMPERATURA

Los cambios de temperatura provocan en los cuerpos, dilataciones 6 contracciones
produciendo deformaciones lineales de valor:

Al =a-l-At
a: coeficiente de dilatacion térmica
L: longitud
At: variacion de temperatura

Si se impide la deformacién se originaran tensiones de traccion o compresion, segun sea el
caso.

Al

Por Hooke: A2 Al=Z
| E E

y la tension sera: o=a-E-At

UNC — FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 14 de 14



ESTABILIDAD
Unidad 7: ANALISIS DE TENSIONES Y DEFORMACIONES

TEMA 7: ANALISIS DE TENSIONES Y DEFORMACIONES

1. VARIACION DE LAS TENSIONES EN SECCIONES INCLINADAS

En el caso de fuerza axial actuando en una barra, la tensién sobre una seccidon m-n es uniforme
y vale:

>|T

Consideremos el estado de tensién sobre una seccién oblicua p-q. Aislamos la porcién izquierda
de la barra y equilibramos la parte faltante con el esfuerzo interior S.

P m
= P
] - _—
q
(@) "
Figura 1
N =P-cose ; Q=P-sengp
) - . A
El area de la seccion p-q es: A=——
(o)

entonces:

o =N _P o ; r=L P senp-cos

N A' A ¢ ’ A\ A go §0

p

como O, = ry y 2-seng-cose = sen(2¢p)
o, -sen(2

resulta: oy =0, -cos? Q y T= #
Sipg=0° oN=ox y =0 (maxima tension normal)
Sip=90° on=0 y =0
Si @ = 45° T=o0x/2 (maxima tension tangencial)
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Estas observaciones nos llevan a considerar mas detenidamente la carga de una barra a
traccion o compresion simple.

Si la barra esta constituida por un material que sea mas débil al corte que la compresiéon puede
ser que se produzca la falla debido al deslizamiento relativo entre las secciones de la barra en un
plano inclinado a 45°, en el que la tension tangencial es maxima, en lugar de rotura por una
seccién normal en la que la tension es maxima.

Figura 2

Durante el ensayo a traccion para un valor determinado de la tensién aparecen en las caras
laterales lineas de falla incluyente, inclinadas a 45° con respecto al eje. Indican que el material
falla por corte, aunque la barra est4 cargada a traccion simple. Este deslizamiento relativo a 45°
hace que el material se alargue axialmente y después que se suprime la carga no recobra su
longitud inicial.

Este es el punto de fluencia.

2. VARIACION DE TENSIONES EN UN PUNTO.

La accién de las fuerzas exteriores que tratan de cambiar la disposicién de las particulas del
cuerpo o provocar su desplazamiento, la equilibran las tensiones que surgen en dicho punto. Por
cada punto interior del cuerpo pasan infinitos planos y a cada plano hay ligada un par de tensiones
(normal y tangencial).

Generalmente estas tensiones seran diferentes en las distintas direcciones, solamente en
algunos casos patrticulares de carga pueden ser iguales. Interesa por lo tanto conocer la magnitud
y direccién que tienen las tensiones maximas en cada punto del cuerpo para compararlos con las
tensiones admisibles del material.

Figura 3
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ESTABILIDAD

Notacion de las componentes de p

ox. tension normal en la direccion x
1: tension tangencial ligada al plano «

Txy: 1° subindice: corresponde al de la tension normal ligada al plano =
2° subindice: corresponde a la direccion que tiene en el plano.

Consideremos el cubo elemental en el entorno del punto y colocamos las tensiones ligadas a

cada cara.

<N\
N\
\

@ @ & @

Figura 4

Q

® @ 6 W

& @ @ @ @ ®

or
T, t—=dy
& 6},

En las caras no visibles del cubo actian las tensiones normales y tangenciales correspondientes.
En las visibles actian tensiones incrementadas en un diferencial por la continuidad molecular. Con
las fuerzas masicas el sistema estara en equilibrio.

Cuando el cubo tiende a la dimension punto, las 18 tensiones pasan a ser 9. Los incrementos
desaparecen porque tienden a cero dx, dy, dz. Pero en realidad las tensiones en total son 6 debido
a que se cumple el principio de reciprocidad de las tensiones tangenciales.

Para su verificacion, como el sistema esta en equilibrio, planteamos la ecuacion de sumatoria de
momentos con respecto a un eje paralelo al “y” pero que pasa por el baricentro geométrico del
cubo elemental:
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-2-(z,, -dy-dz)-%+2(rzx-dx-dy)-%:o

%y 9

Los momentos de las otras fuerzas son nulos porque cortan o son paralelas al eje “y”.
De esta expresion deducimos que: 1y, = T2« |0 mismo si tomamos momentos con respecto a los

ejes “x”, “z” sera:
Tzy = Tyz , Tyx = Txy

Es decir: una tensién cortante que actla en la cara de un elemento va acompafiado siempre de
otra numéricamente igual en una cara perpendicular a la primera.

Con lo que comprobamos que el estudio de las tensiones en un punto se reduce a conocer
solamente seis.

Ox ,0y ,0z ,Txy , Tyz , Tzx
Este es el estado tensional triple o espacial.
2.1. REGIMEN ELASTICO PLANO

La mayoria de las estructuras puede reducirse a un estado tensional plano o bidimensional, es
decir uno de los planos esta libre de tensiones. Es el caso anteriormente analizado de tubos de
pared delgada solicitados con presion interior que origina tensiones circunferenciales y
longitudinales. Se desprecia la tension radial que alcanza escasamente un valor del 1% de las
anteriores.

Como deciamos las tensiones en el punto varian de acuerdo a la posicién angular de elemento.
Para expresar analiticamente estas variaciones cortemos el elemento inicial mediante un plano a
traza T y apliguemos a cualquiera de las partes las condiciones de equilibrio estético (Fig.5) segun
los ejesNyT.

Las fuerzas que participan de la condicion de equilibrio resultan del producto del area por la
tension

Oy N
\ Tyx A / B
\ — > (e}
SN fg o
Ox IS
Ox Ox
\ Txy c
A
Tyx \ Tyx
Oy T Oy

@) (b)
Figura 5

Consideremos que la longitud de BC =1

AB = cos6 y AC =senb
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de este modo el equilibrio de fuerza viene dado por:

2N=0; o=(o,-Ccosb)-cosd+(c, send)-send—(z, -cosd)-send—(z,, -send)-coso

2T=0; z=(oy-cosh)-send— (o, send)-cosd+(z,, -CosH)-cosd—(z,, -senb)-send

Como txy = Tyx

1 2 1-cos2
cos’ 6 = %Se ; sen?d = %ﬁ ; 2-send-cosd = sen26
Reemplazando en las anteriores queda:
o,to, o,—0O
o= L+ ~-€0820 -7, - sen26 (1)
2 2
oy —7T,
T= 5 -sen260 +,, -c0s260 (2)

Expresiones que nos permiten calcular las tensiones o y t ligadas a un plano girado un angulo 6

conociendo las tensiones o7 oy; 1. Al variar el angulo 6 variardn también las tensiones
correspondientes, pasando por valores maximo y minimo.

Para ubicar estos planos hallamos la derivada primera de las expresiones anteriores respecto de
0 y las igualamos a cero.

Para los planos en que aparecen las tensiones normales maxima y minima sera:

—2.
tg2g = — =D 3)
o,— O
X y
y para la tension tangencial:
o,— O
tg20 = > (4)
2:7,
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Estas ecuaciones dan dos valores de 20 que difieren 180° por lo que los planos de tension
normal maxima y minima son perpendiculares entre si. Lo mismo ocurre con los planos de tension
tangencial maxima.

)(_

. o, —0O
si hacemos: 7= Ty -sen260 + 7, -c0s260 =0

-2-7,
resulta: 1920 =———-
o,—0,
gue nos dice: las tensiones normales maximas y minima se desarrollan en los planos de tension
tangente al nulo.

La relacién de (4) es reciproca y de signo contrario de (3), lo que indica que los valores de
20 definidos por ambas difieren 90°, es decir, que los planos de tensién tangencial maxima estan
separados 45° respecto de los planos principales (correspondientes a tensiones normales
maximas y minimas).

Sustituyendo los valores de 26 de (3) y (4) en (1) y (2) obtenemos las expresiones de las
tensiones principales:

2
, + -
o =720 (_"x zavj v ©
O, —O0 2
Toax = T [%) +Tfy (6)

Podemos observar la similitud de las deducciones obtenidas con las que se vieron para
determinar momentos de inercia con respecto a ejes perpendiculares y de un mismo origen. La
correspondencia surge entre momento de inercia (Ix-Iy) con tensién normal (cx-cy) y momento
centrifugo (Ixy) con tensién tangencial (txy).

Recordando que a un plano en el espacio se lo puede orientar conociendo la direccién de su
normal, concluimos en que las direcciones de los ejes con respecto a los que se toman momentos
de inercia, coinciden con las direcciones de las normales de los planos a los cuales van ligadas las
tensiones.

2.1.1. CIRCULO DE MOHR

La determinacion de las tensiones puede obtenerse utilizando un método grafico en lugar del
proceso analitico descrito anteriormente.

Las ecuaciones (1) y (2) son las ecuaciones paramétricas de una circunferencia, lo que significa
que si llevamos las funciones ¢ y t sobre un par de ejes rectangulares, a cada valor que
asignemos al parametro 6 corresponde un punto M.
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Si hacemos variar 6 de 0° a 360°, las infinitas posiciones de M corresponderan a los puntos de
una circunferencia cuya ecuacion se pone en evidencia con el siguiente desarrollo:

oyto, o,—

de la (1) o= Zay-c0529—rxy~sen20

o,— 0O
de la (2) T= (ZyJ -sen20 +z,, -€0s26

elevando al cuadrado, sumando y simplificando:

2 2
o,+0 o,—0 )
2 2

si llamamos

y sustituimos en la anterior:

(G—XC)2 +72 =R’

gue constituye la ecuacion de una circunferencia de radio R y centro en un punto “c” de
coordenadas xc e yc =0

Esta circunferencia se denomina CIRCULO DE MOHR.
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| T
i Ox |
Oy ‘
Tyx A Gy
-
T O'min +
Xy X
N
% ‘ Ox Qf
Ox = ‘ *5 - C e
<«
Tx >
Y B \%‘y 1.0
R E—— o _ C A o
TyX '>w§ Omax ~
‘ny// ‘
B Omin
O'méax ‘
1
Figura 6

Con centro C y radio R trazamos la circunferencia referida a un sistema de ejes o-t con origen
en 0. Sabemos que las coordenadas de cada punto de esta circunferencia representan las
tensiones o y t trazadas a cada uno de los infinitos planos que pasan por el punto.

Ubiquemos en primer término sobre la circunferencia de Mohr el punto correspondiente al plano

identificado por su normal (eje x) origen de los angulos 6. Para ello en las ecuaciones (1) y (2)
hacemos:

o=0,
6 =0° (direccibnx) M <
T=T,
~
e
o=0,
0 =90° (direcciony) N<
T=—T,

Observamos que M y N se ubican en extremos opuestos de un diametro con una diferencia
angular al centro de 180° es decir, dos veces el &ngulo formado entre x e y.
De facil correlacion con sus respectivas direcciones son los puntos A y B ya que para ellos

(0=0,)y(0o=0,,), respectivamente. Para ambos 7 =0.

MIN

Evidentemente A y B representan las tensiones correspondientes a los planos principales
(tensiones principales).
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Ubicados M y A el angulo al centro entre ellos vale 26 . Dado que la representacion de los
angulos en el circulo es el doble de los de la molécula, para encontrar la direccién de la tensién
normal maxima, giramos un angulo 6 en el sentido de M.

Lo expuesto nos da los fundamentos de la construccién grafica que se utiliza de la siguiente
manera (Fig.7):

+ Sobre un sistema de ejes coordenados o - t se ubican los puntos de coordenadas (o ;7 )

y (o,;—1,,) estos puntos representan las tensiones normales y tangenciales que actuan sobre las

caras X e Y de un elemento. Se considera positiva la tension normal de traccién y negativa de
compresion. La tension tangencial es positiva si el momento respecto del centro del elemento es
en sentido horario.

» Uniendo M con N donde corta al eje de abscisas tenemos el centro C. Con radio CM se
traza la circunferencia Mohr.

* Los puntos A Y B donde la circunferencia intercepta al eje de abscisas determinan las
tensiones normales principales.

» Para determinar las direcciones de las tensiones normales principales ubicaremos punto P
del circulo de Mohr. El polo goza de la propiedad de cualquier recta que pase por él (PM, PN por
ejemplo) intercepta a la circunferencia en un punto (M, N) cuyas coordenadas expresan las
tensiones normales y tangenciales de una direccion paralela a dichas rectas (X, Y).

» Determinado P, se lo une con A y B siendo sus paralelas trazadas por el punto del elemento
las direcciones de las tensiones normales principales. Los planos principales seran
perpendiculares a estas direcciones.

* Inversamente, si dada la direccién (u) queremos conocer las tensiones segun ella, trazamos
por P una paralela ha u que corta a la circunferencia en D: la abscisa y ordenada de D nos dan o,

yzo,-
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Tyx
Omin

Omax ‘

Figura 7

3. DEFORMACION TRASVERSAL- COEFICIENTE DE POISSON.

Cuando aplicamos a una barra una fuerza de traccion P (Fig.8) ademas de ocurrir un
alargamiento longitudinal, se produce una contraccion trasversal, de tal manera que si el diametro
era “d” ahora sera d-Ad. Esta deformacion transversal es independiente de la forma de la seccién.

P
Figura 8
. . o . Al
la deformacién longitudinal unitaria sera: &=—
., o . Ad
la deformacion trasversal unitaria sera: &, = e

Todos los materiales no se comportan del mismo modo para las mismas cargas aunque guarden
las mismas proporciones.
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Entre las deformaciones unitarias trasversal y longitudinal existe, durante la traccion o
compresion simple dentro de los limites de aplicabilidad de la ley de Hooke, una relacién constante
para el mismo material, cuyo valor absoluto se llama Coeficiente de Poisson:

H=—
g

Para los materiales is6tropos p varia entre 0y 0,5 (cerca de 0 para el corcho y 0,5 para el
caucho, para el acero u = 0,3).

Teniendo en cuenta que ¢ Y & tienen signos contrarios, podemos expresar:

o
&y :_/J'g:_/vl'E

4. TENSION CORTANTE PURA.

El caso del estado plano tensional cuando, para las cuatro caras del elemento separado, actian
solamente tensiones tangenciales, se llama de corte puro. Para su estudio consideremos el caso
de tension biaxial en que ox = - oy como se indica en la figura 9a. Construimos el circulo de
tensiones (figura 9b) en el que observamos que: ox =- 6y= 1.

La tensién cortante maxima se obtiene en los planos a 45° y las tensiones normales en los
mismos son nulas.

Esto significa que el elemento cuadrado orientado con una inclinacion de 45° respecto a las
direcciones de las tensiones principales esta sometido solamente a tensiones cortantes o
tangenciales.

Oméax = Ox

Figura 9

El elemento abcd que tenia la forma de cuadrado de lado “s” se convierte, bajo la accion de las
tensiones tangenciales, en el rombo a'b’c’d’.La deformacién de corte puro consiste en el cambio
de los angulos rectos. Representando para mas evidencia, el elemento que se encuentra en las
condiciones de corte puro sujetado en una de las caras (Fig.10).
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. Bs
T
b - C C
/bl P 1C2
Yl
N [N
? I / N
|7 /
w7 /
/
a 7 d
Figura 10

As
hallamos que: gy =—
S

N AS
como y es pequefio: tQy =y =—
S

La analogia entre la deformacion de corte y de traccion es completa, salvo que As se produce
perpendicularmente a la longitud “s”, con lo que la relacion As/s representa un angulo.

Dentro del limite elastico podemos aceptar que la deformacién de corte y es proporcional a la
tension cortante 1: 1t = G.y, siendo G el coeficiente de proporcionalidad llamado Modulo de
Elasticidad Trasversal. Esta expresion representa la ley de Hooke para el corte.

De la figura 10 se observa que el alargamiento Af de la diagonal ac =1{ = s+/2 es igual a:

Ty AS
Al =cc, -cosl ——~% |=cc, -c0S45°= —
' {4 2) ' 2

y el alargamiento unitario de la diagonal:

p=B_AS 7 pen s= T 1)
I 2.5 2 2-G

Cuando un cuerpo estd sometido a tension biaxial, en dos direcciones perpendiculares, el
alargamiento en una de las direcciones depende no solamente de la tension en esa direccion, sino

también de la tension existente en la direcciéon perpendicular. En nuestro caso: 6x = -cy = 1

; i A Oy GV
enladireccionx: &, =——p-—
E E

A Oy Oy

en ladirecciony: &, = E+ y-E
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entonces: & =6, = é A+ ) (2)

igualando los segundos miembros de (1) y (2) podemos expresar que:

B E
T2 (L+ )

El estado de tension cortante pura se produce también en la torsion de un tubo circular. Debido a
la pequefa rotacién de un extremo del tubo respecto al otro, las generatrices trazadas sobre la
superficie cilindrica se inclinan respecto al eje del cilindro y un elemento abcd formado por dos
generatrices y dos secciones rectas adyacentes experimenta una distorsion analoga a la estudiada
(Fig.11)

=
[
Ji
ﬁd
NS

Figura 11

A

Con un ensayo de torsion nos resulta mas facil la determinacion de p que hacerlo con uno de
traccion, dado que por su pequefiez necesitariamos aparatos de gran precisién. Con el ensayo de
torsion podemos determinar t, y del elemento abcd. Luego calculamos G = t/y

Conocido “E” por un ensayo de traccion, calculamos p a partir de G = E/2 (1+u) donde
despejando obtenemos:

-5
"=%G

5. ESFUERZO CORTANTE.

En el estado tensional de corte, de las seis componentes de los esfuerzos internos, solamente
un esfuerzo de corte Qy (6 Q) difiere de cero, siendo los demas iguales a cero.
La deformaciéon de una planchuela, al cortarla con tijeras para hierros (Fig.12-a-b) pone en

evidencia la accion del esfuerzo de corte.

Practicamente es dificil obtener deformacion por corte en forma pura, casi siempre viene
acompafiada por otras deformaciones, siendo en la mayoria de los casos la flexion.
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T TF— . ”
-\ e

Q
bﬂ‘ d b| | I TP

(@ (b) ©

Fiqura 12

La fuerza cortante en el tramo ac serad: Q = P siendo Q = _[r -dA. Tomando las tensiones
A
tangenciales distribuidas uniformemente en el area A de la seccién recta sera:

Q

T=—

A

La suposicién sobre la uniformidad de distribucion en la seccion de las tensiones tangenciales es
bastante convencional, porque éstas, en virtud de la ley de reciprocidad (tema 2), son iguales a
cero cerca de las caras superior e inferior.

Sin embargo, esta suposicion se utiliza ampliamente en la practica, en el calculo de los pernos,
roblones, chavetas y uniones soldadas.

Sometiendo un material a tensién tangencial pura, puede establecerse la relacion existente entre
tension tangencial (t) y corrimiento unitario (y) (Fig.19)

El diagrama es anélogo al del ensayo a traccion. Podemos identificar al punto A como el limite de
proporcionalidad y en el punto C el de fluencia.

Los ensayos muestran que para un material como el acero St 37 la tensién de fluencia por corte
¢ vale de 0,55 & 0,60 de la tension de fluencia por traccion or.
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Puesto que en el punto de fluencia se presenta un corrimiento considerable, sin incremento de la
tensién tangencial admisible considerando un coeficiente de seguridad (en general = 3)

T
_ Tk
Taom =

Tomando este coeficiente del mismo orden que en el caso de traccion, se tiene:

tapm = 0,55 4 0,60 capwm
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TEMA 8: FLEXION SIMPLE RECTA - OBLICUA — DOBLE

1. FLEXION SIMPLE RECTA

Decimos que una barra trabaja a flexion simple recta cuando:
e tiene eje longitudinal recto y es de seccion constante.
e el plano en el que actuan las cargas (plano de solicitacion) contiene a uno de los ejes
principales de la seccion recta de la barra y las cargas actlan perpendicularmente al eje
longitudinal.

Las férmulas del célculo para determinar las tensiones normales durante la flexion se deducen a
partir del estudio de la flexion pura.

1.1. Flexién Pura

La flexion pura es un caso particular de la flexion que se presenta cuando de las seis
componentes de los esfuerzos internos, solamente Mx es distinto de cero.
Es el caso de la viga simplemente apoyada cargada transversalmente como indica la (Fig. 1).

-RB =P

[

A

@ T

Fig. 1

Se observa que en el tramo CD el esfuerzo de corte es nulo y el momento flector constante.

Para investigar el estado de tensiones observemos las deformaciones que se producen en el
interior del material.

Partimos de que la viga es de material homogéneo y se cumple la ley de Hooke. El médulo de
elasticidad es igual a traccion como a compresion.
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Como M es constante en el tramo CD es razonable admitir que la deformacion por flexion sera
también uniforme y tomara forma de arco circular.

m Y
a b / :
y ,/"
e d \
nds 4
e

Fig. 2

En la posicion deformada cada seccién trasversal, originalmente plana, permanece plana y
perpendicular al eje longitudinal de la viga (Hipétesis de Navier - Bernoulli).Las fibras inferiores se
extienden y las superiores se acortan.

Entre ambas hay una superficie cuya longitud permanece invariable (superficie neutra), con radio
de curvatura p que determina en su interseccion con el plano de la seccién un eje llamado EJE
NEUTRO.

_ds

P

déo

Si trazamos p'q paralela a m n el segmento “cd” de la fibra ubicada a una distancia “y” del eje
neutro se alarga un valor d'd =y d0, el alargamiento unitario:

comooc=¢E resulta: o= E. y (1)
Yo,

La tension normal varia linealmente con la distancia al eje neutro.

Las fuerzas exteriores que actlan a la izquierda de la seccién en estudio estan equilibradas por
los esfuerzos internos (Fig. 3). Se origina un par resistente igual a M.
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M
/- i
_X_ L c } (compresién
G 1
e -
.\Z —T‘ ! \ldA
| ;
(@ (b) ©
Fig. 3
M =[o-y-dA
A
reemplazando el valor de (1)
E E
M==-]y*-dA=="1,
P A P

In = momento de inercia del area de la seccién respecto al eje neutro.

= o =

1i_M My
p E-I I,

Expresion que nos permite calcular la tensién en cualquier punto (Fig. 3c)
Por ser flexién pura ya habiamos dicho que:

E
N=0 N=[c-dA==-[y-dA=0
= _[0' > {y

tiene que ser: 'fy -dA=0 como esta integral es el momento estatico del area respecto al eje
A
neutro, por ser nula deducimos que este eje es baricéntrico.

. 1 M
La curvatura de lavigaes: —= ——
P E- In
Al producto (E.In) lo llamamos rigidez a la flexion.

Para obtener la tension méxima se sustituye “y” por “c” distancia al borde mas alejado del eje
neutro.

M
w

=M
MAX I |n/C
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W: modulo resistente a flexion

2. FLEXION SIMPLE OBLICUA

Hasta ahora hemos considerado que el eje de solicitacion (interseccion del plano de solicitacion
con la seccion normal de la viga) coincide con uno de los ejes principales de la seccion.

Si el eje de solicitacidon no coincidiera con un eje principal, pasando no obstante por el baricentro
de la seccibn, nos encontramos con el caso de flexion simple oblicua ( Fig.4)

SN
=
=//$
MCDESO

s\_lm_%_
e R S

m
z
~

Fig. 4

Al curvarse la viga existen fibras longitudinales que conservan su longitud. Estas constituyen la
superficie neutra que corta a cada seccion determinando el eje neutro (n) que resulta oblicuo

respecto al eje de solicitacién (s) formando el &ngulo ¢ (Fig.4b).

Toda seccion gira alrededor del eje n conservandose plana. El alargamiento ¢ de una fibra
longitudinal genérica es opcional a y (distancia al eje n).

Descomponemos a M en dos direcciones (paralela y normal al eje n) y planteamos las
ecuaciones de equilibrio:

M -senp=[y-c-dA= -'[yz-dA:E-ln
A A p

X |m

In: momento de inercia de toda la seccion respecto a n

M-senp _E
I, P

como:
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n

resulta;

Expresién que da el valor de la tensién en un punto en funcién de su distancia al eje neutro.
Si planteamos la ecuacion de equilibrio tomando momentos con respecto al eje de solicitacion s:

E

M-cos90°=0=_[x-a-dA=
. P

E
_A[y'x-dA_;'lns

Ins: momento centrifugo respecto a los ejes ny s, como en este caso su valor es nulo (dado que E/p # 0)
resultan ser ejes conjugados de inercia

2.1. Flexion Doble
Comunmente la flexién simple oblicua se reduce a dos flexiones rectas descomponiendo las
cargas que actlan en componentes que se encuentran en los planos principales de la seccion.

Podemos calcular los momentos flectores segun las direcciones principales:

Mx= M.cosa My= M.sena

(xy)

a

Fig. 5

Un punto genérico A (x, y) de la seccion estara solicitado por una tensién ox originada por My y
otra oy producida por My. En ambos casos se trata de flexion recta.

Mx MY
o, = | y O'yZI—'X
X y

Aplicando el principio de superposicion de los efectos, el punto genérico A (x, y) estara solicitado
por la tensién normal ¢, suma algebraica (compresion o traccion) de My y M.
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2.1.1- Posicion de Eje Neutro

El eje neutro esta formado por los puntos de la seccién en los cuales la tension total es nula, es
decir:

M
o= I\I/Ix~y+|—y~x=0

X y

Ecuacion lineal en x e y que representa una recta que pasa por el baricentro (G). Reemplazando
My, My

COSa Sena

X y

M X|=0

|
0 sea: y= —I—X ‘g - X (ecuacion del eje neutro)

y

Su posicion respecto del semieje positivo de las x esta determinada por el &ngulo f:

t9h =+ 1ga

Yy

Esta expresion nos indica que si el eje de solicitacion gira un angulo o a partir de un eje principal
de la seccibn, el eje neutro girara a partir del otro eje principal, en el mismo sentido y alrededor del

baricentro de la seccion, un angulo 3 (Fig 5). Conociendo o y las dimensiones del &rea podemos
determinar la posiciéon del eje neutro.

Como los ejes neutros (n) y de solicitacién (s) son conjugados de inercia, podemos determinar
graficamente la posicion del primero utilizando el Circulo de Land.
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Ix

Fig. 6

Consideremos la seccion rectangular de la figura 6 el eje de solicitacion forma un angulo o con el
eje y (eje principal de inercia). Calculados lx, ly (para este caso momentos principales de inercia)
construimos el Circulo de Land con diametro Ix + ly tangente al eje x. Ubicamos el punto principal
P en este caso sobre el eje y porque lxy =0

El eje s corta la circunferencia en M, uniendo M con P (dado que tiene que ser Ins = 0)

cortaremos con esta cuerda a la circunferencia en N. Uniendo G con N obtenemos la direccion del
eje neutro que forma un angulo B con el eje x.
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TEMA 9: CORTE EN LA FLEXION

9. A: TENSIONES DE CORTE EN ESTADO DE SERVICIO:

1. TENSION DE CORTE EN LA FLEXION

En el caso general de la flexion en cada seccién de la barra ademas del momento flector M,
actla también el esfuerzo de corte Q, de manera que no solo surgen tensiones normales o,

sino también tensiones tangenciales .
El esfuerzo de corte Q tiende a romper una barra en dos partes haciendo deslizar una

paralelamente a la otra segun el plano que contiene a Q (Fig.1).

Q

=

Fig. 1

El esfuerzo de corte referido a la unidad de area da origen a la tension de corte Tt que actia
en el plano de la seccién.

El esfuerzo de corte se presenta en diversas circunstancias:

* En chapas unidas por remaches (Fig.2) la accion de dos fuerzas P ejercidas en sentido
opuesto tienden a cortar el elemento de unién segun la seccion AB.

[_ ] P ] )
A B -+—-+
| =2
Fig. 2

* En el caso de dos vigas colocadas una encima de la otra sin ningan vinculo entre ellas,
estando la inferior simplemente apoyada en sus extremos (Fig. 3.a).

(a) (b) ()
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Solicitadas a la accion de la carga P cada una de las vigas se deforma produciéndose un
acortamiento en la fibra superior y un alargamiento en la fibra inferior (Fig. 3.b). En el plano de
separacion AB las vigas 1 y 2 resbalan una respecto de la otra. Este deslizamiento mutuo,
aungue puede impedirse, siempre se manifiesta por una tension.

Si se unen las dos vigas por medio de tacos y pernos (Fig. 3.c), el conjunto se hace solidario
y se deformara como una viga Unica.

La solidaridad entre las vigas 1 y 2 se opone al deslizamiento mutuo surgiendo las tensiones
tangenciales longitudinales T (llamadas tensiones de resbalamiento). Estas se producen no
solo en la superficie de separacion AB, sino también en el interior de cada viga componente, es
decir en todas las fibras (Fig. 3.d).

2. DETERMINACION DE LAS TENSIONES DE CORTE (Teorema de Jourawsky)

Consideremos la viga simplemente apoyada de ancho b con una carga concentrada P (Fig.
4.a) y dibujemos el diagrama de cuerpo libre del elemento de longitud dx (Fig.4.b).

Ay Az Z my my my m, %
X dx A Az Ay Az
I T T
(a)
(b) (c)

BaENY.P Fig. 4

. : M .
Sobre la cara AiminiCi actlan las tensiones normales 01:|—~y, y las tensiones
n
tangenciales 1, que pueden considerarse uniformemente distribuidas a lo ancho de la viga,
debido a que el mismo es pequefio (hipétesis de Jourawsky) (Fig. 4.c y 4.d).

. M +dM .
Sobre la cara A2n.m2C; acttan o, =———-Y , y las tangenciales .

n

Sobre la cara mininam; actlian tensiones tangenciales t solamente, que por el principio de
reciprocidad de las tensiones tangenciales son iguales a las que actlan sobre las caras
verticales: t = 1.

El esfuerzo normal N; que actia en la cara de la izquierda de ancho b y altura (h/2-y) vale:
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N, = [0 -dA
As

As: area correspondiente a la parte de la seccién que se encuentra por debajo de fibra considerada.

En la cara de la derecha: N, = _[02 -dA.
As

El esfuerzo tangencial que actGa en la cara minin.m; vale: z-b-dx.

Planteando la ecuacion de equilibrio, £F, =0, obtenemos: —N, + N, —7-b-dx=0
reemplazando:

~[oy-dA+ o, -dA-7-b-dx=0
As As

_IM-jy-dA+IMjy-dA+d|—ij-dA—f-b-dx=o
As

n n As n As

h/2
Siendo: S, = Iy -dA, el momento estético respecto del eje neutro del area que la fibra
y
considerada deja al exterior del eje neutro (en este caso por debajo), nos queda:

dI—M-Sn =7-b-dx, yrecordandoque Q= CL—M , entonces:

n X

Expresién de Jourawsky 6 Collignon.

Esta expresion es valida para flexion recta y secciones rectangulares. Sin embargo se la
utiliza con ciertas correcciones para perfiles redondos, doble T, perfiles L.

3. LEY DE VARIACION

El valor de las tensiones tangenciales varia en la altura de la viga de acuerdo a la forma de la
seccion. Cuando en la seccion considerada el esfuerzo de corte Q y el momento de inercia In
son constantes, la variacion de las tensiones tangenciales depende de la ley de variacion del
momento estatico del area separada Sy.
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3.1 SECCION RECTANGULAR

Bmox =3 Q
2 A

Fig. 5
El momento estético del area separada (rayada en la Fig. 5.a), vale:

h 1 (h b( h?
S =b-|——vy|.=.|= = — _—y?
! (2 yj2(2+y) 2[4 y]

es decir, el S, varia en la altura de la secciébn segun una ley parabdlica y las tensiones
tangenciales seguiran la misma ley:

h? 9
b-| — —
Qo[ -v] §
T= como I, =
2-1,-b 12
7—6'Q-(h—2—y2j paray=h/2 ; =0 (Fig.5.b)
Theh | 4 I -

paray=0 7 t=3Q/2A tension tangencial maxima
paray=-h/2 ; (=0

La tension tangencial maxima es 1,5 veces mayor que si se supusieran distribuidas
uniformemente en la seccion.

3.2 SECCION DOBLE T

Para estudiar la distribucion de las tensiones tangenciales en la secciéon T a lo largo del alma,
se hacen las mismas hipotesis que para la seccidn rectangular. Es decir que las tensiones
tangenciales son paralelas al esfuerzo de corte Q y se distribuyen uniformemente sobre el
ancho b, del alma (Fig. 6).
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T min (alma)

]
B
%
1
=
|l
|

5 lL Tmax (alma)

.
V-
I

Tmax (ala)

- -t bt
Fig. 6
Podemos emplear para el célculo de las tensiones tangenciales t en una fibra ubicada a la

distancia “y” la expresion:
T= Q-3,
I -b

n

El momento estatico del area separada (rayada en la figura), seré:

s ()3 ()

Entonces:

_ Q .[b.(hz_hf}bl.(mz_yzﬂ
l,-b, |24 4) 24

Es decir que t varia a lo largo de la altura segun una ley parabdlica. Los valores maximos y
minimos de t en el alma se obtienen haciendo:

y=0 : r =2 (b-h?—b-h2 +b,-h2)
81 b,

n

_ : Q
y =hi/2 X TM"N:8.| .bli(b'hz_b'hlz)

n

Cuando b: es muy pequefio comparado con b, no hay gran diferencia entre tvax Y tmin Y la
distribucion de las tensiones tangenciales a lo largo de la seccion recta del alma es
practicamente uniforme.

El valor de t representa una discontinuidad al pasar del alma a las alas, debido a la variacion
brusca de b; a b.
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Al considerarse la distribucion de tensiones tangenciales en las alas no puede aceptarse la
hipétesis de distribucién uniforme a lo largo del ancho de la seccién. En realidad los valores de
1 dados por la expresion de Jourawsky soélo son validos para los puntos del alma, mientras que
en las alas la tension tiene una variacion mas complicada.

.-———— e

Fig. 7

Las t verticales sélo existen en un breve tramo alrededor de la uniéon con el alma, debiendo
anularse no sélo en la cara externas de las alas como en cualquier seccién, sino en la cara
interna.

Por lo tanto, en las alas, se tiene casi exclusivamente t horizontal, es decir tensiones
tangenciales casi paralelas a las caras, (Fig. 7).

De aqui se deduce que practicamente solo el alma reacciona al esfuerzo de corte Q.
Podemos expresar con bastante aproximacion que:

Con resultados por defecto con respecto a los exactos de un 2%. Llegamos a la conclusién
de que en las secciones doble T el esfuerzo de corte es soportado casi enteramente por el
alma, y dada una pequefia contribucion del alma al momento de inercia de toda la seccion, el
momento flector es soportado casi exclusivamente por las alas.

4. EXPRESION SIMPLIFICADA DE tmAx

Para el célculo practico de t en los puntos del eje neutro, donde toma el valor maximo, se usa
con frecuencia una expresion mas simple que la de Jourawsky, especialmente Util para el
estudio de las vigas de hormigon armado.

P
dx

y S—4~—-—+ 5, ‘
’, N NaedMN T
- zl ‘é
7z ]
2/

Fig. 8
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N es la resultante de las tensiones de traccién y compresion de la seccién s-s de ancho by
N+dN el valor analogo para la seccion si-s; separada un “dx” de s-s.

Planteando la ecuacion de equilibrio =Fx = 0 del sdlido por sobre el eje neutro, obtenemos:

Tyax "0 dX+N—(N+dN)=0 ; Ty -b—dN

MAX - dx

Como “Z” es el brazo del momento interno de las tracciones y compresiones, se tiene:

NM , dN_1dv_0Q
z dx z dx z
reemplazando:
Q
TMAx:bT

9. B: TENSIONES DE CORTE ULTIMAS:
1. OBJETIVOS

Evaluar en forma analitica las tensiones de corte en la flexion.

Describir los hechos fisicos que gobiernan el problema.

Evaluar la capacidad ultima al corte, de secciones de acero.

Disefar y verificar las tensiones de corte en la flexion mediante un ejemplo practico de
aplicacion.

2. INTRODUCCION

Uno de los esfuerzos internos més importantes y caracteristicos en las estructuras y de las
partes de las mismas es el MOMENTO FLECTOR, junto a otros dependiendo de la forma de la
estructura.

Toda solicitacion de momento es acompafiada por ESFUERZOS DE CORTE (fig. 1, 2 y 3).
Existen otros casos donde ademas se presenta este esfuerzo, por ejemplo el caso de unir
elementos estructurales (chapas, perfiles, etc.).

Al objeto de evidenciar las tensiones de corte en la flexién, se considera un caso muy
elemental. Una viga simplemente apoyada (fig. 4-a).
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Debido a la flexion de la viga, aparecen esfuerzos cortantes debido al cambio de longitud de
sus fibras longitudinales. En la zona de momento positivo, las fibras inferiores se alargan y las
superiores se acortan, en tanto en que algun lugar intermedio habrd un plano neutro en que las
fiboras no cambian de longitud. Debido a esas deformaciones variables, una fibra particular
tiende a deslizarse sobre las fibras situadas arriba y debajo de ellas.

Si una viga de madera se construyese encimando tablones, y no se conectasen estos entre
si, la viga toma la forma que se indica en la fig. 4-b. en el plano de contacto entre los dos
tablones, los mismos resbalan uno con respecto al otro.

Si se unen los dos tablones por medio de tacos de madera, el conjunto se hace solidario,
deformandose como una Unica viga. La solidaridad de ambas vigas se opone al deslizamiento
mutuo surgiendo las TENSIONES TANGENCIALES LONGITUDINALES (r1), también
conocidas como TENSIONES DE RESBALAMIENTO.

La presentacion del problema puede resultar engafiosa, al mostrar por separado los dos
esfuerzos cortantes (el horizontal y el vertical), en realidad el esfuerzo cortante y el rasante son
simultaneos, no pudiendo separarse. Mas aun no puede ocurrir uno sin el otro.

3. VARIAC!CN DE LAS TENSIONES DE CORTE A LO LARGO DE LA ALTURA DE
LA SECCION:

El valor de las tensiones tangenciales varia con la altura de la viga de acuerdo a la forma de
la seccion.

En relacion a la expresion (1), para una seccion determinada, el valor del esfuerzo de corte
(V) y el momento del inercia (I ), son constantes, resulta que la variacion de las tensiones

tangenciales dependen de la ley de variacion del momento estatico (S,), solamente para el

caso de secciones con ancho constante y del momento estatico y del ancho “b”, para secciones
con anchos variables.

En la (fig. 6), se aprecia como varian las tensiones tangenciales en secciones de uso habitual
en la ingenieria.

En el caso de secciones de acero laminado (T, doble T, U, cajon, etc.) para evaluar la
distribucion de tensiones tangenciales a lo largo del alma, se realizan las mismas hipotesis que
para secciones rectangulares, es decir que las tensiones de corte son paralelas al esfuerzo de
corte “V” y se distribuyen uniformemente sobre el ancho del alma del perfil.

Vemos en los casos de la (fig. 6), que los valores de las tensiones tangenciales presentan
una discontinuidad al pasar del alma al ala, debido precisamente a la variacion de los anchos
de las alas en relacion a los del alma.

Al considerar la distribucién de tensiones tangenciales en las alas, no puede aceptarse la
hipotesis de distribucion uniforme a lo largo del ancho del ala. Los valores determinados en la
expresion (1), s6lo son validos para los puntos del alma, en el ala las tensiones tienen una
distribucién méas complicada.
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Las tensiones verticales solo existen en un breve tramo, alrededor de la unién con el alma.
Por lo tanto, en las alas, se tiene casi exclusivamente tensiones tangenciales horizontales, es
decir tensiones tangenciales casi paralelas a las caras de las alas.

De esta consideracion se deduce que practicamente sélo el alma toma los mayores esfuerzos
de corte, por lo tanto con suficiente aproximacion se podria estimar que:

Vv
= 2
ehe @

Donde: h: altura del alma del perfil
t,: espesor del alma o suma de los espesores del alma.

4. ESTADOS ULTIMOS POR ACCION DE LOS ESFUERZOS DE CORTE:

Los reglamentos de Ultima generacién, utilizan el criterio de verificacién de la capacidad del
elemento estructural en funcién de la demanda de las solicitaciones. En particular, para

estructuras metdlicas y de madera, las normas aplican el criterio marcado por el método LRFD.
En particular para estructuras de acero el procedimiento es el siguiente:

RC = ¢V .Vn
¢ =0,90

Vn: resistencia nominal al corte, la cual depende de la esbeltez del alma y de la tensién critica

(7).
La verificaciéon de corte queda satisfecha cuando se verifica que:
¢\/ .Vn >VU

Vu: esfuerzo de corte que demanda a la seccion.

4.1. Tensiones tangenciales criticas:

La resistencia nominal de corte (V ), depende de la tensién critica (z,), correspondiente al
estado Ultimo considerado.

Debido a las tensiones tangenciales en el alma del perfil este puede plastificarse (esto
corresponde a un estado limite de plastificacion del alma) o bien puede pandear antes de
alcanzar la tensién de fluencia de corte (esto corresponde a controlar el estado limite de
pandeo local del alma).
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Uno u otro fenémeno ocurrirdn segun sea la relaciéon de esbeltez del alma (h/t,). En funcion

de la esbeltez y de un coeficiente que es funcién de la tension critica y de la fluencia, se
distinguen 3 posibilidades (fig. 7).

a) Zona Plastica: se alcanza la plastificacion del alma.

b) Zona Ineléstica: el alma pandea sin alcanzar la fluencia. La tension critica de pandeo,
supera la de proporcionalidad y el modulo “E” no es constante.

c) Zona Elastica: el alma pandea y la seccién critica se encuentra por debajo de la de
proporcionalidad, por lo que se encuentra en régimen elastico.

El otro pardmetro del cual dependen las zonas, es:

C, = Ten 7, =0,60-Fy (segun la teoria de Von Mises)

4.2. Zona Eléastica:

Se recuerda que en esta zona el modulo “E” es constante. La tension tangencial critica de
pandeo puede valorarse con la siguiente expresion (expresion sin rigidizadores de alma), dada
por el reglamento.

907500

T, = (W) (MPa)

En zona elastica el coeficiente (Cv), sin rigidizadores de alma puede valorarse con la
expresion, dada por reglamento.

T, 1512500

Ki

"z (h/tw)*-Fy

y

4.3. Zona Inelastica:

Se aplica la “teoria de Basler” para placas sometidas a tensiones tangenciales, definiendo la
tension critica como:

TCR = TP TKI
Donde: 7,=080-7 (tensién de proporcionalidad)

z,=0,60-F,
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Reemplazando:
295
. =—— K, - JF
“ (h/tw) ' ’
Donde:
Kv: coeficiente de abolladura, que para el caso de almas no rigidizadas su valor es cinco.
En zona inelastica el coeficiente (Cv), sin rigidizadores de alma puede valorarse con

expresion, dada por el reglamento:

1100 1

" (hiw) JF

C

4.4. Zona Plastica:

Se alcanza la tension de fluencia, por lo tanto:

7, =7,=0,60-F
C, =1

Luego teniendo el valor de la tensién critica tangencial es posible valorar la resistencia
nominal ala corte:

V=r_-A

n CR w

Donde:
7., . tension critica tangencial

A, : area del alma

d : altura total de la seccion transversal
t, : espesor del alma

O bien:

A = Z(h -tw)  area del alma en secciones compuestas

h: altura del alma
t, : espesor del alma

Por ultimo se valora lo ya expuesto:
Rc = ¢v 'Vn ’ ¢v = 0790

La verificacion de corte queda satisfecha cuando se verifica que:
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@ -V >V,

EJEMPLOS DE APLICACION:

Se debe verificar la capacidad al corte de una viga metalica, la cual forma parte de una
estructura aporticada, separada entre si 4,00m. La estructura debe permitir el desarrollo de un
sistema de produccién en serie y el dintel del pértico da forma a un entrepiso cuyo destino sera
deposito de materiales destinado a la produccion de la industria.

La produccién exige una luz libre de 4m y una altura de 2,50m. en funcién de ello el disefio
del portico esta conformado por las dimensiones siguientes:

20KN
30 KN

oo COTAE TN |

10 KN/m 3.50m

6.00 m : 1.50m .
¢ ? %

Otros datos del problema:

Vméax = 92,71kN = 9,27t
Mméax = 64,55kNm = 6,45tm
Acero F24 (Fy = 240MPa = 2,40t/cm?)

Por condiciones de deformabilidad y de tensiones normales debidas a flexion se ha
considerado como dintel del pértico, dos perfiles “U” N°200, cuyas caracteristicas geométricas
son las siguientes:

——“ﬁr Altura Total del Perfil: 200 mm
—> K—tw X Ancho de cada Perfil: 75 mm
Espesor del alma: 8.5 mm
Espesor del ala: 11.5 mm
i Seccion : 32.20 cm®
Momento Inercia: 3822 cm’
Momento Estatico: 228 cm®
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~3q .00

Fx=205

Fy=-20

ESQUEMA DE CARGAS

T T

-10.00

e
*}*/’Mw ; I I L e
7 T | M3s=-29.98
| M33+%62.32 s
| Mas=-78.58

i =
:T/:T':BUJ_/LJ...,1-4/"""")"’ R et i rT’l/TTﬂ [ Vgi%a%guJJ#‘jﬁ__

"] v2=87.29

1) Tensiones Tangenciales

Utilizando la expresion (1) que es la completa:

15%”6 T&‘ J?'2;1(9.20

o

F
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'S, 92,71kN - 228m’

T b " 3822cm*-085cm -2

V
= =3,25kN /cm’® = 325kg/cm?

Si pensamos que las tensiones tangenciales maximas son tomadas por el alma del perfil, se
puede utilizar la ecuacion (2):

S o_V 927N
"™ h-tw 17,7cm-0,85cm-2

=3,08kN /cm?* =308kg/cm®

Tensiones cortantes en la zona de transicion entre el ala y el alma del perfil:

025
=} 221 kN/em®
S—— (A)

a) Fibras ubicadas infinitamente por encima de la (A), pertenecientes al ala del perfil:

b=7,5cm-2=15cm
S, =(7,5cm-11cm-2)-9,42cm =155,43cm’

VS, 9271kN-15543cm’
| -b 3822cm*-15cm

T

=0,25kN /cm? = 25kg / cm’

b) Fibras ubicadas infinitamente por debajo de la (A), pertenecientes al ala del perfil:

b=0,85cm-2=17cm
S, =(7,5cm-11cm-2)-9,42cm =155,43cm’

_V -Sy B 92,71kN -155,43cm®
I -b 3822cm*-1,7cm

=2,21kN /cm* =221kg/cm?

2) Verificacion del estado ultimo
Se calcula la esbeltez del ala del perfil:

L _17,7cm
tw 0,85cm

=20,82

Se calcula la esbeltez que limita el campo pléstico del campo ineléstico:
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1100 _ 1100
A === =T1
©JF 240

Entonces: 20,82<71

Por lo tanto la viga al corte trabaja en zona pléastica, lo que implica que el estado limite a
verificar es ‘‘falla por plastificacion del alma”.

En consecuencia la tension critica resulta:

r. =7,=0,60-F =0,60-240MPa =144MPa =1440kg/cm’

cr

Por lo tanto el coeficiente que relaciona la tension critica sobre la tension de fluencia resulta:

Por lo tanto la resistencia nominal:

V. =7, -A =144MPa-(17,7cm-0,85cm - 2) /10 = 433kN

Resistencia de disefio al corte:

R =¢ V. =090-433%N =389,7kN

Entonces: 389,7kN >> Vu = 92,71kN => verifica
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Fig. 1 viga isostaticamente sustentada
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Fig.5
tensiones de corte en la flexién
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Ui poca mayor que s
al e B i
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(a)
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Fig. 6
variacion de tensiones tangenciales en secciones tipicas

7
Cy =Xt i
Gy
Zona Zona Zona
Plastica o Inelastica . Elastica
202.500
— 020800
. Fyw
|
l
E:‘
260
T zcre=13,4 MPa
s e
con rigigiz. 492 \kv / Fyw 615 \/-",(\, 7 By
sin rigidiz. 1.100 /\/Fyw 1.375 /\Fyw

Fig. 7
zonas para verificar la capacidad nominal al corte
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UNIDAD 10: DEFORMACIONES EN LA FLEXION

INTRODUCCION

Los elementos estructurales deben cumplir con condiciones de estabilidad, resistencia y
rigidez. La condicion de ESTABILIDAD involucra que la estructura debe conservar una forma
inicial determinada de equilibrio elastico, bajo la accién de todas las fuerzas exteriores (activas
y reactivas).

La condicién de RESISTENCIA indica que las tensiones maximas no deben superar las
tensiones limites del material, con un adecuado margen de seguridad.

(O-ma'x < O-adm;Tma'x - Tadm)

La condicion de RIGIDEZ, que da la capacidad de la estructura o de sus elementos de a
cambiar su forma ante la accion de cargas exteriores (cambio de forma y dimensiones).

En sintesis, no solo las tensiones maximas deben ser menores que las admisibles, sino que
ademas las deformaciones deben estar por debajo de los valores fijados de acuerdo con las

exigencias para la estructura. En algunos casos los reglamentos y en otros el destino de la
pieza estructural fijan los valores maximos de deformaciones.

ECUACION DIFERENCIAL DE LA LINEA ELASTICA

MARCO TEORICO

Se denomina elastica de deformacién, linea elastica o simplemente elastica, a la curva que
forma el eje de la viga después de producida la deformacion.

P

Fig 1

Referida la elastica a un sistema de ejes coordenados X, Y, donde el eje X coincide con el
eje de la viga antes de producirse la deformacién; las ordenadas Y representan las flechas
(ascensos y descensos) de los baricentros de las diferentes secciones transversales por efecto
de las cargas actuantes. Designamos con f la flecha maxima.

Se llama rotacion absoluta de una seccion transversal al &ngulo que forma la seccion, luego
de producida la deformacion, respecto a su posicion original. Dicho &ngulo es igual al que
forma la tangente a la elastica (en el punto correspondiente) con la horizontal.

Se conoce como rotacion relativa entre dos secciones, el angulo que una vez producida la
deformacién forman dos secciones entre si, o bien el formado por las respectivas tangentes a
la elastica. La rotacion relativa entre dos secciones es igual a la diferencia entre sus giros
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absolutos. Tomamos como convencion de signos para las rotaciones positivas, sentido horario,
esto es:

eAfc = Hc _HA = _ec _(QA) = _(Hc +9A)

En el estudio de la flexiébn pura de una barra prismatica vimos que la curvatura de la viga es:

=— (eq. 1)

M
E-l

Q|

en la flexiébn pura M = cte es decir que el eje de la viga se curva segun un arco circular
(elastica circular).

En el caso de vigas flexadas por cargas actuando en un plano de simetria, M varia a lo largo
de la longitud de la viga. Para este tipo de cargas se admite que la expresién anterior es valida

en cada seccion transversal. Es decir que la curvatura 1/p varia a lo largo de la viga
proporcionalmente a M.

Para expresar la ecuacion de la linea elastica consideremos un tramo de viga curvada.
Trazando los ejes X e Y por un punto O cualquiera de la linea elastica, de modo que X coincida
con el gje originalmente recto de la viga, positiva a la derecha y hacia abajo.

- i g g iy e iy e i — ———->
I ds X

ax

Fig 2

Dos secciones planas y adyacentes, separadas una longitud dx sobre una viga inicialmente
recta, giran un angulo do una respecto a la otra. El arco de longitud ds medido a lo largo de la
elastica entre las dos secciones es igual a ds = p.do siendo p el radio de curvatura de la
elastica en ese punto, seré entonces:

do
ds

l_

= (eq. 2)
yo,
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Con referencia al signo, debe observarse que el momento flector se toma positivo cuando
produce traccion en la fibra inferior, 0 cuando hace que su centro de curvatura esté por encima
de ella.

En este caso el &ngulo 6 disminuye a medida que el punto m se mueva sobre la elastica de A
aB.

Por lo tanto, a todo incremento positivo ds corresponde uno negativo do, teniendo en cuenta
este ultimo aspecto, se modifica la eq. 2, de forma tal que resulta:

1 dg

(eq. 3)

12, ds
En la mayoria de los casos practicos, las flechas son pequefias en comparacion con la
longitud total de la barra, por lo que no se comete error apreciable suponer que:

ds ~ dx y eztg(é?)=ﬂ
dx

Sustituyendo estos valores en la ecuacién 3 resulta:

1 dy

P dx’

(eq. 4)

Luego recordamos la expresion indicada en la ecuacion 1, la ecuacion diferencial de la
elastica resulta:

=y (eq. 5)

METODO DE LA DOBLE INTEGRACION

En este método, el momento flector M se expresa en funcion de “x” y luego se hace una

Gy 9

doble integracion de la ecuacion diferencial de la linea elastica para obtener la flecha “y”.
Cada integracion introduce una constante de integracién, cuyos valores se determinan a
partir de las condiciones de contorno o de borde del problema, es decir en funcion del tipo de

vinculo del miembro estructural.
Con la primera integracion se obtiene el valor de la rotacion 6.

Con el siguiente ejemplo de aplicaciéon se aclararan los conceptos.

Ejemplo: viga simplemente apoyada con carga distribuida uniformemente.
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a

A%Mé
VY

En la seccién X el momento flector vale:

p-L_ p-X
M(x)="——.x—
(X) S X,

2

Reemplazando en la ecuacion diferencial de la eléstica (eq. 5):

E.|.dy=_p'|‘. p-X

X+
dx* 2 2
Integrando la ecuacién anterior:
E-Il y = _p_LX_+£X_+C1
dx 2 2 2 3
Volviendo a integrar la ecuacion anterior:
E-I ﬂ =_p_.L.X_+£.X_+Cl.X_+_C2
dx 4 3 6 4

x=L/2 ; 6?:%:0 ;
dx
entonces de la eq. 8 se deduce que:
c =Rk
24

La constante C2 se puede deducir de la ecuacion 9, sabiendo que para:
x=0 ; y=0 ;o C2=0

Entonces reemplazando los valores de C: Y C; en la ecuacion 9.

p-X 3 2 3
= L'-2-L-X"+x
4 24-E-|( )

La flecha maxima se obtiene para x = L/2;

UNC = FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 4 de 10

=
X

(€q.6)

(eq.7)

(eq.8)

(eq.9)



ESTABILIDAD
Unidad 10: DEFORMACIONES EN LA FLEXION

El signo positivo muestra que la flecha es del mismo sentido que el eje Y positivo.
La maxima rotacion se dara para x = 0.

__p-L
" 24.E-|
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‘ ESTATICA
Vigas en voladizo, vigas apoyadas en dos punfos '
Solicitacién ... gf‘i’;f,?,;.sos Momentos de flexién Flecha
1. { :
f—X BE -
[ B=P M= —Px. =22
ﬁ(“'—'gz minM = — P! 38EI
2. p——Y . s
ql é i My == _%x_ ol
[lliA>! B = qi o
% 8T VRN L 8EI
Py 7 M S
3. { Z 3
j A | 7 . (L
k T > p=2 8 r=8
F g 4 % minAf == -g—[—. MEL -
iz % 3
4: '-‘—'—""l—-.'
Px
-2 — My = — S P
i b | il ¢ = @Er
A 2 Pl
g maxlf = — {pég. 71)
. ( Para AC:M, = 22X | P a8
a—rt PR { 3ET 1
| l Pax,
? Y B Para BC: M,y = max/ en
{ Pab |, _ 1/1 20
g maxh = ——— X—GV:, S 3
8. P, P 23P P
{ -
f 1 f A=B=pP maxM = %{ f B43E ]
. { 8 (pg. 71)
Ti P, P, P
3P Pi 19,7
. A{itf__j;_}‘( V R e f=suEi
fHH4 3rl 83P 1
5 - B e - =
it i PEEEY R - ot

Observacidn. La seccidn peligrosa se halla siyada en B
¥y 7, en el centro de Ia viga ; y en el caso b, debal
Ias sccclones situadas entre las dos cargas concen

gina 71.
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ode P. En el caso § y B
tradas. Respecto a fos valores de E, vénse pa-

y 3;
son peligrosas todas

PAGINA 6 de 10



ESTABILIDAD
Unidad 10: DEFORMACIONES EN LA FLEXION

.. Cuando existen cinco o mas cargas alsladas de Igual valor v uniformemente
repartidas, se pueden sustituir por el valor cquivalente de carga repartida
carga concentrada

q =*c71—sfan._“da ent—re_cfa.?Eé.:; (caso de carga 10).
Solicitacién "{(f:;‘:gg;sm —.Mamcnlm de fiexion - Flechas
Sqit
10 '= g
qr (pdg. 71)
M= —— (i ~x) para techos dc
Absi@ s ‘_7_’_ .2 m:uler_nmr: q.en
I iiiznasaeer st 2 q* po
i maxMf = T [ = q el
768171
(e = distandia
entre vigas, en mL
11 qlx( .l’.)
¢ 1 My= — 1~ —
- — I
A-gdl PN VP
maM = —— g8
/ B=—_qi )3 enx = 05183/
= 0,084 ql' !
qlx( 1 x 2:')
Mo S il
i Bl T2 \g 17 ap fm Sqr
4 M qf® 840E7T
A7)
qlx (1 2 £t
ql g (? ap PR L
A B gn T0ET
Y
A=28
- @an 4y lpe I8t 4R
_al—a) mexf % (3F —4a®) If v 206ET
2
B PE ¢
c [ I T ——
A__T M‘_A'__ch lEIV'§
- { parax = 0,577(
B - .J.l+_" Mg = —Pc P e
fy = m( +¢)

Observacidn.

los casos ¢ y 7.

La scccldn peligrosa se halla en ef centro de
y en el cnso 14, en x = 0,677356 7, en ¢l caso 13 en B. En

luv&gnenknun!ﬂ.l!yl!yu.
el cnso 9 es aplicable Io dicho rara

18.

Am=B=p

Se aplican las
hall
las

MA"MQ——'PC

mismas férmulas en casa de que fos
en en los extremos de la viga v los puntos de aplicacién de
Cirgas concentradas scan las 4 y B. Entonces la flecha total,

Plic
f= €7

Pct 3{
1+

h=3erle
apoyos se¢

et el centro dela viga, valdrd / + fr= 2:’21 B +2c)p—40

x

qlhle)

J?liji

s q(i+c)

A=§g

2

M, =

c

q(l +2¢)x 1
X

2

para x Z ¢ tendremos que M, = —-gzq
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<=l 7
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x
I+ 2¢
x!
16E1

5‘1- s
|z2a™
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" 1. TRAVE SEMPLICEMENTE

“' pkg/m Bf
IBEENARRTENINENNNINAN)

=
hat N

e T
X 5 }
‘i, i
Ty
+ \
i —
| -

. Fig. 58

3 wie— b —-]
I TP

A=B=pu
Tl-'—T;-A
M= pa*/2

APPOGGIATA AGLL ESTREMI,

cA=B=pl]2"
5 plt
38+ EJ

Tr=p(l—22)/2

bf‘ - hf: =0
M-y = 4+ p2/8
My =pr(l—a)f2

n=4dlp

C Mpea =+ A2p; M = RBb’

f=p@®b(0250+b)/8LlET

—-a-.- l‘a -

o 3P

-
4 ““’-[‘.—‘-""
— L—J

T Ts
AA T = AB

f=pa(3*—2a")/48EJ \Ll71/

\b_‘,l{
W {

Rt
' Fig. 59 ¢). ”1.2

UNC = FACULTAD DE INGENIERIA

Fig. 59 b). M

A=pbefly; B=pac/l

Tl-’A: T' =—20n
M-s=pabe(2l—c)/20
c{l—au)
Zy = 6 + ———————
21

M =pbe(2a—c)/21
M =pac(2b—e)/2l
pec
——e X
384lEJ
X(lcc—16abec* + 128 abY)

PAGINA 9 de 10



ESTABILIDAD
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ESTATICA ¥ RESISTENCIA DE LOS MATERIALES
Unidad 11: INESTABILIDAD ELASTICA

TEMA 11: INESTABILIDAD ELASTICA

11.A FENOMENO DE PANDEO
11.B METODOS DE VERIFICACION

1. PANDEO

El estudio del fendmeno de pandeo es de gran importancia en el disefio estructural, ya que
puede ocurrir en piezas comprimidas que se produzca la destruccion de las mismas, adn con
tensiones relativamente bajas. La falla no ocurre por un agotamiento de la resistencia del
material, sino por una pérdida del equilibrio interno que se ha hecho inestable. El fenébmeno de
pandeo esta ligado a un proceso de equilibrio inestable.

Este proceso por el cual el equilibrio se hace instable, se puede producir alin con tensiones de
compresion simple menores que las admisibles para este estado.

1.1. CARGA ESTATICA

Consideremos una columna biarticulada sobre la que aplicamos una fuerza horizontal H en
su punto medio, que origina una flecha f (figural.a).

Si agregamos dos fuerzas axiales P en los extremos de la columna (figural.b) y hacemos
que H disminuya simultaneamente con el aumento de P de manera que la flecha f en el

centro no varie, el momento flector en el punto medio sera:

M:EI—+P-f
22

Y en el limite, cuando H ha disminuido hasta anularse (figural.c), sera:

Pk

—+

112 |

T

I

N
__._..,&/__._

Pk
(c)

Entonces P, es la carga critica necesaria para mantener la columna deformada sin empuje
lateral alguno. Un pequefio incremento de P sobre este valor critico, hara que aumente la
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flecha f , lo que haria incrementar M, con el cual volvera a aumentar f y asi sucesivamente

hasta que la columna se rompe por pandeo.
Por el contrario, si P disminuye ligeramente por debajo de su valor critico, disminuye la
flecha, lo que a su vez hace disminuir M , vuelva a disminuir f , etc. y la columna termina por

enderezarse por completo.

Asi la carga critica puede interpretarse como la carga axial maxima a la que puede
someterse una columna permaneciendo recta, aunque en equilibrio inestable, de manera que
un pequeiio empuje lateral haga que se deforma y quede pandeada, como en la figural.c.

2. FORMULA DE EULER

Euler realiz6 un andlisis tedrico de la carga critica para columnas esbeltas basado en la
ecuacion diferencial de la elastica:

E-19Y _m
dx
Si designamos y = f tendremos que:
. Momento exterior de la columna P-f=P-y=M,
2
. Momento interior de la columna E-I :I Z =M,
X
Al producirse P=P, sera M, =—-M,.
d?y _ ”
-E-l o " P-y donde P,: carga critica
d’y P, 2 : , P
=- =—k*- haciendo k* = —* 1
dx’? E-I y y E-I o

La solucién general de esta ecuacion diferencial es:

y=A-sen(k-x)+B-cos(k-x) efectivamente

cj—y=k-A-cos(k~x)—k-B-sen(k-x) y

dx
2)(2’ = —k*- A-sen(k-x)—k*-B-cos(k - x)=—k*[A-sen(k - x)+ B -cos(k - x)]
ng =-k?-y con lo que queda verificada la solucién propuesta

De las condiciones de vinculo, cuando x=0; y=0.

UNC = FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 2 de 18



ESTATICA ¥ RESISTENCIA DE LOS MATERIALES
Unidad 11: INESTABILIDAD ELASTICA

X
L
) Y
A-sen(k-x)+B-cos(k-x)=0 siendo sen(O):O, sera A0y B=0
cos(0)=1

y = A-sen(kx)

Cuando x=1; y=0; y=A-sen(k-x)=0; A=0; sen(k-1)=0; k-1=7x; k=7|[—; kzzl—z;de (1)
P o P
e kl : entonces la carga critica sera:

En la que vemos que P, depende de:
a.  Condiciones geométricas de la pieza (I_,;1)

b. Material estructural (supone E =cte)
C. Condiciones de apoyo

La columna tiende a pandearse siempre en la direccion en la cual es mas flexible. Como la
resistencia a la flexion varia con el momento de inercia, el valor de | en la férmula de Euler es
siempre el menor momento de inercia de la seccién recta. La tendencia al pandeo tiene lugar
con respecto al eje principal de momento de inercia minimo de la seccion recta.

El valor deducido para P, corresponde a una columna biarticulada (figura2.11) en que la

longitud de pandeo |, =1.
Para distintos tipos de vinculos que pueden presentarse variara el valor de P,.

P P P P
v <+ he
- - '} (/214
i /’ 7
777 77 777
" b/ o I
Fig. 2

La longitud de pandeo es la distancia existente entre dos puntos de inflexiébn consecutivos de
la pieza deformada, por lo que para cada tipo de vinculo sera, usualmente:

m: 1 =08
IvV: | =08-I
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2.1. COEFICIENTE DE SEGURIDAD

Para el calculo hay que cubrirse con un coeficiente de seguridad, es decir que tenemos que
tomar una carga admisible y no la critica, para estar lejos de la posibilidad de que se produzca
el fendmeno de pandeo.

Tendra que ser:

|l >-* 8§ S : coeficiente de seguridad

Para que no se produzca pandeo, la rigidez de la pieza tiene que ser mayor que aquella que
produce pandeo. Para que esto se cumpla tendra que ser | mayor que el | que
corresponda a la carga critica de pandeo. Lo que se puede hacer es aumentar el | __ para lo
cual se usa el coeficiente de seguridad.

Este coeficiente de seguridad tiene distintos valores segun el material de la columna. Para los
metales se toma generalmente S =35. Para la fundicion S =8. Para materiales quebradizos,

como ser hormigdn, mamposteria y todas las maderas S ~10.

min

2.2. LIMITE DE LA VALIDEZ DE LA FORMULA DE EULER

La férmula de Euler, no es como podria pensarse, una formula exacta para todos los casos.
Es una férmula engafiosa, que por haberse aplicado en casos que no rige, ha producido
grandes desastres como el del puente Québec, que sufri6 un colapso provocando muchas
muertes entre los obreros.

2

7z -E-l . - .

|7zmm nos dice que la estabilidad de la pieza depende solamente de su
rigidez, o sea del minimo momento de inercia. Puede ocurrir, sin embrago, que el momento de
inercia sea suficientemente grande para que la pieza no se rompa por pandeo, pero que la
seccion sea tan pequefia que la pequefia que la pieza se rompa por compresion.

La expresion P, =

También puede ocurrir que la esbeltez de la pieza sea muy pequefia, es decir pieza muy
corta, con lo que el denominador de la expresion anterior es muy pequefio y resulta una carga
critica muy grande. Si esto ocurre puede haber tensiones que sobrepasen a la tension de
rotura.

Ademas hemos considerado a E =cte y efectivamente lo es dentro del campo elastico, pero
cuando la tensién sobrepasa el limite de proporcionalidad de la Ley de Hooke, entonces la
curva representativa del diagrama se va inclinando, como se ha visto y por lo tanto el valor de
E comienza a variar, caso no tenido en cuenta en la expresion de P, .

La expresion de Euler vale siempre y cuando el médulo de elasticidad E sea efectivamente
constante. Para que esto se cumpla la tension de compresion no debe pasar el limite de
proporcionalidad, y en caso que ocurra ya no tiene validez la féormula de Euler, porque habria
que tener en cuenta la variacion de E .

Si dividimos la expresion de P, por el area de la seccién recta obtenemos la tension critica de

pandeo:
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2 Imin A 72-2 | E
= _mn seréa: o, =

min !

Como i

Llamamos esbeltez a la relacion

guedando entonces o, =

Para un material determinado E =cte, luego o, es funcion de A° y su grafica esta
representada por una hipérbola cubica con su concavidad hacia arriba (figura4).

i 4
\

"\ 6-\( = H__-E_;

\.\ ;LZ
N\
V\‘\ N
R 1
Q

Fig. 4

3. GRAFICA DE PANDEO PARA ACERO ST37

Sera interesante conocer cual es el valor minimo limite de 4 para que o, no sobrepase el
limite de proporcionalidad.
7' E

O,

A=

min

o, limite de proporcionalidad (para ST37 o, = 2100 %)
Tension de rotura: 3700 %

Tensioén de fluencia: 2400 %

E =2.100.000 %

P \/3,14 .2.100.000 100
2100

Ajustando valores para 1 =100 corresponderia o, =2073 % .
Entonces si la esbeltez es mayor que 100 la tension critica es menor que 2073 % y estamos

dentro del campo elastico (figura5). Para el ST37 la férmula de Euler no es aplicable cuando
A¢100 por cuanto la tension critica sobrepasa la tension de proporcionalidad (campo
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anelastico). No es cierto que no se va a producir pandeo, simultaneamente tendremos pandeo,

gue va disminuyendo, junto con la compresion que domina. Cuando A4)100 interviene
solamente pandeo. Los reglamentos fijan un maximo de esbeltez.

Q'K \ CAMPO ANELASTICO
!
|
1
|
1
I
1
2073 pom - — g,

CAMPO ELASTICO
|
|
|
I "
9 100 a2
Fig.5

Para otros materiales habra que hacer las mismas consideraciones, pero cambiando las
caracteristicas propias de cada material: médulo de elasticidad E , tension de proporcionalidad
o, , etc.

4. FORMULA DE TETMAJER

Para piezas cortas (A(4, )se han propuesto varias férmulas, resultado de prolijas
experiencias, que explican el comportamiento de los diversos materiales al pandeo. La més
simple de las relaciones propuestas entre o, y A es la formula de Tetmajer, que es lineal del
tipo: o, =a—-b- 4.

Parael St. 37: o, =3.100-114-4

Para los materiales ferrosos se ha demostrado méas conveniente una formula parabdlica del
tipo o, =c—d -4, propuesta por Johnson.

En esta expresion se toma corrientemente: C=o, =2.400Kg /cm? (tension de fluencia) y el

otro punto de la pardbola de modo que corte a la hipérbola de Euler en el punto de abscisas
A

lim*
N

r'\ \
- - N

30

Ly
T N
—s

X! 2073
1400 = |
-Z‘,ﬁhc's., i
{- L~ ~
Bdm pgnden T ~.l9g
FG ~ | cop \\T‘\"
! ! ez
i :
1 3 .
o 400 190
Fig. 6

Para obtener la curva representativa de las tensiones admisibles, dividimos a la tension critica
por el coeficiente de seguridad. Para los aceros decimos que s = 3,5.
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7*-E
entonces: O pom = 735 para  A>100
O aom :%3:592Kg/cm2 para  1=100
O rom :S;i51=263Kg/cm2 para 1=150
En el tramo de A comprendido entre 0 y 100; para
A=0 (sin pandeo) O rom = % = %J =1400Kg /cm®

y para A=100 tomamos s = 3,5; de este modo la parabola responde a la ecuacion:
o o =1400-0,0808- 4%,

5. METODO @

Para calcular una pieza comprimida se nos dan generalmente los siguientes datos: carga,
longitud de la pieza, material constitutivo, condiciones de apoyo. No podemos dividir la carga
por la seccién para obtener la tensién, porque la seccién debemos calcularla.

Podriamos tratar de encontrar cual es la tensién admisible por medio de la curva de tensiones
admisibles (para St. 37 Fig. 6), pero no conocemos la esbeltez, porque no conocemos el iy -

En la mayoria de los casos, el calculo deja de ser directo y pasa a ser de verificacion.

El procedimiento o, aplicable a cualquier valor de A, introduce el coeficiente de pandeo o,
definido por la relacion entre la tension admisible a la traccion (o ,py ), Y la tension admisible de

pandeo (o papum) -

o
= 2 ADM

O pADM

Este coeficiente es funcion de 1y como oupy 20 apy  resulta w>1.

Para compresion se tendra que la carga P dividida por la seccion A debe ser igual o menor
que la tension admisible al pandeo.

X < O papm
multiplicando ambos miembros por @:
P-o O adm
A < O padm @ =0 padm *
Gp-adm
P-w
entonces: A < O agm
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Esta expresion permite verificar si una pieza comprimida se encuentra en condiciones
satisfactorias frente a una posibilidad de pandeo. Definida una pieza por sus caracteristicas

geomeétricas: A, |, luz en posible calcular:

min !

. , I .y :

.= ? , con este valor se calcula A =-— , que permitira establecer, mediante
i

tablas, el valor de @ correspondiente con el que verificamos que sea:

min

ADM

Po__
A

Se procede por tanteos sucesivos hasta llegar al cumplimiento de la expresién anterior.

6. METoDO DOMKE

Se basa en que para una determinada seccién la relacién entre el area y el cuadrado del radio
de giro es un valor constante.

kzézcte
[

min

Si llamamos: Ao: seccion correspondiente a la pieza comprimida sin pandeo
A: seccidn correspondiente a la pieza comprimida con pandeo

Debera cumplirse que:

Multiplicando y dividiendo por o, , la Gltima expresion sera:

A P .O_ADM:P'Q):Q).A\]
O-pADM O_ADM O-ADM
A=w-A como A=i*-k y A =i’k ,entonces sera:  i*-k=w-i}-k
iI=w-i
Dividiendo ambos miembros por I°:
i’ i 1 1
POV T
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A=A Jo| estos valores estan tabulados.

Ejemplo de aplicacion:

Dimensionar una columna biarticulada (caso Il de Euler) utilizando un PNI para los siguientes
datos:

P = 45t
Ik = 3,50m
acero St. 37 (o, =14t/cm?)

P 45t

= =— =321cm?
AD O-ADM 1’4
Segun la tabla corresponde: PNI 20 con: A, =335cm? , i, =i, =187cm
Ay = '— _30 g
i, 187

min

De tabla para 4,= 187 corresponde 1=120 Y w=2,60
A, = oA, =2,60.335cm? =87,10cm?

En la tabla obtenemos PNI 400 con: A=924cm® Y i, =i, =313cm

Y :Lk:@:l% , 0=2,48
Y i, 313
Entonces:
_ 2,48-45

=121t/cm’ < o,,, =14t/cm’
92,4
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PANDEZQ COEFICIENTES * W °
Para secciones sometidas a pandeo de acera F24 (St 37)

A Q i 2 3 4 S 6 i 8 9 P

20 |i{.20 |1.20 |i1.24 [1.24 1.22 {1.22 |i.23 |1.23 |1.24 1.24> 20
Mo | 2.9 ) 23 24.2 | 25.3 | 26.5 | 27.6 | 28.8 | 29.9 | 31.2 } 32.3 | 2o

30 1.25 |1.25 1.26 |1.27 |i1.27 |i.28 |1.28 |1.29 1.30 1.30 |30
Vs '33.5 | 34.7 35.9 | 37.2 | 38.3 | 39.5 | 40.7 | 42 43.3 | 44.5| Ao

40 1.31 |1.32 [1.33 (1.33 |[1.34 1.35 [1.36 |1.37 [1.38 [1.38 |40
Xe 45.8 | 47.1 | 48.4 | 49.6 | 50.9 | 52.3 | 53.6 | 55 56.4 | 57.6 | 2,

50 1.3¢9 1.40 1.41 |1.42 |1.A3 1.44 |1.45 |1.A8 1.47 1.48 | 50
A.| 58.8 60.3 61.7 | 63.2 | 64.6 66 67.4 | 68.9 70.3 | 71.8 | Ao

60 (1.80 |1.51 |1.s2 |1.53 [1.54 |1.56 |[1.57 |1.58 |1.60 {1.61 ;GO
.| 73.5] 75 75.4 | 80 79.4 | B1.2 | 82.7 | 84.2 | 86 .| B7.5| 2,

70 1.62 |1.64 1.65 1.67 1.68 1.70 [1.71 {1.73 1.74 |1.76 |70
T 83 90.1 92.5 | 94.3 96 97.8 | 99.4 101.3) 102.9] 104.8 1,

80 1.78 1.80 1.81 1.83 1.85 1.87 |1.88 1.90 1.92 1.84 | 80
N 106.7| 108.7| 110.3| 112.3| 114.3| 116.2} 118.2 120 122 124 D

90 1.96 1.88 2.00 |2.02 |2.05 2.07 (2.09 {2.i1 2.13 |2.16 |90
.| 128 128 130 132.2] 134.6| 136.7} 138.8| 140.9] 143 185.5 A,

100 2.18 [2.20 . 2.23. 2.25 |2.27 |{z.30 |2.3z |2.35 |2.37 |[2.40 | 100
A% 147.6] 149.8| 152.3| 154.5| 156.7| 159.2| 161.5| 164 166.3] 168.9

Pty
0

110 [2.43 |[2.45 2.48 |2.51 "{2.53 |2.56 [2.60 |2.64 {2.69 |2.78 110
5 Y 171.5] 173.7[ 176.4| 179 181.3| 184 187 190.1| 193.5} 196.6 A _

120 (2.78 {2.83 2.87 |2.92 [2.97 3.02 |3.06 |3.11 3.16 3.21 120
All 200 203.6| 206.7| 210.2] 213.7| 217.2| 220.4; 224 227.5) 231.1

Ao
130 {3.26 |3.31 3.36 |3.41 [3.47 3.52 |3.57 |3.62 3.68 |3.73 130
78 234.7] 238.3] 242 246 250 253 257 261 265 268 %)

140 |3.78 |3.84 3.89 |[3.95 |4.00 [4.06 [4.11 [4.17 4.23 |4.28 140
K 272 276 280 284 288 292 296 300 304 308 Lo

150 |4.34 [4.40 4.56 |4.52 |4.58 [4.64 [4.70 |4.76 [4.82 4,88 | 150
Al 32 317 221 325 330 334 338 343 347 351 A

160 |4.84 |5.00 5.06 [5.13 |5.19 5.25 |5.32 {5.38 5.45 5.51 160
X 356 360 364 369 374 378 383 | 3a7 352 207 Al

170 |5.58 5.64 5.71 5.78 5.84 5.91 5.98 (6.05 6.11 6.18 170
P 402 406 411 416 420 425 430 435 440 445 s

180 16.25 6.32 6.39 6.46 |6.53 6.61 6.68 6.75 6.82 6.89 180,
S 450 455 480 465 470 | 476 481 486 491 496 Lew

190 [6.97 7.04 |7.41 |7.19 |7.26 [7.3% |[7.41 |7.48 7.57 {7.64 | 190
b U 502 507 512 518 523 528 534 539 545 550 R

200 {7.72 |7.80 |7.87 |7.95 |8.03 |[B.11 |[8.19 }8.27 {8.35 8.43 | 200
A.| 556 561 567 572 578 584 590 585 601 607 o

210 | 8.54 | 8.59 |[8.67 |8.76 |8.84 |8.92 [9.00 |9.09 |8.17 |9.26 ) 2i0
Qo 613 | 618 624 630 636 642 648 654 ~660 666 2o

220 | 9.34 | 9.43 |9.51 |9.60 [9.68 |[9.77 |9.86 |9.94 |10.03 10.12 220
A.,, 672 679 685 691 697 703 710 716 722 728 e

230 (10.21 10.3 |10.39 | 10.48 | 10.57 |10.66 |[10.75{ 10.84 | 10.93 | 11.02 | 230

Aol 735 744 | 748 | 7sa | 781 | 767 | 774| 780 | V87| 793| A,
240 [11.12 | 11.21 [11.30 | 11.40 [11.49 [11.58 |11.68 | 11.77 | 11.87 | 11.97 | 240
A.| 800 | 807 | B13| 820| 827 834 841| 847} B854} 86l A
T3 Y o
250 |12.06 , 250
Ao| 868 2.

UNC = FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 10 de 18



ESTATICA ¥ RESISTENCIA DE LOS MATERIALES
Unidad 11: INESTABILIDAD ELASTICA

11.C. ESFUERZOS NORMALES COMBINADOS CON MOMENTOS

Flexion Compuesta — Nucleo Central — Materiales no resistentes a Traccion —
Torsion Simple

1. Flexion Compuesta

En capitulos anteriores se han estudiado solicitaciones axiales y de flexion. Cada una de
ellas se consider6 que actuaba aisladamente sobre la estructura. Ahora estudiaremos la
combinacion de estas solicitaciones (axiales y de flexion) que es lo que llamamos flexion
compuesta.

Este tipo de solicitacion compuesta se presenta cuando una viga esta sometida a una o
varias fuerzas paralelas a su eje geométrico. Esto se produce frecuentemente en las columnas,
cuando en su extremo superior actla una carga excéntrica P (Fig. 1-a), o bien cuando este

extremo esta vinculado con otra estructura que le permite una carga concentrada P y un
momento M (Fig. 1-b). La carga P puede ser de traccién (Fig. 1-c).

e "

__jp _.__i.P Lo 2L 2Ll

G | G,y { |

i |

| l '

; |

! l i

H G L
(a) o) £ (e

P

Fig.1

Los casos indicados en la fig. 1-a y fig. 1-b son equivalentes, ya que la carga excéntrica P
puede trasladarse desde su punto de aplicaciéon K al baricentro G de la seccién, agregando un
par M =P-1. En ambos casos se tienen dos solicitaciones:

N=+P (Escuerzo Normal)
M =P-e (Momento Flector)

El comportamiento de la columna se comprende facilmente: el esfuerzo normal N la hace
acortar (o alargar, si es de traccion), por consiguiente una seccion genérica sufre una traslacion
de “ab” & “aib;” (Fig. 2-a). El momento flector M hace girar la seccién alrededor de un eje

baricéntrico de traza n, (Fig. 2-a) desde “aib,” a “azb.”. Por lo tanto, el desplazamiento
conjunto de la seccién (que se mantiene plana) desde “ab” & “asb,” es un giro alrededor de un
eje de traza n (no baricéntrico), paralelo a n, .
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n_3 b hon b
S ) ks
HoSs ek, B AU
~ b, b )

{4 ' \\ ba

1

A

(a) (b)
Fig. 2

Si la traslacion es considerable y la rotacion pequefia, el eje n esta alejado de n, y puede

ser exterior a la seccion (Fig.2-a), observando que todas las fibras longitudinales de la columna
se acortan (o se alargan si N es traccion) y la tension o es de compresion (o de traccién) en
todos los puntos de la seccion.

En el caso opuesto (traslacion pequefio y rotacion considerable) el eje n esta proximo a n_ y

corta a la seccioén (Fig. 2-b). La divide en dos partes, en una de las fibras se acortan y en la otra
se alargan, y en los puntos de n permanecen invariables (o =0). Por lo tanto n tienen
propiedad cinematica del eje neutro (eje de rotacion de la seccién) y la propiedad estética
(lugar de puntos en los que o =0).

Para el caso de la Fig. 2-a n tiene solamente la propiedad cinematica del eje neutro.

Por la conservacion de las secciones planas y por la ley de Hooke, en un punto genérico, o
es proporcional a la distancia y+Y al eje neutro (Fig.3).

Y= S Gx
___.._‘Jr_..__-..,.—-
K
o -+
i ie
Y ;
Mo | I G _ b Oﬂmed " ;;\_(.
"'Tn
" _ o)
#
{ A
g
() (b)
Fig. 3

A las mismas conclusiones se llega mediante consideraciones estéticas equivalentes a las
consideraciones cineméticas precedentes. La tension producida por N puede representarse por
el diagrama (abaibi) y la que produce M, por el diagrama (a:biazbz), superponiendo los efectos,
se tiene el diagrama lineal total (abazb,) de las o, anulandose o en los puntos del eje neutro
n, efectivo (Fig. 2-a) 6 ficticio (Fig. 2-b).

El eje baricéntrico n_ paralelo al eje neutro n, se llama eje de flexion (es el eje que seria
neutro si N = 0, es decir si solo actuase M).
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2. Flexion Compuesta Recta

Analicemos el caso en que K esta sobre uno de los ejes principales de inercia de la seccion
(Fig. 3-a).

La carga es perpendicular a la seccion (paralela al eje de la pieza), el plano de solicitacion
contiene al eje y en su interseccion con el plano de la seccion determina el eje de solicitacion S.

2.1 Circulo de las tensiones

En la posicién deformada cada seccién transversal, originalmente plana, permanece plana y
perpendicular al eje de la viga (Hip6tesis de Navier-Bernoulli). Las fibras inferiores se extienden
y las superiores se acortan (Fig. 4).

/ N
\\' Q i P\(Ads*\
N T \4 T > b A de
/ TR i e T,
,v]Tn /K — ) > - ‘K\
A~ T 2 5
NS ds _ —— e
T~ i e g
Fig. 4

Las dos secciones mn y pq estan separadas un ds. Si trazamos p’q paralelas a mn podemos
determinar Ads acortamiento de la fibra ubicada a la distancia y+Yy del eje neutro. El

acortamiento unitario sera:
&E=—— ; Ads:g~ds:%-ds ; ademas Ads=(y+y)-d@
Entonces:
o= (y+ y.)
ds

: , : : o - dé 1
Como yn (distancia entre el eje neutro y el eje baricéntrico de flexion) y ds = — (curvatura),
S

son constantes para una seccion determinada, podemos escribir o =U +Vy , expresion que no
dice que las tensiones en flexion compuesta tienen variacion lineal.

Determinacidn de las constantes Uy V
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Planteando las ecuaciones de equilibrio:
a) la fuerza exterior aplicada igual a la resultante de las fibras interiores:

N =[o-dA=[(U+Vy)-dA=U-[dA+V [y-dA
fy -dA=0 (momento estatico del area de la seccién respecto a un eje baricéntrico).

~N=U ~jdA=u A dedonde U :%

b) el momento de las fuerzas exteriores igual al momento de las interiores respecto al eje n_:

M =ja-dA-y=j(u +Vy)-y-dA=U -jy-dA+v-jy2-dA

J.yQ -dA=1In,  (momento de inercia del area de la seccion respecto al eje n_).

M =V-.In, dedonde V:Iﬂ
n
Por lo tanto:
N M
A In

El primer termino, de valor constante, se debe exclusivamente al Esfuerzo Normal centrado;
el segundo, variable linealmente, al Momento Flector.

Conviene examinar en que zonas de seccion las o parciales debidas a Ny a M resultan del
mismo sentido o de sentido opuestos. Son del mismo sentido en los puntos que se encuentran,
respecto a n , del mismo lado que k, y de signo opuesto en los otros puntos. En los puntos

comprendidos entre n,y n predomina la tension normal o debida a N.

En los puntos del eje de flexion n_, y en particular en el baricentro G, como y = 0 se tiene

N . .
o.=—=o0__ cualquiera que sea el centro de presion k. Esto se debe al hecho de que M no

G medio

produce tensiones en los puntos de n, .

Por consiguiente, conociendo la posicién del E.N. se tiene inmediatamente el diagrama de
media

N
tensiones (Fig. 3-b) llevando la tension o :X a determinada escala a partir de G y

uniendo su extremo con 0.

A la misma expresion de las tensiones tangenciales llegamos considerando que la tension
normal en un punto cualquiera, segun el principio de superposicion de los efectos, seré igual a

la suma algebraica de la tension o, debida a la carga actuando en G, y de la tension o,
originada por el momento M = P.l, que actla en el plano de solicitacion.
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oc=0,+0, esdecir o=

M
In,

—+
A

2.2 Determinacién del eje neutro

Sustituyendo los valores M= P.I; In_ = A-i’ y recordando que N = P, podemos expresar:

P |
. :_.1+_.
—-y A( 7 y)

no no

Para los puntos ubicados en el eje neutro: =0

.'.E-(1+_L.y):0 como E;&O sera (1+_I—‘y):0
A [ A [

no no

H

I - :
De donde: y= —f ecuacion del eje neutro.

El signo negativo indica que el eje neutro estd situado en la zona opuesta a la del centro de
presion respecto al eje de flexion.

Tomando momento de todas las fuerzas respecto al eje de solicitacién, resultara nulo el
correspondiente a las fuerzas exteriores, quedando por lo tanto la expresion:

0=[o-dA-x=[(U+Vy)-x-dA=U-[x-dA+V - [y-x-dA
Como: fx-dA: 0 (momento estatico del area respecto a un eje baricéntrico)

resulta V-In =0

s

Ix~ y-dA=In_
Por ser V #0; serd In_ =0 si el momento centrifugo del &rea respecto a los ejes n, y s

resulta nulo, indica que los ejes son conjugados de inercia.

Gréaficamente podemos determinar la posicién del eje neutro con el circulo de Land.

Conocido el eje de solicitacién s, podemos determinar n_, sabiendo que es conjugado del

0!

anterior, y la posicion del eje neutro n, paralelo al n_, de la siguiente manera (Fig. 5).
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Fig. 5

Ubicamos k (centro de presién) y G (baricentro) quedando definido e = K.G, a partir de Gy en
direccion perpendicular llevamos G.B =i_. Por B trazamos una perpendicular a KB hasta cortar
en 0 al eje de solicitacion. La distancia GO = yn determina la posicion del EN. Por semejanza
de triangulos:

3. NUCLE CENTRAL

Se denomina contorno del nucleo central al lugar geométrico de los puntos de la seccién que
considerados como centro de presion Ki dan ejes neutros correspondientes, tangentes a la
figura y que no la cortan. La superficie interna encerrada por el contorno definido se denomina
Nucleo Central (Fig. 6).

3.1 Propiedades del Nucleo Central

a) Si un centro de presion Ki esta ubicado en el contorno del nacleo central, el diagrama
de tensiones es triangular y la tensiébn normal minima es cero. La seccion trabaja a un
solo signo (Fig.7-a).

b) Si un centro de presion esta ubicado en el interior del nicleo central, la seccion trabaja
toda a un solo signo y el diagrama es trapecial (Fig. 7-b).

c) Si el centro de presion esté fuera del nucleo central, el diagrama es doble triangular. La
seccidn trabaja a dos signos y el eje neutro corta a la seccion (Fig. 7-c).

d) Las relaciones entre K y n son de reciprocidad. Si a un centro de presion K le
corresponde un eje neutro n, a un centro de presion K ubicado sobre el eje n, le
correspondera un eje neutro n” pasante por K (Fig. 8-a).

UNC = FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 16 de 18



ESTATICA ¥ RESISTENCIA DE LOS MATERIALES
Unidad 11: INESTABILIDAD ELASTICA

e) Sila seccion tiene i lados e i vértices, el nacleo central tendra i lados e i vértices (Fig. 8-
b).

<Py
g

(b) -

; . \ | :’/“ul

: K
(a)

(b)
Fig. 8

3.2 Determinacion del N.C. de un rectangulo

El centro de presion K, correspondiente al eje neutro n que pasa por la base de la seccion,
estara ubicada a una distancia e del eje baricéntrico.
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De igual forma: e :%

Para Kz y K4 tenemos: e :% e =%

o

T, Kz
Y 1
-+ K - B
1! ij 7“”4 v
4 D
SRS S
Fig. 9
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UNIDAD 12: TORSION

1. INTRODUCCION

Cuando en ambos extremos de una viga rectilinea actian momentos iguales y contrarios, en
planos normales al eje geométrico, o cuando un extremo se encuentra empotrado y el otro
solicitado por una cupla la solicitacion es de TORSION SIMPLE.

Las vigas estan solicitadas a torsién cuando sirven de apoyo a otras vigas transversales
empotradas en ellas. En maquinas, los arboles motores, los ejes de transmision, etc.

Raramente hay torsion simple, basta el peso propio de la columna para producir también
esfuerzos normales y en el caso de vigas momento flector y esfuerzo de corte. Los resultados
que se obtienen para torsion simple, son validos también para cuando intervienen ademas
estas otras solicitaciones.

2. TORSION EN BARRAS DE SECCION CIRCULAR

Considerando una viga de eje recto y de seccion circular constante, empotrada en A y libre
en B donde es solicitada por un momento torsor Mt conocido (Fig. 1).

Fig. 1

En la posicion inicial, sin la presencia de Mt, cualquier fibra longitudinal CC; es paralela al eje

geométrico O0;. cuando aplicamos Mt se observa que:

a) El eje geométrico permanece plano.

b) Las restantes fibras longitudinales se transforman en hélices cilindricas de una ligera
curvatura por suponerse muy pequefia la deformacion (la fibora CC,; para a ocupar la
posicion CC"1).

c) Cualquier seccién recta B permanece plana y perpendicular al eje geométrico. Solamente
experimenta en conjunto, una rotacion alrededor del centro Os.

Un punto C; de una fibra longitudinal de la seccién B sufre respecto a otro punto C de la

misma fibra pero de la seccién A, separada L de la seccién B, un desplazamiento C;C";

perpendicular a la fibra (Fig. 2a).

,//1 ch
T 1
B
"7
# A -
2 1
(@
Fig. 2
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N

Por ser un angulo tan pequefio: tgy =y = le L (1)

Enlafig.2b: CC =r-¢ (2)

y: corrimiento
¢: angulo de torsion
Al punto B; ubicado a una distancia radial p, le corresponde la posicién B'1, para el mismo
angulo de torsion. La deformacion, o arco de corrimiento es: BB, = p-¢ ; reemplazando (2) en
1):
r-o
=— 3
r= 3

Y para un punto cualquiera a la distancia p de O;:

=27 (4)
para p = 1cm sera: ¥ :%

Este angulo, expresado en radianes para ¢ y en cm para L, d4 en radianes/cm, el angulo que
ha girado una seccién transversal del sélido respecto a otra seccion paralela distante 1cm.

La deformacion sufrida por el solido muestra la existencia de fuerzas tangenciales, que
referidas a la unidad de superficie de la seccién, definen la TENSION TANGENCIAL o de

TORSION 7, en el plano de la seccion y dispuesta normalmente al radio, en cada punto de
este radio.

Por analogia con la ley de Hooke, y de acuerdo a resultados experimentales, puede
establecerse que las deformaciones y son proporcionales a estas tensiones, osea: 7, =y -G,

siendo G el médulo de elasticidad transversal, expresado en Kg/cm? y equivalente
aproximadamente a 2/5 de E. Sustituyendo a y por su valor en la (4) se tiene:

t

=?.G. 5
T L Yo ()

Esta expresion muestra que las tensiones tangenciales de torsién son proporcionales a p, o

sea a la distancia al centro de la seccion; por consiguiente su maximo valor corresponde a
las fibras exteriores del sélido, siendo nulo en el centro.

En la (Fig. 3) se ha representado por un triangulo rectangulo, cuyos catetos son Tt yr.la

zona rayada muestra la distribucién de las tensiones internas en la seccion.
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Fig. 3

2.1 ECUACION DE RESISTENCIA DE LA TORSION

Recordando una de las hip6tesis fundamentales de la resistencia de los materiales: las fuerzas
exteriores dan origen en puntos interiores a fuerzas internas.

En cada punto de la seccidn se originan fuerzas tangenciales:
Q=7 -AQ
Planteando la ecuacion de equilibrio tomando momentos respecto a O1 sera:
M =>7-AQ:p

Reemplazando a 7, por su valor en (5).

M =|£-GZAQ~,02 como lo=> AQ:p momento de inercia polar

Sera: M‘zlﬂ-G-lo (6)

Podemos expresar el angulo unitario de torsién en funcién de valores conocidos:

e _ Mt
I G-lo
El producto G- lo es el médulo de rigidez de torsion. Reemplazando en (5) el valor de Iﬂ nos
queda:
Mt . . .
T = I—-p (7) ecuacion analoga a la de flexion simple.
0

La tension es maxima en el contorno donde p=r y vale:

UNC = FACULTAD DE INGENIERIA PAGINA 3 de 7



ESTABILIDAD
Unidad 12: TORSION

Mt
T = (7)
lo
Para la seccion circular:
-d* 16- Mt
o="¢ S 8)
32 7-d’

Ejemplo:

1°) Una barra de acero de seccion cilindrica cuyo didmetro es de 6¢cm y su largo de 3m soporta
un Mt = 20000kgcm. Determinar el valor de 7, y el angulo de torsion ¢ adoptando G =

840000kg/cm?

~16-20000

MAX 3

72' .

=472kg/cm®

oo M1 _ 20000300 _ ) ooqog _30 21
G-lo 840000127,2

2.2 VERIFICACION Y CALCULO DE ARBOLES CIRCULARES MACIZOS SOMETIDOS A TORSION
SIMPLE.

Los arboles deben transmitir el movimiento de rotacion que reciben del motor o desde la
polea del otro arbol. EI momento de rotacion es el producto P-r , siendo P la fuerza tangencial
en la periferia de la polea motora y r su radio.

El momento asi producido engendra en el arbol conducido un esfuerzo de torsién, por lo
tanto el momento torsor que soporta el arbol es practicamente equivalente al momento de
rotacion.

En los arboles y las poleas, la tension de la correa y los vinculos produce esfuerzos de
flexibn que pueden o no tomarse en cuenta.

El caso mas simple es calcular los arboles de transmisiébn tomando en consideracion
solamente al momento torsor, es decir sometidos a torsion simple.

En las aplicaciones practicas el diametro del arbol debe calcularse conocida la potencia N en
CV que debe transmitir. La potencia esta dada por la férmula:

N=——r 9)

P: fuerza tangencial
v: velocidad periférica de la polea motora (1CV = 75kgm/seq)

_2-m-r-n

por lo tanto: v
60

(10)
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r: radio de la polea motora
n: numero de vueltas por minuto de la polea y del arbol sobre el cual esta montada.

Reemplazando v en (9)

_P-r-2.-z-n
75-60
Como Mt=P-r sera&: N :% y expresando el momento torsor en kgcm:
N:Mt-2-7r-n (11)
75-60-100
Mt — N -60-75-100 (11)
2-r-n

Reemplazando el valor de Mt en (8).

16 N-60-75-100

r =

W red? 2-7-n
. N
Despejando  d =7145-, [cm]
\/ n-r

Ejemplo:

2°) Determinar el diametro d del arbol de una maquina de 200CV, siendo n=120 rpm y

7 =210kg/cm*.
d= 7],45-3‘/& =14,2cm
120210

3°) Determinar la potencia en CV transmitida por un &rbol si d=15cm, n=120rpm,
G=800.000kg/cm? y el angulo de torsién medido entre dos secciones rectas distantes 7,5m es
de 1/15 de radian.

De la (6):

_lo-p-G _z:15 800000
| 32 15.7,5-100

Mt

La potencia transmitida segun (11)

N _Mt-2.zn_ 7-15-8000002-7-120
75.60-100 32-15-7,5-100-60-75-100

=5916CV
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2.3 SECCION CIRCULAR HUECA.

En el andlisis de la torsion de arboles macizos se ha visto solamente el material situado en la
superficie exterior del eje esta sometido a la tension tangencial maxima. El material restante
trabajara a una tensién menor, de aqui la conveniencia de usar arboles huecos, con lo que se
consigue reducir el peso y lograr economia en el uso del material.

Para analizar la torsién en este caso, se plantean las mismas hipétesis que para los arboles
macizos.

Para la seccién anular, llamando:

d: diametro exterior
d1: didmetro interior

sera:  lo=2-(d"—dl)
32

reemplazando en (7°) siendo r =%

__Mtd-32 _ 16-Mtd 12)
w2 (d —dl)  z-(d'—dl)

queda: T

Ejemplo:

, . : . d
4°) Determinar 7, y ¢ en arbol hueco para los datos del Ej 1, siendo d1= 2 =3cm

T :wz503kg/cm2
“ (6 -3
~20000-300 _0,06rad

¥~ 8400001192
Observando que 7 y ¢ comparados con el arbol macizo aumentan aproximadamente un

7%, mientras que la reduccion en el peso del arbol sera del 27,8%.

59 Un eje hueco de acero con d = 25cm y d1 = 15cm gira a 1000rpm. ¢ Qué potencia en CV
transmite si 7 =640kg/cm’.

Reemplazando (11°) en (12)

. _N-60-75-100-16-25
“ " 2.z-nx-(d —dl)
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ESTABILIDAD
Unidad 12: TORSION

. __N-60-75-100-16-25
“ " 2.7-1000- 7 (25 —15)

=0,268N

N =T = 080 _oaeany
0,268 0,268
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