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Recorrido

@ Derivadas parciales iteradas



Definiciones y notacién

Definicién (Funciones de clase C! y C?)

La funcién f : R® — R es de clase C'! o diferenciable con continuidad, si
todas sus derivadas parciales existen y son continuas.

f es de clase C? o dos veces diferenciable con continuidad, si las derivadas
parciales de f tienen derivadas parciales continuas.

f es de clase C? o tres veces diferenciable con continuidad, si las derivadas
parciales de tercer orden de f son continuas.




Definiciones y notacién

Definicién (Funciones de clase C! y C?)

La funcién f : R®™ — R es de clase C' o diferenciable con continuidad, si
todas sus derivadas parciales existen y son continuas.

f es de clase C? o dos veces diferenciable con continuidad, si las derivadas
parciales de f tienen derivadas parciales continuas.

f es de clase C? o tres veces diferenciable con continuidad, si las derivadas
parciales de tercer orden de f son continuas.

Notacién para las derivadas parciales de segundo orden:
Pf_ 0 (0f\_,  0F 0 (05
0z2 Oz \ox/) ' oxdy Ox \oy) Y7

0* f of 0% f of
dydr Oy <8x> = Jow, ydz oy <82) = fay, ete.

Derivadas parciales iteradas; derivadas parciales cruzadas o mixtas.




Ejemplo

Halle las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) = ze¥ + ya?.



Ejemplo

Halle las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) = ze¥ + ya?.
Folwy) = €+ 20y fylw,y)ae? + a7,

fm(JU,y) = 297 fxy($7y) = ey+2w7 fyx(l'ay) = €y+21‘) fyy(%?/) = wey'



Ejemplo

Halle las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) = ze¥ + ya?.
Folwy) = €+ 20y fylw,y)ae? + a7,

fm(%?]) = 297 fxy($7y) = €y+2w7 fyx(l'ay) = €y+2l‘) fyy(%?/) = xey'

Halle las derivadas parciales de segundo orden de
f(z,y,2) = " + zcos(z).



Ejemplo

Halle las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) = ze¥ + ya?.
Folwy) = €+ 20y fylw,y)ae? + a7,

fxz(xay) = 2y; fxy(xyy) = €y+2«757 fyx(l'ay) = €y+2$’ fyy($7y) = we?.

Halle las derivadas parciales de segundo orden de
f(z,y,2) = " + zcos(z).

fe(w,y,2) = ye™ — zsen(x); Jy(@,y, z)ze™,  f.(x,y,z) = cos(x),

fzm(xayaz) = —SGII(:L’); fxz(-xayvz) = —SGH(:L‘), etc.



Teorema (lgualdad de las derivadas cruzadas, Teorema de Clairaut)

Si f(x,y) es de clase C?, entonces las derivadas parciales cruzadas son
iguales:

Pf  f
oxdy  Oydx’

Sin demostracion.
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Teorema (lgualdad de las derivadas cruzadas, Teorema de Clairaut)

Si f(x,y) es de clase C?, entonces las derivadas parciales cruzadas son
iguales:

?f  9f

oxdy  Oydx’

Sin demostracion.
Ejemplo: f(z,y) = 2%y — 28 + y*.

fo= 4x3y3 — 8x7, y = 3x4y2 + 4y3
o = 1227y = 5620, fu, = 122%y° = fyu, fyy = 62ty +12y°
fa::ry = 36332:1/2 = fa:ym = fya:x
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Recorrido

@ El Teorema de Taylor
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Series de Taylor, como en AMI

Definicién

Sea f una funcién con derivadas de todos los érdenes en un intervalo [
que contiene a un punto a. Entonces la serie de Taylor generada por fy
centrada en a es

© r(n)(q
Zf ()(a:—a)", zel

|
n.
n=0

y escribimos f ~ > f(n)( Dz —a), wzel.

Las sumas parciales de la serie de Taylor de una funcién f, centrada en aq,
se llaman polinomios de Taylor:

f™(a)

n!

(x—a)".

@)(q
Pu(2) = fla) + f'(@)z—a) + 2} Jw—a) 4t




Teorema de convergencia de series de Taylor para una
funcién real de una variable real

Teorema

Si f tiene derivadas de todos los drdenes en un intervalo I = (c,d) y

a € (¢,d), entonces para cada x € I y cadan € N existe ¢, entre a y x tal
que

f(n+1)(cn)
(n+1)!

donde P, (z) es el polinomio de grado n y el término

f(@) = Pa(z) + (z —a)"*!

)

f(n+1)(6n)

Bal®) = =

(l’ _ a)nJrl

es el residuo de orden n.




Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden m + 1 son continuas en una regién D.



Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden m + 1 son continuas en una regién D.

Dados (a,b) € int D y h,k tales que (a+ h,b+ k) € D,
definimos r(t) = (a+th,b+1tk), 0 <t <1,
que une (a,b) 'y (a+hb+k).
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Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden m + 1 son continuas en una regién D.

Dados (a,b) € int D y h,k tales que (a+ h,b+ k) € D,
definimos r(t) = (a+th,b+1tk), 0 <t <1,

que une (a,b) 'y (a+h,b+ k). Entonces:
flat+hb+k)=f(x(1);  fla,b) = f(r(0)).
Definimos la funcién compuesta w por
w(t) == f(r(t)); asi:  fla+h,b+k)=w(l); f(a,b) = w(0).
Recordando la férmula de Taylor para w alrededor de O0:

(n) (n+1)
w®(0) ,, | 2" (e)

w(t) = w(0) +w'(0)t +--- + — (n+1)!

n+1
2

para algin c entre 0 y .
] Unidad 2 10/79



Férmula de Taylor para dos variables

w® w1 (e
w(t) = w(0) +w'(0)t +--- + n!(O)tn i - 1()!>

"1 centre 0y t.

] Unidad 2 o



Férmula de Taylor para dos variables

(n) (n+1)
_ / w™(0) | W) g
w(t) =w(0) +w' (0)t +--- + " t" + it 1)! t"T centre Oy t.
() wO+D)
w(l) = w(0) + w'(0) + +wn!( ) +u()n+1)c! ,centre Oy 1.

. Unidad 2 11779



Férmula de Taylor para dos variables

(n) (n+1)
. / L. w (0) n w (C) n+1
w(t) = w(0) + w'(0)t + -+ + o t" + CE] t"T centre Oy t.
(n) (n+1)
B ; w™(0)  w (c)
w(1) = w(0) +w'(0) +--- + ot CERIR centre 0y 1.

Como f vy sus derivadas parciales hasta orden n + 1 son continuas unaa
regién rectangular abierta R con centro en (a,b), entonces en R:



Férmula de Taylor para dos variables

(n) (n+1)
_ / W ©0) ) , w (©) ni1
w(t) =w(0) +w' (0)t +--- + " t" + e t"T centre Oy t.
(n) (n+1)
w(l):w(0)+w'(0)+~--+w © + 2 (€) centre 0y 1.

n! (n+ 1)

Como f vy sus derivadas parciales hasta orden n + 1 son continuas unaa
regién rectangular abierta R con centro en (a,b), entonces en R:

fla+h,b+ k)=



Férmula de Taylor para dos variables

(n) (n+1)
_ / W ©0) ) , w (©) ni1
w(t) =w(0) +w' (0)t +--- + " t" + e t"T centre Oy t.
(n) (n+1)
w(l):w(0)+w'(0)+~--+w © + 2 (€) centre 0y 1.

n! (n+ 1)

Como f vy sus derivadas parciales hasta orden n + 1 son continuas unaa
regién rectangular abierta R con centro en (a,b), entonces en R:

fla+h,b+k)= f(a,b)+..7



Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w" ()
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,
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Férmula de Taylor para dos variables

W w™ w@t (¢
w(1) = w(0) + w'(0) + 2(!0) e+ n!(o) + nt 1()!), centre Oy 1,
w(t) = f(r(t)) = f(a+th,b+tk)
z(t) oyt
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Férmula de Taylor para dos variables

w'" w™) w@t (¢
w(1) = w(0) +w'(0) + 2(!0) et n!(O) My 1()!)’

centre 0y 1,
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w" ()
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w" ()
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w" ()
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r(t)2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fula+th,b+th)h + fy(a + th,b+ th)k



Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w" ()
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

falr ()) () + fy(x(@)y' ()
— fola+th,b+th)h + fy(a+ th,b+ th)k
(

w'(0) = fo(a,b)h + fy(a,b)k



Férmula de Taylor para dos variables

W'(0) | w(0)

B / w(n-{—l)(c)
w(1) = w(0) +w'(0) =5 = o =

falr ()) () + fy(x(@)y' ()
— fola+th,b+th)h + fy(a+ th,b+ th)k
(

w'(0) = fa(a,D)h + fy(a, b)k

,centre 0y 1,
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w" ()
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

w(0) = f(a,b)

"(t) = falx()2'(t) + fy(x(£)y'(t)

= fula+th,b+th)h + fy(a + th,b+ th)k
w'(0) = fu(a,b)h + f,(a,b)k

"(t) = fez(a+th,b+tk)h* +

g
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w" ()
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

w(0) = f(a,b)
"(t) = falx()2'(t) + fy(x(£)y'(t)
= fula+th,b+th)h + fy(a + th,b+ th)k

w/(o) faf:(a’ b)h’+ fy(aa b)k
"(t) = fez(a+th,b+tk)h* + foy(a + th,b+ tk)hk

g
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w" ()
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

w(0) = f(a,b)
'(t) = fo(r()2' () + f(x(1)y'(t)
= fo(a +th,b+tk)h + fy(a+th,b+ th)k
'(0) = fula,b)h + f,(a,b)k
"(t) = fox(a+ thyb+tk)h? + fuy(a + th,b + tk)hk
+ fye(a+th, b+ th)kh + fy,(a+ th,b+ th)k?

g

S

S
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w" ()
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

w(0) = f(a,b)
'(t) = fo(r()2' () + f(x(1)y'(t)
= fo(a +th,b+tk)h + fy(a+th,b+ th)k
'(0) = fula,b)h + f,(a,b)k
"(t) = fox(a+ thyb+tk)h? + fuy(a + th,b + tk)hk
+ fye(a+th, b+ th)kh + fy,(a+ th,b+ th)k?

”(0) = fa:x(aa b)h2 + 2fxy(a7 b)hk + fyy(aa b)kQ

g

S

S

w
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Férmula de Taylor para dos variables

_ / w”(0) w™(0)  w" ()
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + o + CESR centreOy 1,

w(0) = f(a,b)
"(t) = fa(r(®)2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fola+th,b+th)h+ f,(a +th,b+ th)k
"(0) = fu(a,b)h + f,(a, bk
"(t) = fox(a+ thyb+tk)h? + fuy(a + th,b + tk)hk
+ fye(a+th, b+ th)kh + fy,(a+ th,b+ th)k?
"(0) = far(a,b)B? + 2 fuy(a, b)hk + fyy(a, b)k?

B) o \?
=(—=—h+ k) f
<aﬂf 8y (a,b)

g

S

S

w
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Férmula de Taylor para dos variables

1/, 0 9\
ath, b+k) = Fa,b)+(hfotk 4= (h +k> b
f( ) f( ) ( f fy) (a’b) 2' ax ay f (a’b)
+— — +k‘> f + (h +]€) f
! ( Ox 0 (a,b) (n + 1)‘ Ox 8y (a+ch,b+ck)

. 13779



Férmula de Taylor de primer orden, para dos variables

Si f y sus derivadas parciales hasta orden 2 son continuas en una regién
rectangular abierta R con centro en (a, b), entonces en R:

2
Fothsb4) = @0+ ehsy)| b)+21! (h(iJrk;y) f

(a+ch,b+ck)

para cierto centre O y 1.

Observacion: la linealizacién de f en (a,b) coincide con la férmula
de Taylor de primer orden sin el término de error.



El Teorema de Taylor para varias variables

Teorema (Férmula de Taylor de primer orden)
Sea f: U C R™ — R diferenciable en xy € U. Entonces,

f(Xo+h Xo —i—Zh X() +R1(X0,h),

donde R;(xo,h)/||h|| — 0 cuando h — 0 en R™.

Aca
Iy P
2 i1 8xz-8:cj

Ri(x0,h) = (cij)hihj,

donde c;; es un punto del segmento que une xg con xq + h.



Ejemplo de Férmula de Taylor, dos variables

Sea f(x,y) = e”sen(y). Buscamos las Férmulas de Taylor de segundo
orden y de primer orden centradas en (a,b) = (0,0); estudiamos el error
que se comete por usar el polinomio de Taylor en lugar de f.

1/ 0 a9\
+<h +h— ) f
(a,b) ox oy
1/ 0 o\?
T <h8+k 5 ) f
3! Y (a+ch,b+ck)
1/ 0 d\?
I A )
(0,0) 2!< Ox oy f

1 ) o\
+3!<hax+kay)f

fla+h,b+ k)= f(a,b) + (hfz +kfy)

(a,b)

f(hv k) = f(0,0) + (hfx + kfy)

(0,0)

(ch,ck)

16 /79



Ejemplo de Férmula de Taylor, dos variables

1/ 0 d\?
+ — <h + k— ) f
2‘ 6 3y (070)

1/ 0 a\?
+ 30 (hax + k8y> f
fa(zy)=e"sen(y) fao(zy)=e®sen(y)  foza(w,y)=e”sen(y)

fey(zy)=e®cos(y)  foay(z,y)=e” cos(y)
fy(zy)=e®cos(y) fyy(z,y)=—e"sen(y) fyyz(z,y)=—e"sen(y) fyyy(z,y)=—e” cos(y)

f(h’ k) = f(0,0) + (hfx + kfy)

(0,0)

(ch,ck)

f2(0,0)=0 faz(0,0)=0 frwa (ch,ck)=e" sen(ck)
fzy(0,0)=1 Foay(ch,ck)=e" cos(ck)
fy(0,0)=1 fyy(0,0)=0 fyya(ch,ck)=—esen(ck)  fyyy(ch,ck)=—e" cos(ck)

1
f(h, k) :0+(O+k)+§(0+2hk‘+0)
+é <h3eCh sen(ck) + 3h%kec" cos(ck) — 3hk*e" sen(ck) — K>e" cos(ck))



Teorema (Férmula de Taylor de segundo orden)

Sea f : U C R™ — R con derivadas parciales continuas de tercer orden (en
xg € U). Entonces,

f(xo+h) = f(x)+ h;—=—(x0) hih; x)+R (x0, h),
0 0 ; oz, 0 Z ga 8 0 2(X0

7]_

donde Ry(x¢,h)/||h||> — 0 cuando h — 0 en R™, y la segunda suma es
sobre todo i y j entre 1 y n (de manera que hay n* términos).

ha
_ of of
f(xo+h)= f(x0) + <8xl’ 7&%)
f$1961 fmzwl T fwnll hy
1 fmxz fxzxz T fxnm
*(hla 7hn) . +R2(X07h)7

2 :
fxlxn fxzxn f:pnwn

donde las derivadas se evaltian en xg.



Teorema (Férmula de Taylor de segundo orden)

Sea f: U C R™ — R con derivadas parciales continuas de tercer orden (en
xo € U). Entonces,

- af 1 & a2f
f(xo+h) = f(XO)+;hi8a:i(X0) 5 EZ:I hihjm(XO)JrRz(Xo,h),

donde Ry (xg,h)/||h|[> = 0 cuando h — 0 en R", y la segunda suma es
sobre todo i y j entre 1 y n (de manera que hay n? términos).

Acd X
1 93f
RQ(XQ,h) = Z gm(cz]k)hzhjhk)

,7,k=1

donde c;;i es un punto del segmento que une xo con xg + h.



Otra notacidn, orden n

Definition 5.7 (Multivariate Taylor Series). We consider a function
f:RY >R (5.149)
xz— f(z), xzeR?, (5.150)

that is smooth at zg. When we define the difference vector § := = — @y,
the multivariate Taylor series of f at (xo) is defined as

f(z) = f: %6’“, (5.151)
k=0 N

where D% f(z) is the k-th (total) derivative of f with respect to z, eval-
uated at xy.

Definition 5.8 (Taylor Polynomial). The Taylor polynomial of degree n of
f at x; contains the first n + 1 components of the series in (5.151) and is
defined as

T.(z) =) Ma’“. (5.152)

— K

. 2070



Recorrido

© Extremos de funciones con valores reales
Maximos y minimos de funciones de n variables
Condicién de la derivada primera para puntos de extremo local
Criterio de la derivada segunda para puntos de extremo local
Maximos y minimos globales
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Recorrido

© Extremos de funciones con valores reales
Maximos y minimos de funciones de n variables



Definicién (Puntos de extremo)

Dada f: U C R™ — R, se dice que xg € U es un punto de minimo local
de f si existe un entorno V' de x¢ tal que para todos los puntos x € V,
f(x) > f(x0). Andlogamente x¢ € U es un punto de maximo local de f si
existe un entorno V de x( tal que para todos los puntos x € V/,
f(x) < f(xo). El punto xg € U es un punto de extremo local o relativo si
es punto de minimo local o punto de maximo local. Un punto x¢ € U es
un punto critico de f si, o bien f no es diferenciable en xq, o bien
D f(x¢) = 0. Si un punto critico no es punto de extremo local, se dice que
es un punto de silla.

‘ Graph of £

7 ‘/

V.

}i\ ‘ /5§:\ ‘

x . x .
%o &
Local minimum Local maximum

Graph of £



Recorrido

© Extremos de funciones con valores reales

Condicién de la derivada primera para puntos de extremo local



Criterio de la derivada primera

Teorema

SiU C R™ es abierto, la funcién f : U C R™ — R es diferenciable y xq es

un punto de extremo local, entonces D f(xg) = 0, es decir, Xy es un punto
critico de f.

Unidad 2 25/79



Criterio de la derivada primera

Teorema
SiU C R™ es abierto, la funcién f : U C R™ — R es diferenciable y xq es
un punto de extremo local, entonces D f(xg) = 0, es decir, Xy es un punto
critico de f.

Demostracion.
Supongamos que f alcanza un extremo en xg. Entonces dado h € R", la
funcién compuesta g(t) = f(xo + th) = (f o ¢)(t), con c(t) = x¢ + th,
tiene un extremo local en t = 0. Por ser g una funcién real de una variable
real, sabemos que ¢’(0) = 0. Por otra parte, por la regla de la cadena,

g9'(0) = Vf(c(t) - <(t) = Vf(c(t)) - h. Luego,

Vf(c(t))-h =0, paratodoh,

y la tnica manera de que esto sea cierto es que V f(c(t)) = 0. O




Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

fla,y) =2 +y%



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

fla,y) =2 +y%

Vf(z,y) = (22,2y)
20 =0
2y =0
Punto critico: (0,0); £(0,0) =0y f(z,y) > 0 para todo (z,y) € R2.

Luego (0,0) es un punto de minimo relativo de f. Como es el tnico punto
critico, no hay puntos de maximo ni de silla.



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

f(x,y) = 2° + 4> + 32y* — 152 — 15y.

] Unidad 2 2779



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

fla,y) = 2% + ¢ + 3zy®> — 152 — 15y.

Vf(z,y) = (322 + 3y — 15,3y + 6y — 15)

] Unidad 2 2779



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

fla,y) = 2% + ¢ + 3zy®> — 152 — 15y.

Vf(z,y) = (322 + 3y — 15,3y + 6y — 15)

322432 —15 =0
3y + 6y —15 =0

] Unidad 2 2779



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

fla,y) = 2% + ¢ + 3zy®> — 152 — 15y.

Vf(z,y) = (322 + 3y> — 15, 3y* + 62y — 15)

322 +3y2—-15 =0
3y2 + 62y —15 =0

Puntos criticos: (0,v/5), (0, —v/5), (2,1) y (=2, -1).



Recorrido

© Extremos de funciones con valores reales

Criterio de la derivada segunda para puntos de extremo local



Formas cuadraticas

Definicién (Forma cuadratica)

Una forma cuadratica es una funcién g : R™ — R definida por
ailn a2 o A || n

g(h1,- - hn)=[h1, -+ ha]| : L =D aghiby,
Gpl Qp2 - Ann hn =1

donde [a;;] es una matriz n x n.
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Formas cuadraticas

Definicién (Forma cuadratica)

Una forma cuadratica es una funcién g : R™ — R definida por

air a2 - a || M n
g(h1,- - hn)=[h1, -+ ha]| : : :Z aijhihg,

anl Aap2 -  Qpp i =1

donde [a;;] es una matriz n x n.

Definicion

Una forma cuadrética g : R™ — R es definida positiva si g(h) > 0 para
todo h € R" y g(0) = 0 sélo si h = 0. Similarmente, g es definida
negativa si g(h) < 0 para todo h € R" y g(0) = 0 sélo si h = 0.




Hessiana

Definicién (Hessiana)

Sea f: U C R™ — R con derivadas de segundo orden continuas para
1,7 =1,---,n en el punto xy € U. La hessiana de f en x( es la forma
cuadratica definida por

Hf(xo)(h) = ) d2:01,; (x0)hih;
=1 "
. foro(%0) o0 fapa(X0) || M1
:i(hla"'7hn) : : :
feizn(X0) -+ feaz, (X0) hn




Férmula de Taylor

1 h; 203, (x0) + R2(x0, h),

,L’j:

f(Xo -+ h) = f(Xo) + Z hi%(}{o) -+ %
i=1 v

f(x0 +h) = f(x0) + Df(x0)(h) + %Hf(xo)(h) + Ra(x0, h),

. 31770



Criterio de la derivada segunda

Teorema (Criterio de la derivada segunda)

Sif:U CR™ =R es de clase C3, xog € U es un punto critico de f y la
forma cuadratica hessiana H f(xq) es definida positiva, entonces Xy es un
punto de minimo relativo de f. Andlogamente, si H f(xq) es definida
negativa, entonces Xg es un punto de maximo relativo de f.

El teorema también es valido si f es sélo C2.
No lo demostramos.



Ejemplo

Hallar los extremos de
flz,y) =2+ ¢°
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Ejemplo

Hallar los extremos de
flz,y) =2+ ¢°

Vf(z,y) = (2z,2y), punto critico (0,0),



Ejemplo
Hallar los extremos de
flay) =2" +

Vf(z,y) = (2z,2y), punto critico (0,0), Hf(0,0) = [ (2) (2) ]

o) = ta) | 5 | () =0t (530
= 2h} + 2h3 > 0;



Ejemplo
Hallar los extremos de
flay) =2" +

Vf(z,y) = (2z,2y), punto critico (0,0), Hf(0,0) = [ (2) (2) ]

o) = ta) | 5 | () =0t (530
= 2h} + 2h3 > 0;

Hf(xo)(h) =0=h = 0.

Es decir: H f(xp) es definida positiva 'y f presenta un minimo local en
(0,0).

. Unidad 2 33/70



Ejemplo

Hallar los extremos de
f(x,y) = 23 + 4 + 3xy? — 152 — 15y.

322+ 3y2—-15 =0
3y2+6zy —15 =0



Ejemplo

Hallar los extremos de
f(z,y) = 2> + 3> + 3zy* — 152 — 15y.

322 +3y2—-15 =0
3y2 +6zy—15 =0

Puntos criticos: (0,+/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).



Ejemplo

Hallar los extremos de
f(z,y) = 2> + 3> + 3zy* — 152 — 15y.

322 +3y2—-15 =0
3y2 +6zy—15 =0
Puntos criticos: (0,+/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).
| 6z 6y
Para cada punto critico x hay que ver si la forma cuadréatica H f(x) es
definida positiva o negativa.



Ejemplo

Hallar los extremos de
f(z,y) = 2> + 3> + 3zy* — 152 — 15y.
{ 322 +3y2—-15 =0
3y2 +6zy—15 =0
Puntos criticos: (0,+/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).

Hf(x,m:{g;j gg}

Para cada punto critico x hay que ver si la forma cuadréatica H f(x) es
definida positiva o negativa.

. 12 6 h1 . 12h1 + 6ho .
Hf(27 1)(h) - (h17h2) |: 6 6 :| ( h2 ) - (hth) < 6h1 +6h2 > -
12h% + 6h1hy + 6h1ho + Gh% > 07
En general, no es sencillo...



Propiedad

Sea H(h) = [hy, ho] { z 2 ] [ Z; ] una forma cuadratica, entonces

H(h) es definida positiva sii a > 0 y det [ Z b ] > 0. Andlogamente,

d

H (h) es definida negativa sii a < 0y det [ i Z ] > 0.



Propiedad

Propiedad
Una forma cuadratica asociada a una matriz B,,«n, Simétrica, es definida
positiva sii los determinantes de las n submatrices cuadradas a lo largo de
la diagonal principal son todos mayores que cero. Es definida negativa si
los signos son negativo, positivo, alternando (en este orden). Si los
determinantes son todos distintos de 0, pero la matriz no es definida
positiva ni negativa, el punto critico serd un punto de silla.

||

L
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Criterio de la derivada segunda

Teorema (Criterio de la derivada segunda para funciones de dos

variables)

Sea f de clase C? en un conjunto abierto U C R?. Un punto (xq,yo) es
un punto de minimo local (estricto) de f si se cumplen las tres condiciones
siguientes:

O f1(z0,y0) = fy(wo,%0) = 0.
(2] fmc(SUanO) > 0.

© D = fou(20,90) fyy (20, %0) — f2,(x0,90) > 0.

El determinante D se llama discriminante de la forma cuadratica hessiana.
Si la condicion (2) se cambia por < 0, entonces se trata de un maximo
local (estricto).

Si se tiene D < 0, el punto es de silla.

Si se tiene D = 0, el punto critico se llama degenerado y debe estudiarse
con otros métodos.




Ejemplo
Hallar los extremos de
f(z,y) = 2® 4+ 33 + 32y — 152 — 15y.

Puntos criticos: (0,+/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).



Ejemplo
Hallar los extremos de

f(z,y) = 2® 4+ 33 + 32y — 152 — 15y.

Puntos criticos: (0,+/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).

nfw = | o o |

HF(0,4/5) = [ S5 2&% ]  fra(0,£VE) = 0; D= 625 <0

y asi, (0,4+/5) son puntos de silla de f.



Ejemplo
Hallar los extremos de

f(z,y) = 2® 4+ 33 + 32y — 152 — 15y.

Puntos criticos: (0,+/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).

nfw = | o o |

HF(0,4/5) = [ S5 2&% ]  Feal0,%V5) = 0; D = 625 < 0
y asi, (0,4+/5) son puntos de silla de f.

Hf(2,1) = [ 162 2] for(21) =12 D=12.6—36 >0y asi, (2,1)

es un punto de minimo de f.



Ejemplo

Hallar los extremos de
f(z,y) = 2> + 3> + 3zy® — 152 — 15y.

Puntos criticos: (0,+/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).
| 6z 6y
0 6(£+/5)

H + =

102 = ois) o
y asi, (0,4+/5) son puntos de silla de f.
Hf(2,1) = [ 162 2 ] C fea(21) =12 D=12.6—36 >0y asi, (2,1)
es un punto de minimo de f.
Hf(-2,-1) = [ __162 :g ] ¢ fee(—=2,-1)=—-12; D=12-6—-36 >0
y asi, (—2,—1) es un punto de maximo de f.

:| 5 fmc(oai\/g) =0, D= —625 < 0



Ejemplo




Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y,2) = 22 + 3% + 2% + zy.
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Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y,2) = 22 + 3% + 2% + zy.

2z4+y =0
Vi(r,y,2) = 2x+y,2y+2,22); § 2y+x =0
2z =0



Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y,2) = 22 + 3% + 2% + zy.

2z4+y =0
Vi(r,y,2) = 2x+y,2y+2,22); § 2y+x =0
2z =0

Punto critico: P(0,0,0);

Hf(x7 y? 'Z) =

S =N
O N =
NN OO



Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y,2) = 22 + 3% + 2% + zy.

2z4+y =0
Vi(zy, 2) =2z +y,2y+x,22); 2y+2x =0
2z =0
Punto critico: P(0,0,0);
2 10
Hf(x,y,z)=1|1 2 0 | =Hf(0,0,0)
0 0 2



Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y,2) = 22 + 3% + 2% + zy.

2z4+y =0
Vi(r,y,2) = 2x+y,2y+2,22); § 2y+x =0
2z =0

Punto critico: P(0,0,0);
2 1 0
Hf(x,y,z)=1|1 2 0 | =Hf(0,0,0)
0 0 2

D1:2;D2:3;D3:8—2



Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y,2) = 22 + 3% + 2% + zy.

2z4+y =0
Vi(r,y,2) = 2x+y,2y+2,22); § 2y+x =0
2z =0

Punto critico: P(0,0,0);
2 1 0
Hf(x,y,z)=1|1 2 0 | =Hf(0,0,0)
0 0 2

D1:2;D2:3;D3:8—2

Luego f tiene un punto de minimo en (0,0,0).



Recorrido

© Extremos de funciones con valores reales

Maximos y minimos globales



Conceptos involucrados

Definicidn

Supongamos que f : A — R es una funcién definida en un conjunto A de
R? o R3. Se dice que un punto ¢ € A es un punto de maximo absoluto (o
de minimo absoluto) de f si f(x) < f(zo) [0 f(x) > f(xo)] para todo

x € A.

. 42/19



Conceptos involucrados

Definicidn

Supongamos que f : A — R es una funcién definida en un conjunto A de
R? o R3. Se dice que un punto ¢ € A es un punto de maximo absoluto (o
de minimo absoluto) de f si f(x) < f(zo) [0 f(x) > f(xo)] para todo

x € A.

Definicion

Se dice que un conjunto D € R™ es acotado si existe un nimero M > 0
tal que ||x|| < M para todo x € D. Un conjunto es cerrado si contiene
todos los puntos de su frontera.

Observacion:

Un conjunto estd acotado si estd estrictamente contenido en alguna bola
(que puede ser grande).




Teorema

Teorema (Teorema de existencia de maximos y minimos globales)

Sea D cerrado y acotado en R™, y sea f : D — R continua. Entonces

existen puntos xg y x1 de D donde f alcanza sus valores maximo y
minimo.

43/79



Extremos absolutos en regiones cerradas y acotadas

Estrategia para hallar los puntos de maximo y minimo absolutos en

una regién con frontera.

Sea f una funcién continua de dos variables definida en una regién D en
R? cerrada y acotada, que estd limitada por una curva cerrada suave. Para
hallar el maximo y el minimo absolutos de f en D:

@ Localizar todos los puntos criticos de f en D.

@ Hallar los puntos criticos de f considerada como una funcién definida
s6lo en OD.

@ Calcular el valor de f en todos estos puntos criticos.

® Comparar todos estos valores y seleccionar el mayor y el menor.

Si D es una regién limitada por una familia de curvas suaves (como lo es
un cuadrado), se sigue un procedimiento andlogo, pero incluyendo en el
paso iii) los puntos donde se unen las curvas (en el caso del cuadrado, las
esquinas).

. a4/79



Recorrido

@ Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange
El método de los multiplicadores de Lagrange
Varias restricciones
Maximos y minimos globales
Criterio de la derivada segunda para extremos condicionados

45 /79



Extremos condicionados: restriccion en el dominio

flz,y) = 2 + 29 g(z,y) =2 +y* — 1

Buscamos los extremos de f sujeta a la restriccién g(z,y) = 0.

Y

46/79



Recorrido

@ Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange
El método de los multiplicadores de Lagrange



El método de los multiplicadores de Lagrange

Teorema (El método de los multiplicadores de Lagrange)

Sean f:UCR"® =R yg:U CR" — R funciones C' con valores reales.
Sean xg € U y g(xp) = ¢, y sea S el conjunto de nivel de g con valor c.
Supongamos que Vg(xg) # 0. Si f|s, que denota f restringida a S,
alcanza en xg¢ un extremo local en S, entonces existe un niimero real \ tal
que

V f(x0) = AVg(xp). (1)

Un punto x( donde se cumple la (1) se dice que es un punto critico de f|s.
Demostramos un caso especial: n = 3, aunque vale para n arbitraria.



El método de los multiplicadores de Lagrange

Demostracion.

Si c(t) es una trayectoria en S y ¢(0) = x, entonces ¢/(0) es un vector

tangente a S en xg;
d d
= gle(t) = 2 c =0,

y por otra parte, por la regla de la cadena,

< g(c(t)

= Vg(xo) - €'(0),
t=0

de manera que Vg(xg) - ¢/(0) = 0; es decir, ¢/(0) es ortogonal a Vg(xp).




El método de los multiplicadores de Lagrange

(Continuacién).

Por otra parte, si f|g tiene un extremo en x, entonces f(c(t)) tiene un

= 0. Por la regla de la cadena,

d
extremo en t = 0. Luego — f(c(t))
dt _—

d /
0= 2 fle()| = Vi(xo)-<(0).

t=0

Asi, Vf(xg) es perpendicular a la tangente a cualquier curva en S'y por
tanto es perpendicular al espacio tangente a S en xg. Como el espacio
perpendicular a este espacio tangente es una recta, V f(xg) y Vg(xg) son
paralelos. Dado que Vg(x¢) # 0, se deduce que V f(x0) es un miiltiplo de
Vg(xo). O




Graficamente

Si al restringir f a una superficie S, tiene un maximo o un minimo en xg,

entonces V f(xg) es perpendicular a S en xg.

N

grad flxg, yg. 29) = VAxg, yp. )

Plane tangent to $

(xg, ¥o. 20)

Surface §
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Graficamente

Si al restringir f a una superficie S, tiene un maximo o un minimo en xg,
entonces V f(xg) es perpendicular a S en xg.

z

1 grad fxg, o, 29) = Vg, 1. 2)

B " Plane tangent to 5
y (xp, ¥o. 2)

.
N

Surface §

. 51/70



Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(z,y) = 2% + 2y? sujeta a

0’ +y°=1
20 = Az
4y = Ny
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Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(z,y) = 2% + 2y? sujeta a
0’ +y°=1

20 = Az
4y = Ny

Rta: 4 puntos criticos: (+1,0) y (0,+1)

f(£1,0) =1 es minimo y f(0,£1) = 2 es maximo.

52/79



Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(z,y) = 2% + 2y? sujeta a

0> +y’=1
2r = A2z
4y = Ny

Rta: 4 puntos criticos: (+1,0) y (0,+1)
f(£1,0) =1 es minimo y f(0,£1) = 2 es maximo.

Ozr+y=1
2r = A
4y = A
r+y = 1



Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(z,y) = 2% + 2y? sujeta a

0> +y’=1
2r = A2z
4y = Ny

Rta: 4 puntos criticos: (+1,0) y (0,+1)
f(£1,0) =1 es minimo y f(0,£1) = 2 es maximo.

Ozr+y=1
2 = A
4y = A
r+y = 1
Rta: 1 punto critico: (2, 1)
f(3,%) =% jes méximo o minimo?

Es minimo.



Ejercicio

3. f(x,y) = 22 — 4%, S es la circunferencia de radio uno, centrada en el
origen.



Ejercicio

3. f(x,y) = 22 — 4%, S es la circunferencia de radio uno, centrada en el
origen.
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Ejercicio

4. Halle graficamente los extremos absolutos de la funcién diferenciable
f sujeta a la restriccién dada por g(x,y) = (curva roja).

1.5

;
0
osf (-

-1

3

_ Unidad 2 s



Ejercicios

5. Maximizar f(z,y,z) = x + z sujeta a la restriccién 22 + y? + 22 = 1.
Interpretar geométricamente.

6. Hallar las dimensiones de la caja rectangular con superficie de 10m? vy
maximo volumen.

e Hallar los extremos de f sujeta a ¢ = 0 para
7. f(z,y) =2 +¢y* y g(z,y) = sen(5/a2 +y?) — 1.
8. flz,y) =2 +y?y glw,y) =2® +y> — 1.

En el 7. se verifica que Vg(P%) = 0, siendo P punto critico de este
problema. En el 8., se observa que g = 0 es una curva de nivel de f y todos
los puntos que cumplen g = 0 son puntos criticos para este problema.



Recorrido

@ Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange

Varias restricciones



Multiplicadores de Lagrange con varias restricciones

Si una superficie S estd definida por varias restricciones

gl(l‘l, e ,iL‘n) =C1,

g2($1, e ,iL‘n) = C2,

gk(T1, -+, Tn) = C,
en las que Vgi(xo), ..., Vgr(zo) son linealmente independientes, se puede
generalizar teorema de los multiplicadores de Lagrange: si f tiene un
maximo o un minimo sobre S en xg, deben existir constantes A, ..., A

tales que
Vf(zo) = MVgi(wo) + - + MVgr(o).



Ejemplo: dos restricciones

Hallar los puntos de extremo de f(x,y,z) = + y + 2 sujeta a las dos
condiciones 22 + 42> =2y z + 2z = 1.
Restricciones:

gl(mayaz):$2+y2_2:0a 92($,y,2):l‘+2—1:0.

Planteo:
Vf(x,% Z) = )\lvf]l(xayvz) +)\2v92($7yaz)a
g1 (:L‘7 Y, Z) = 07
92(1', Y, Z) =0,
es decir:

1 =XM2x+ X1
1 =\ 29+ A0

1 =X20+X1
?+y?—-2 =0,
r+z—1 =0.
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Ejemplo: dos restricciones

Hallar los puntos de extremo de f(x,y,z) = + y + 2 sujeta a las dos
condiciones 22 + 42> =2y z + 2z = 1.
Restricciones:

gl(mayaz):$2+y2_2:0a 92($,y,z):x+z—120.

Planteo:
Vf(x,% Z) = )\lvf]l(xa y»Z) + )\2v92($7y5 Z)a
gl(fIJ,y,Z) :07
92(957972) =0,
es decir:
1 =XM2x+ X1 1 =XM22+ X
1 =X2y+ A0 1 =X 2y
1 =20+ X1 1 =X
z2+9y?2 -2 =0, z2+9y? =2,
r+z—1 =0. r+z =1.

58/79



1 =X22+X =X\ 22=0
1 :)\12y
1 =X
2 +y? =2,
r+z =1.

De (2), A\; #0; de (1), 2 = 0; de (4), y> =2, y = +v2 y de (5), z = 1.
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1 =M2x4+X = N22=0

1 :)\12y
1 =X
r+z =1.

De (2), Ay #0; de (1),  =0; de (4), > =2,y = +v2 y de (5), z = 1.
1
De (2), )\]_ = iﬁ

Posibles puntos de extremo:
0,v/2,1) y (0,-v2,1).

El conjunto de restricciones (;qué forma tiene?) es cerrado y acotado, por
lo que f alcanza alli un maximo y un minimo absolutos.

£(0,v/2,1) =1+ V2, maximo;  f(0,—v2,1) =1 — /2, minimo.




Recorrido

@ Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange

Maximos y minimos globales



Aplicacién a Maximos y minimos globales

Definicién

Sea U una regién abierta en R™ con frontera QU. Decimos que OU es
suave si OU es el conjunto de nivel de una funcién g de clase C! (también
se le dice suave) cuyo gradiente nunca se anula (esto es, Vg # 0).
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Aplicacién a Maximos y minimos globales

Definicién

Sea U una regién abierta en R™ con frontera QU. Decimos que OU es
suave si OU es el conjunto de nivel de una funcién g de clase C! (también
se le dice suave) cuyo gradiente nunca se anula (esto es, Vg # 0).

Estrategia de los multiplicadores de Lagrange para encontrar maximos

y minimos absolutos en regiones con frontera.

Sea f diferenciable sobre una regién cerrada y acotada D = U U 9U, con
U abierto en R" y OU, suave. Para hallar los extremos absolutos de f en
D:

(i) Encontrar todos los puntos criticos de f en U.

(i) Utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange para localizar
todos los puntos criticos de f restringida a OU.

(iii) Calcular el valor de f en todos estos puntos criticos.

(iv) Comparar todos estos valores y seleccionar el mayor y el menor.

e 61779




Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 22 + 232 sujeta a 2> +y? < 1.
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Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 22 + 232 sujeta a 2> +y? < 1.
® En el interior, U = {(z,y) € R? : 2% + ¢y* < 1}:

Viz,y)=02r=0,4y=02=0,y=0.

Punto critico: (0,0); f(0,0) = 0.
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Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 2% + 2y sujeta a 2% + y? < 1.
® En el interior, U = {(z,y) € R? : 2% + ¢y* < 1}:

Viz,y)=02r=0,4y=02=0,y=0.

Punto critico: (0,0); f(0,0) = 0.

* En la frontera, U = {(z,y) € R*:

2x
4y
%+ y2

Unidad 2
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Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 2% + 2y sujeta a 2% + y? < 1.
® En el interior, U = {(z,y) € R? : 2% + ¢y* < 1}:

Viz,y)=02r=0,4y=02=0,y=0.

Punto critico: (0,0); f(0,0) = 0.
® En la frontera, U = {(z,y) € R? : 2® + y* = 1}:

20 = Az
y = Ny

Puntos criticos: (£1,0) y (0,£1); f(£1,0) =1, f(0,£1) = 2.
£(0,0) =0 es minimo y f(0,£1) =2 es maximo.



Recorrido

@ Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange

Criterio de la derivada segunda para extremos condicionados



Crit. der. seg. extr. cond., caso n = 2

Definicién (Matriz hessiana orlada)

Sean f: U C R? — R la funcién objetivo y g: U C R? — R, la restriccién,
ambas suaves (al menos C?). Se define la funcién auxiliar (Lagrangiano)

h=f—MXg
y la matriz hessiana orlada
_ . 9y dg -
ox oy

dg @ 0%h
Ox 0x2 0Oz dy
dg 8%h  O%h
oy Oyor  Oy?

5
!
|
|




Crit. der. seg. extr. cond., caso n = 2

Sean f: U CR? - R yg: UCR? = R suaves (al menos C?). Sea
vo € U, g(vo) =c¢, y sea S la curva de nivel de g correspondiente al valor

c. Supongamos que Vg(vo) # 0 y que existe un ndmero real A tal que

Vf(vo) = AVg(vo).

Formamos la funcion auxiliar h = f — \g y el determinante de la matriz
hessiana orlada, |H|.
Entonces:

(i) Si|H| > 0, entonces v es un punto de maximo local de f|s.
(i) Si|H| < 0, entonces vy es un punto de minimo local de f|s.

(iii) Si |H| =0, el criterio no es concluyente y vy puede ser un punto de
maximo, un punto de minimo o ninguna de las dos cosas.




Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Extremos de f(x1,...,x,) sujeta a g(z1,...,2,) = ¢
matriz hessiana orlada para la funcién auxiliar

h(z1,... 20, N) = f(z1,...

, Tp) — )\(g(xl, R c)

oy 99 _9g _ 99 7
0x1 0xa Oxy,
dg 9%h 9%h 9%h
_87.1‘1 0z2 0x10x2 0x10xy,
g—| _ % _&h & &k
Oxry  Ox9011 8$§ O0x20x,,
dg 0%h 0%h 9%h
L _&cn 0xp,0x1 O0xp0xo 87:% J

Luego examinamos los determinantes de las submatrices diagonales
de orden > 3 en los puntos criticos de h.
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

0 _99
0 99 99 ox
Jdry 22 _AQQ, ?iﬁ
89 82}1 82}7, 8x1 8x%
Oz1 023 Oz10x2 <0 _Og 9%h
__fEl 0%h Qiﬁ Ory  Ox20x1
Oxa  Oxo0x1 ox3 99 8%h
Oxrz  Ox30x1

_99
Oxo
02h
0x10x2
o
8x§
92h

Ox30x2

_%g
oxs
02h
Ox10x3
9%h
8$28x3
h
azg

<0,...

Si todos son negativos, estamos en un punto de minimo local de f|g. Si
alternan los signos (esto es, >0, <0, >0, <0,...), entonces estamos
en un punto de maximo local. Si todos son distintos de cero y no encajan
en ninguno de estos patrones, entonces el punto no es ni de maximo ni de

minimo (se dice que es de tipo silla de montar).
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Hallar los extremos de f(x,y,z) = xzyz en la superficie de la esfera unidad
x? + 3% + 22 = 1, utilizando el criterio de la derivada segunda.

Buscamos puntos criticos de f|g, haciendo Vh = 0 para

h(z,y,z,A) = zyz — X (2% + y? + 22 — 1). se obtiene

yz =2\x,
rz =2y,
Ty =2z,

2 4+y2+22 =1

Asi, Si A =0, las soluciones son
(x,y,2,\) = (:l:l,0,0,0), (O,:l:l,O,()), (0,0,+1,0), con valor de f igual a
0. Si A # 0, entonces 22 = y? = 22 = l agrengando 6 puntos criticos,
1 1
(= f’i\f’ \f) con f = :l:g\f Son 14 puntos criticos de h en total.

v
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Ejemplo (Cont.)

77 Y z A f(z,y,2)
+A | *1 0 0 0 0
+B 0 +1 0 0 0
+C 0 0 +1 0 0
D | V3/3 V3/3 V3/3 | V3/6 | V3/9
E | —V3/3 3/3 3/3 | —V/3/6 | —/3/9
F | V3/3 —V3/3 V3/3 | —v/3/6 | —/3/9
G | V3/3 V3/3 —V3/3|-v3/6| —/3/9
H | —V3/3 —V/3/3 /3/3 | V3/6 V3/9
I | —V/3/3 V3/3 —V3/3| V3/6 V3/9
J | V3/3 —V3/3 —3/3| V3/6 | /3/9
K | —V3/3 —V3/3 —3/3| —v3/6 | —/3/9
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Ejemplo (Cont.)
El subdeterminante de la hessiana orlada (usando z e y):

dg dg
O T Ty
9g  &h  oh U~ =y
|He|=| = =5 =| -2z -2\ 2
ox 0x2 0z dy 9 )
dg 9*h  9%h ey 2=
Oy Oyor  Oy*

=8 22 + 8\y? + 8zyz = 8\ (2% + 2 + 222).

sign(|Ha|) = sign A = sign(zyz),
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Ejemplo (Cont.)

g %8 g9 &
ox y 0z
99 @ 0h 0%h 0 —2x —2y —2z
|Hy| = dr 90z? Oxdy Oxdz |_ | 2z -2\ =z y
o _9% 9%h @ #h | 7| -2y 2z 22 =z
oy Oyox 6512 Oy 0z -2z y z =2\
g 0’h 5*h @
0z 0z0x 0z0y 022 )

En los puntos criticos se obtiene que |Hs| = +4 en £A, £B, +C, y

16
|Hs| = —— en los otros ocho puntos.
3

Por tanto: - en E, F,G, K se tiene |Ha| < 0y |Hs| < 0 = minimo local; -
en D, H,1I,J setiene |[Ha| > 0y |Hz| < 0= maximo local; - en
+A,+B,+C el criterio indica puntos de silla.
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Ejemplo (Cont.)

z Yy z A f(@,y,2) | sg(|Ha|) | sg(|H3|)
+A +1 0 0 0 0 0 1
+B 0 +1 0 0 0 0 1
+C 0 0 +1 0 0 0 1
D V3/3 V3/3 V3/3 V3/6 V3/9 1 -1
E | —V/3/3  V3/3 Vv3/3 | —V3/6 | —V/3/9 =il -1
F Vv3/3 —=V3/3  V3/3 | —V3/6 | —V/3/9 = -1
G V3/3 Vv3/3 —V3/3 | —V3/6 | —V/3/9 =il =il
H | —V/3/3 —V3/3 /3/3 V3/6 V3/9 1 -1
I | —v3/3 V3/3 —V3/3| V3/6 V3/9 1 -1
J V3/3  —V3/3  —/3/3 | V/3/6 V3/9 1 -1
K | —v3/3 —3/3 —V3/3 | —v3/6 | —/3/9 =il -1
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Ejercicio

los extremos de f sujeta a las restricciones enunciadas:

L y) = xy, sujeta a w2 4+ 2% = 1.
Ly, 2) =a —y+ 2, sujeta a x4y’ + 22 =2,
Ly.2) =a+y+ oz osujetaan? -yt =1,20+ 2 = 1.
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Recorrido

©® Método del descenso del gradiente



Idea

Dada f: A C R" — R diferenciable y dado xg € A:
x1 = x0 — YV f(x0)"

para cierto v > 0 pequefio. En este caso,

f(x1) < f(x0)-

Férmula de recurrencia

Semilla: xg € A.
Xn+1 = Xp — /anf(xn)T
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Ejemplo de MML

Consider a quadratic function in two dimensions

r([]) =5 =l ][] -6 @ [5] = ot voree s v 103 -0,
with gradient
W([ij) =21 @] E 210} —[5 3] = (221 +72—5, 21 +20w—3)

Elegimos:

Ty = [:ﬂ , y v =0,085

-3 —12] _ [-1,98] [-1,32
e [1} — 0,085 [26] - [ 1,21 ] P [0,42} ’



iCudndo se termina? (ver excel)
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Remark. Gradient descent can be relatively slow close to the minimum:
Its asymptotic rate of convergence is inferior to many other methods. Us-
ing the ball rolling down the hill analogy, when the surface is a long, thin
valley, the problem is poorly conditioned (Trefethen and Bau III, 1997).
For poorly conditioned convex problems, gradient descent increasingly
“zigzags” as the gradients point nearly orthogonally to the shortest di-
rection to a minimum point; see Figure 7.3. &
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For poorly conditioned convex problems, gradient descent increasingly
“zigzags” as the gradients point nearly orthogonally to the shortest di-
rection to a minimum point; see Figure 7.3. &

Adaptive gradient methods rescale the step-size at each iteration, de-

pending on local properties of the function. There are two simple heuris-
tics (Toussaint, 2012):

= When the function value increases after a gradient step, the step-size
was too large. Undo the step and decrease the step-size.

= When the function value decreases the step could have been larger. Try
to increase the step-size.
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