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Integral de una funcién de una variable

Dadas f definida y acotada en [a,b] y una particién P de [a, ]
P={xo,x1,  ,xn},a=x9 <] < -+ < Ty =0,
a partir de una coleccién de puntos muestra asociada a P:
x] € [xo,x1], -+ , X € [Tn_1,Tp),

se define la integral de Riemann de f como

/ f(z)dx = | H Zf (x3)Axy, si el limite existe.
'p
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Integral de una funcién de una variable

Dadas f definida y acotada en [a,b] y una particién P de [a, ]
P={xo,x1,  ,xn},a=x9 <] < -+ < Ty =0,
a partir de una coleccién de puntos muestra asociada a P:
x] € [xo,x1], -+ , X € [Tn_1,Tp),

se define la integral de Riemann de f como

/ f(z)dx = | H Zf xy) Az, si el limite existe.
7)

Aplicaciones:

b
0(z)de =1 o(zp)A
[ 1= i, > e
d(xk)

 —

-~
Az
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Volimenes de sélidos sobre regiones rectangulares.

Sea R un rectangulo con los lados paralelos a los ejes, que se expresa
como [a, b] X [¢,d].

Definicion

El volumen de la regién que estd sobre R y bajo la grafica de una funcién
continua no negativa f se llama integral doble de f sobre R y se anota

J[vwwiro ([ zay
R R

Dar ejemplos (prismas, semiesfera).
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Principio de Cavalieri e integrales iteradas

Z 4
Graph of z = f(x, )

x y =g}

Ly a®

Unidad 3

z

8/59



Definicion de integral doble sobre rectangulos

R =[a,b] X [¢,d]

R [aa]

vl
Az

0 \ a b

P,

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo R. Definimos una
particién de R, formada por n x n subrectangulos y formamos la suma de
Riemann S, = Y"1 | >0 f(Pu)AA.

Si el lim,, .~ S, existe para cualquier eleccién de Pj, se dice que f es
integrable sobre R. En este caso, la integral doble de f sobre R es el
limite de las sumas S, y se puede representar por

//Rf(a:,y)dA, //Rf(a:,y)d:cdy o //Rfd:cdy.

. Unidad 3 9/50



Propiedad

Teorema (Condicién suficiente para la integrabilidad)

1. Si f es continua en un rectangulo R cerrado, es integrable en R.

2. Si f es acotada sobre un rectdngulo R y el conjunto de puntos donde
f es discontinua esta contenido en una unién finita de graficas de
funciones continuas, entonces f es integrable en R.

Break in the
surface

A “broken surface” ==f(x.»)

yau | >

Set of discontinuities of / x o o
Set of discontinuities of
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Propiedades de las integrales dobles

Teorema (Propiedades de las integrales dobles)

Si f y g son funciones integrables sobre el rectingulo R, y ¢ es una
constante, entonces:

1. //R[f(w,y)Jrg(x,y)]dA—//Rf(w,y)dAJr//Rg(x,y)dA
2. // cf(:c,y)dA:c/ Flz,y)dA

3. Si f(z,y) < g(x,y) para todo (z,y) € R,

/ f(z,y)dA < // z,y)d
.| [[ seaa] < [[ 11 iaa
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Propiedades de las integrales dobles

Teorema (Propiedades de las integrales dobles, Cont.)

5. Si Ry, Rs,...,R,, son rectangulos con interiores disjuntos dos a dos, f
es acotada e integrable sobre cada R; y Q = R URsU---UR,, es
un rectangulo, entonces f es integrable en Q) y

/ /Q f(z, y)dA = é / /R )i
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Teorema de Fubini

Teorema (Teorema de Fubini)

Si f es continua en la region rectangular R = [a,b] X [c, d], entonces

/ab/cdf(x,y)dydxz/CdLbf(x,y)dxdy://Rf(x,y)dA_

. 14759
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Regiones y-simples

Dadas ¢1 : [a,b] = Ry ¢2 : [a,b] — R tales que ¢1(x) < ¢2(x) para todo
x € [a,b], el conjunto

D= {(‘Tay) eER’:ze [a7b]7 (251(.7?) Sy< ¢2($)}

se llama y-simple. La frontera de D estd formada por segmentos verticales
y las gréficas de funciones continuas de x definidas en [a, b].
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Regiones z-simples
Dadas 1 : [¢,d] = Ry 99 : [¢,d] — R tales que 91 (y) < ¥2(y) para todo

y € [c,d], el conjunto

D = {(x,y) ceR?:yeled, i(y) <z < 1/12(9)}

se llama z-simple. La frontera de D estd formada por segmentos
horizontales y las graficas de funciones continuas de y definidas en [c, d].

v R r
x=Y()
d d T d '_\'
IZIZ’) D ix =9, () »\ D X =v20) D x = Y5
c ¢ _C-\x:q/l(y) c !
X X X
] Unidad 3
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Regiones simples o elementales

Son aquellas regiones que son y-simples y x-simples a la vez.
Analizar y dibujar ejemplos.



Regiones simples o elementales

Son aquellas regiones que son y-simples y x-simples a la vez.
Analizar y dibujar ejemplos.

d\‘ 9 y YA
d| d
[¢ < 4 C | c -
0 a bx o0 a b x 0 a b X

. 18759



La integral sobre una regién elemental

Definicién
Si D es una region elemental, R es un rectangulo tal que D C Ry f es
una funcién continua (y por lo tanto acotada) f : D — R, entonces se
define la funcién f*: R — R por

* _ f(xvy)a Si (x,y)ED,
Fi(z,y) = { 0, si (z,y) € D, (x,y) € R.

Entonces, podemos definir

[ rewaas= [[ rayaa

Observacion: f* es acotada (ya que f lo es) y es continua excepto
posiblemente en D. Como 0D estd formada por graficas de funciones
continuas, f* es integrable sobre R.




Integral doble sobre regiones elementales

z V4

( Graph of z = f(x, ) Graph of /'

. - . 9
I I I I
| c | d : c | d
| - | A | > )
7 (4 % | s
1,7 I 7 7 I 7
v D 4 V D 2
R
x Elementary region x

//fxy )dA = //f r,y)d
:/ / f*(x,y)dydx:/d/bf*(x,y)dxdy
//jw asydydm—// f(z,y) dz dy.

. 2050



Teorema

® Si D es una region y-simple, entonces

¢2 ()
//fxydA // f(z,y) dy dzx.
é1(

® Si D es una region z-simple, entonces

¥2(y)
//fxydA // fz,y)dx dy.
¥1(y)

Caso especial: area de D

Si f(z,y) =1 para todo (z,y) € D, [}, f(x,y) dA es el drea de D (vol.
sélido altura 1). Ademds

//DldA:/ab/fj)ldydxz/ab(¢>2(x)—(;sl(x)) dz

que coincide con la férmula vista en AMI.

s 2159

A,
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Desigualdad del valor medio

Si f es acotada en D, existen m y M tales que m < f(x,y) < M para
todo (x,y) € D. Luego

m-A(D) < //Df(ac,y)dA < M- A(D).



Desigualdad del valor medio

Si f es acotada en D, existen m y M tales que m < f(x,y) < M para
todo (x,y) € D. Luego

g/ F(z,y)dA < M - A(D).
D

Ejemplo: probar que

1
(1 —cos(1 // sen(w) —————dxdy <1.
2 01]x[01] 1+ (2y)?



Ejemplo

sen(x)

1
Probar que: —(1 —cos(1)) < // ————dxdy <1.
5 ) 01]x[01] 1+ (zy)*



Ejemplo

1
Probar que:  —(1 — cos( // sen(z) ————drdy < 1.
2 01]x[01] 1+ (zy)*

Sean 0<z<1,0<y < 1.

1 1
e < 1<1,1<1 1<2y1> > .
<(zy)* <1, 1<1+4(zy)" <2y 2 T @i 2 2
'senx>0'|ueoﬂ> 1senac
=T e 14 (zy)* = 2

1 sen T
L fsenmdxdyg// 7dxdy§// ldxdy = 1.
//[0,1]2 2 12 1+ (zy)* [0,1)2



Ejemplo

1
Probar que:  —(1 — cos( // sen(z) ————drdy < 1.
2 01]x[01] 1+ (zy)*

Sean 0<z<1,0<y < 1.
'0§(1:y)4§1,1§1+(a:y)4§2y121

sen S 1
1+ (zy)* = 2

1 sen T
L fsenmdxdyg// 7dxdy§// ldxdy = 1.
//[0,1]2 2 12 1+ (zy)* [0,1)2

Como

1 1
// %senxdxdyzé(/ senxdm) (/ dy) 2 (1 —cosl),
[0,1)? 0 0

se concluye que

1 sen(x
—(1 — 1) d dy < 1.
2( o8 //0121+ (zy)? Y

® senzx > 0; luego sen .



Ilgualdad del valor medio

Teorema (Teorema del valor medio par integrales dobles)

Si f: D — R es continua y D es elemental, entonces para algin punto
(x0,y0) € D se cumple

/ /D £(,5) dA = f(a0,90) A(D),

donde A(D) es el drea de D.
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Definicidn

Sean B = [a,b] X [¢,d] X [p, q] un paralelepipedo (una caja o rectdngulo
generalizado) y f, una funcién definida en B. Dividimos los tres lados de
B en n partes iguales y sumamos:

Su =D fleijr)AV
i=1 j=1 k=1

donde c;;i es un punto de B;;y, el ijk-ésimo paralelepipedo en la particién
de By AV es el volumen de B;jy.

By

-

/4\

pd -



Definicidon

Unidad 3
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Definicidn

Definicidn

Sea f(x,y, z) acotada, definida en B. Si

lim S, =S

n—00

existe y es independiente de la eleccién de c;;;, decimos que f es
integrable y llamamos a S integral triple de f en B y se anota

[ [ff s o ff] oo




Propiedades

Las funciones continuas definidas en un paralelepipedo B (box) son
integrables, igual que las funciones acotadas cuyas discontinuidades estan
contenidas en graficas de funciones continuas (como z = g(x,y)). Las
demas propiedades que valen para integrales dobles también se cumplen
para integrales triples. En particular, vale el Teorema de Fubini:
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Propiedades

Las funciones continuas definidas en un paralelepipedo B (box) son
integrables, igual que las funciones acotadas cuyas discontinuidades estan
contenidas en graficas de funciones continuas (como z = g(x,y)). Las
demas propiedades que valen para integrales dobles también se cumplen
para integrales triples. En particular, vale el Teorema de Fubini:

Teorema (Teorema de Fubini: Reduccién a integrales iteradas.)

Sea f(x,y,z) una funcién integrable en la caja B = [a,b] X [c,d] X [p,q].
Cualquier integral iterada, si existe, es igual a la integral triple; esto es,

///B flrm e dedyds = /ab/cd/pq F(z,y,2) dz dy dz
- /ab/pq/cdf(x’yvz) dydzdr = - -

En total, hay seis ordenes de integracion posibles.




Regiones elementales

Una regién elemental en R? es aquella en la que una de las variables est4
entre dos funciones de las otras dos variables, siendo los dominios de estas
funciones una regién elemental (esto es, z-simple o y-simple) en el plano.

z z
j — == B y) /I T 7’;’2?: Y, ¥)

/ i c l\,d\
4T Lz=yGy) D | Y
J\ g S §

b T H T,

y
,//\;’ o
X y=0,x)

Y=, ey
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Integrales triples sobre regiones elementales

Supongamos que W es una regién elemental en la que z se mueve entre
dos funciones de x e y. Entonces, o bien

(1)2(5” /,_l/)
// fz,y,z dxdydz—/ / / flz,y, z)dzdydz,
$1(z) Jv

1(z,y)
o bien
Y2(y) rr2(z,y)
/// fx,y, =z dmdydz—// / f(x,y, z)dz dx dy.
Y1(y) Im(zy)

Si f =1, obtenemos la integral [[[;, dz dydz, que es el volumen de la
regiéon W.



Integrales triples sobre regiones elementales

b réa(z) ry2(z,y) w2 (y) ry2(w,y)
/ / / f(z,y,2)dz dy dz; / / / f(z,y,2)dzdz dy.
a Jo1(z) Jvi(z,y) ¥1(y) Ivi(z,y)

z

L

T 2= )
e WV

j/H ~\1 z= Y2 (x, )
z=7x, )
DY/ | Tk
—_

‘_\~~ P ¥ «
y= ¢2(x) \(/Zz Yl(x) »)

Unidad 3

7 d
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Ejemplo

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(z,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z = 9 — 22 — y? y los planos z = z,
x=2yy=1, en el primer octante.

34/59



Ejemplo

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(z,y, z) sobre el sélido
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Ejemplo

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(z,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z = 9 — 22 — y? y los planos z = z,
x=2yy=1, en el primer octante.

2 1 p9—ax24y2
/ / / flz,y, z)dzdydz.
0 JOo Jz

Unidad 3 34 /59



Ejercicio

Sea W la regidn limitada por los planos z =0, y =0, z = 2 y la superficie
2z = 22 4+ y?, que estd en el primer octante.

@ Realizar un esbozo de la regién.

® Calcular /// rdxdydz.
w
/// rdrdydz =
w

V2 pV2—2? 2
= / / / rdzdydx
0 0 z2+y2

82
15

Unidad 3 35/59
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Férmula del cambio de variables, relacion con la vista en
AMI

b
/ F(9(2)g (@)de =

. 17759



Férmula del cambio de variables, relacion con la vista en
AMI

. 17759



Férmula del cambio de variables, relacion con la vista en
AMI

b g(b)
[ sttng@ie = [ ) au

Teorema (Cambio de variables en integrales dobles)

Sean D y D* regiones elementales del plano y sea T : D* — D de clase
C1; supdngase que T es inyectiva y que D = T(D*). Entonces, para
cualquier funcion integrable f : D — R, se tiene

J[ tendeas= [[ 1o, swn) 500

du dv.




Integrales dobles en coordenadas polares

FIGURA 15.21 Laregion R: gi(f) = r = go(f), &« = # = [3, estd contenida en la region con
forma de abanico @: 0 = r = a, @ = 6§ = 3. La particion de O mediante arcos de circunferencia
y rayos induce una particion de R.

. Unidad 3 38750



Sector grande

Radio interior: %(n{ - _r) Af

Radio exterior: % (rk + %) AB.

FIGURA 15.22  La observacion de que

Ads = ( area del sec- ) _ ( area del sec- )
Sk tor més grande tor mas pequefia

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

Unidad 3 39/59



Transformacion:

Sector grande

Radio interior: %(rk - _r) Af

Radio exterior: %(n + ﬁ) AB.

2

FIGURA 15.22  La observacion de que

area del sec- arca del sec-
AA&- - ( ) - ( a il
ti tor mas pequena

or mas grande

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

T(r,0) = (rcosf,rsenf)

Unidad 3

)
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Sector grande

Transformacion:

Radio interior: %(rk - —) Af

Radio exterior: %(n + —) AB.

2

FIGURA 15.22  La observacion de que

area del sec- arca del sec-
AA&- - ( ) - ( a il
ti tor mas pequena

or mas grande

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

T(r,0) = (rcosf,rsenf)

Jacobiano:
Oz Oz
r 0 _
or 00

Unidad 3

)
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Transformacion:

Jacobiano:
Oz Oz
r 0
.
or 00

Sector grande

Radio interior: %(rk - _r) Af

Radio exterior: %(n + —) AB.

2

FIGURA 15.22

area del sec- area del sec-
Adg = . - . .
tor més grande tor mas pequena

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

= (rcosf,rsend)

cos

senf rcosd

—rsen 6
=|rl=r.

Unidad 3

La observacion de que

)
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Ejercicio

Cambie la integral cartesiana

2 \4—y?
/ / (22 + y?)dxdy
o Jo

por una integral polar equivalente. Luego evalle la integral polar.

40/59



Nota sobre el cambio en integrales triples

Las coordenadas cilindricas aparecen cuando aplicamos coordenadas
polares en el plano xy. Hay mas casos pero nos limitaremos a este.



Nota sobre el cambio en integrales triples

Las coordenadas cilindricas aparecen cuando aplicamos coordenadas
polares en el plano xy. Hay mas casos pero nos limitaremos a este.
El jacobiano de la transformacién es r, igual que antes.

41/59
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Integrales de linea de campos vectoriales



Recorrido

@ Integrales sobre curvas
Integrales a lo largo de trayectorias



Interpretacion

Unidad 3

Q>
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Interpretacidn

a
/cfds - ff(f(i))lr’(tﬂdt.

Imagenes tomadas del sitio web de Khan Academy.

- Unidad 3 e



Integrales a lo largo de trayectorias

Z

al/tura flx,y)

. 46759



Integrales a lo largo de trayectorias

Definicién (Integrales a lo largo de trayectorias en el plano)

La integral de f(x,y) a lo largo de la trayectoria c esta definida cuando
c: [a,b] — R? es de clase C! y la funcién compuesta t — f(z(t),y(t)) es
continua en [a, b]. Definimos esta integral por

b
/fds:/ f(z@),y@) || (t)]| dt.

A veces, /fds se denota por /f z,y)ds o [ f(c(t))|lc'(t)]dt.

Si ¢ es sélo C'! a trozos o f o ¢ es continua a trozos, definimos fc fds
descomponiendo [a, b] en segmentos sobre los cuales f(c(t))||c/(t)] sea
continua, sumando las integrales sobre los segmentos.




Integrales a lo largo de trayectorias

Definicién (Integrales a lo largo de trayectorias en el espacio)

La integral de f(x,y,z) a lo largo de la trayectoria c estd definida cuando
c: [a,b] — R3 es de clase C' y la funcién compuesta
t — f(x(t),y(t), 2(t)) es continua en [a,b]. Definimos esta integral por

b

A veces, /fds se denota por /f z,y,z)ds o [ f(c(t))|c(t)]|dt.

Si c es sélo C! a trozos o f o ¢ es continua a trozos, definimos f fds
descomponiendo [a, b] en segmentos sobre los cuales f(c(t))||c/(t)|| sea
continua, sumando las integrales sobre los segmentos.




Propiedades

La integral de un campo escalar continuo a lo largo de una trayectoria C':
® es independiente de la parametrizacién de la trayectoria, en tanto sea
Cl.

® es independiente del sentido de recorrido de la curva.



Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

Calcular la integral de linea del campo escalar dado por

fla,y) =32 +y°

a lo largo de la curva C que es la circunferencia de ecuacién z2 + y? = 4.



Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

Calcular la integral de linea del campo escalar dado por

fla,y) = 32" +y°

a lo largo de la curva C que es la circunferencia de ecuacién z2 + y? = 4.
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Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

Calcular la integral de linea del campo escalar dado por

fla,y) =32 +y°

a lo largo de la curva C que es la circunferencia de ecuacién z2 + y? = 4.
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Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

Calcular la integral de linea del campo escalar dado por

fla,y) = 32" +y°

a lo largo de la curva C que es la circunferencia de ecuacién z2 + y? =

nl i
i u!mnm!

4.

52/59



Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

C:r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t <2m; 1'(t) = (—2sen(t),2cos(t))

. 53/59



Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

C:r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t <2m; 1'(t) = (—2sen(t),2cos(t))

2n’

[ereas= [ e ol -

0

. 53/59



Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

C:r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t <2m; 1'(t) = (—2sen(t),2cos(t))

2n’

/ (3r%+y?) ds = (r(t)|r'(t)|dt = /2ﬂ(3-40082(t)+4sin2(t)) 2dt
C 0

0

2 2
=24 / cos®(t)dt + 8 / sen?(t)dt = 247 + 81 = 32m.
0 0

. 53/59
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Definicién de la integral de linea

Definicién (Integrales de linea)

Sea F un campo vectorial en R? continuo sobre la trayectoria C!

c: [a,b] — R3. Definimos /F - ds, la integral de linea de F a lo largo de
c, por la férmula ¢

/CF-ds: /abF(c(t)) -c/(t) dt.

Como sucede con las funciones escalares, también podemos definir

J.F-dssiF(c(t)) - c/(t) es sélo continua a trozos: integramos el producto
escalar de F con ¢’ sobre el intervalo [a, b].




Propiedades

La integral de linea de un campo vectorial continuo sobre de una
trayectoria C'!:

® es independiente de la parametrizacion de la trayectoria, en tanto sea

C:
/F-ds-/F-dr.
c C

® es dependiente del sentido de recorrido de la curva.



Ejemplo

Sean el campo vectorial F y las curvas C, Cy y C5 dados en el siguiente

grafico:
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Ejemplo

Sean el campo vectorial F y las curvas C, Cy y C5 dados en el siguiente
grafico:
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El valor de [ F-Tds es0; el valor de [, F-Tds es negativo; el valor
de o, F - Tds es cercano a 0.



Ejercicio

Calcular la integral [ F - dr para F(z,y) = (x, —y) sobre c(t) = (t,t),
0<t< 1.



Ejercicio

(t,1),

(x, —y) sobre c(t)

Calcular la integral [ F - dr para F(z,y)

0<t< 1.
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Ejercicio

(t,1),

(x, —y) sobre c(t)

Calcular la integral [ F - dr para F(z,y)

0<t< 1.
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Ejercicio

Calcular la integral [ F - dr para F(z,y) = (x,—y) sobre
c(t)=(t,2—1),0<t <2



Ejercicio

Calcular la integral [ F - dr para F(z,y) = (x,—y) sobre
c(t)=(t,2—1t),0<t <2
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Ejercicio

Calcular la integral [ F - dr para F(z,y) = (x,—y) sobre
c(t)=(t,2—1t),0<t <2
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