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Definiciones y notación

Definición (Funciones de clase C1 y C2)

La función f : Rn → R es de clase C1 o diferenciable con continuidad, si
todas sus derivadas parciales existen y son continuas.
f es de clase C2 o dos veces diferenciable con continuidad, si las derivadas
parciales de f tienen derivadas parciales continuas.
f es de clase C3 o tres veces diferenciable con continuidad, si las derivadas
parciales de tercer orden de f son continuas.

Notación para las derivadas parciales de segundo orden:

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
= fxx,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
= fyx,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
= fxy,

∂2f

∂y∂z
=

∂

∂y

(
∂f

∂z

)
= fzy, etc.

Derivadas parciales iteradas; derivadas parciales cruzadas o mixtas.
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Ejemplo

Halle las derivadas parciales de segundo orden de f(x, y) = xey + yx2.

fx(x, y) = ey + 2xy; fy(x, y)xe
y + x2,

fxx(x, y) = 2y; fxy(x, y) = ey +2x, fyx(x, y) = ey +2x, fyy(x, y) = xey.

Halle las derivadas parciales de segundo orden de
f(x, y, z) = exy + z cos(x).

fx(x, y, z) = yexy − z sen(x); fy(x, y, z)xe
xy, fz(x, y, z) = cos(x),

fzx(x, y, z) = − sen(x); fxz(x, y, z) = − sen(x), etc.
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Derivadas de segundo orden mixtas de campos escalares

Teorema (Igualdad de las derivadas cruzadas, Teorema de Clairaut)

Si f(x, y) es de clase C2, entonces las derivadas parciales cruzadas son
iguales:

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
.

Sin demostración.

Ejemplo: f(x, y) = x4y3 − x8 + y4.

fx = 4x3y3 − 8x7, fy = 3x4y2 + 4y3

fxx = 12x2y3 − 56x6, fxy = 12x3y2 = fyx, fyy = 6x4y + 12y2

fxxy = 36x2y2 = fxyx = fyxx
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Derivadas de segundo orden

Definición (Forma cuadrática)
Una forma cuadrática es una función g : Rn → R definida por

g(h1, · · · , hn)=[h1, · · · , hn]

 a11 a12 · · · a1n
...

...
an1 an2 · · · ann


 h1

...
hn

= n∑
i,j=1

aijhihj ,

donde [aij ] es una matriz n× n.
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Matriz Hessiana

Definición (Hessiana)
Sea f : U ⊂ Rn → R con derivadas de segundo orden continuas para
i, j = 1, · · · , n en el punto x0 ∈ U . La matriz hessiana de f en x0 está
formada por las derivadas de segundo orden de f en x0 e induce la forma
cuadrática definida por

Hf(x0)(h) =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x0)hihj

= (h1, · · · , hn)

 fx1x1(x0) · · · fx1xn(x0)
...

...
fxnx1(x0) · · · fxnxn(x0)


 h1

...
hn


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Derivadas de campos vectoriales

Si U ⊂ Rn es un conjunto abierto y f : U → Rm es diferenciable en
x0 ∈ U , ya vimos que la diferencial total de f en x0 es la transformación
lineal dada por la matriz Jacobiana:

Jf (x0) =

 f1x1 (x0) · · · f1xn (x0)
...

. . .
...

fmx1
(x0) · · · fmxn

(x0)


Df(x0)(h)︸ ︷︷ ︸

Transformación lineal evaluada en h

= Jf (x0)︸ ︷︷ ︸
Matriz Jacobiana (m×n)

· h︸︷︷︸
Vector de Rn

La diferencial total es la transformación lineal.
La matriz Jacobiana es su representación matricial mediante las
derivadas parciales de primer orden.
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Derivadas de campos vectoriales

Si U ⊂ Rn es un conjunto abierto y f : U → Rm tiene derivadas de
segundo orden en x0 ∈ U , la diferencial total de segundo orden de f es una
aplicación bilineal que va de Rn ×Rn en Rm, determinada por un tensor
de orden 3 (un apilamiento de las m matrices Hessianas de cada función
componente).

La primera derivada asigna a cada punto una transformación lineal (de Rn

en Rm), la derivada segunda asigna a cada punto una transformación
bilineal:

D2f(x0) : Rn × Rn → Rm

D2f(x0)(h, k) =


hT ·Hf1(x0) · k
hT ·Hf2(x0) · k

...
hT ·Hfm(x0) · k


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Series de Taylor para funciones de una variable (repaso AMI)

Definición
Sea f una función con derivadas de todos los órdenes en un intervalo I que
contiene a un punto a. Entonces la serie de Taylor generada por f y
centrada en a es

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n, x ∈ I

y escribimos f ∼
∑∞

n=0
f (n)(a)

n! (x− a)n, x ∈ I.

Las sumas parciales de la serie de Taylor de una función f , centrada en a,
se llaman polinomios de Taylor:

Pn(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f (2)(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n.
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Teorema de convergencia de series de Taylor para una
función real de una variable real

Teorema (Fórmula de Taylor para funciones de una variable)
Si f tiene derivadas de todos los órdenes en un intervalo I = (c, d) y
a ∈ (c, d), entonces para cada x ∈ I y cada n ∈ N existe cn entre a y x tal
que

f(x) = Pn(x) +
f (n+1)(cn)

(n+ 1)!
(x− a)n+1,

donde Pn(x) es el polinomio de grado n y el término

Rn(x) =
f (n+1)(cn)

(n+ 1)!
(x− a)n+1

es el residuo de orden n.
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Fórmula de Taylor para dos variables

Sea f una función de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden n+ 1 son continuas en una región D.

Dados (a, b) ∈ intD y h, k tales que (a+ h, b+ k) ∈ D,

definimos r(t) = (a+ th, b+ tk), 0 ≤ t ≤ 1,

que une (a, b) y (a+ h, b+ k). Entonces:

f(a+ h, b+ k) = f(r(1)); f(a, b) = f(r(0)).

Definimos la función compuesta w por

w(t) := f(r(t)); así: f(a+ h, b+ k) = w(1); f(a, b) = w(0).

Recordando la fórmula de Taylor para w alrededor de 0:

w(t) = w(0) + w′(0)t+ · · ·+ w(n)(0)

n!
tn +

w(n+1)(c)

(n+ 1)!
tn+1,

para algún c entre 0 y t.
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Fórmula de Taylor para dos variables

w(t) = w(0) + w′(0)t+ · · ·+ w(n)(0)

n!
tn +

w(n+1)(c)

(n+ 1)!
tn+1, c entre 0 y t.

w(1) = w(0) + w′(0) + · · ·+ w(n)(0)

n!
+

w(n+1)(c)

(n+ 1)!
, c entre 0 y 1.

Como f y sus derivadas parciales hasta orden n+ 1 son continuas unaa
región rectangular abierta R con centro en (a, b), entonces en R:

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + ...?
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Fórmula de Taylor para dos variables

w(1) = w(0) + w′(0) +
w′′(0)

2!
· · ·+ w(n)(0)

n!
+

w(n+1)(c)

(n+ 1)!
, c entre 0 y 1,

w(t) = f(r(t))

= f(a+ th︸ ︷︷ ︸
x(t)

, b+ tk︸ ︷︷ ︸
y(t)

)

w(0) = f(a, b)

w′(t) = fx(r(t))x
′(t) + fy(r(t))y

′(t)

= fx(a+ th, b+ tk)h+ fy(a+ th, b+ tk)k

w′(0) = fx(a, b)h+ fy(a, b)k= ∇f(a, b)

(
h

k

)
w′′(t) = fxx(a+ th, b+ tk)h2 + fxy(a+ th, b+ tk)hk

+ fyx(a+ th, b+ tk)kh+ fyy(a+ th, b+ tk)k2

w′′(0) = fxx(a, b)h
2 + 2fxy(a, b)hk + fyy(a, b)k

2

=

(
∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)2

f

∣∣∣∣
(a,b)

= (h, k)Hf (a, b)

(
h

k

)
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=

(
∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)2

f

∣∣∣∣
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= (h, k)Hf (a, b)

(
h

k
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Fórmula de Taylor para dos variables

f(a+h, b+k) = f(a, b)+(hfx+kfy)

∣∣∣∣
(a,b)

+
1

2!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)2

f

∣∣∣∣
(a,b)

+· · ·

+
1

n!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n

f

∣∣∣∣
(a,b)

+
1

(n+ 1)!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n+1

f

∣∣∣∣
(a+ch,b+ck)
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Fórmula de Taylor de primer orden, para dos variables

Si f y sus derivadas parciales hasta orden 2 son continuas en una región
rectangular abierta R con centro en (a, b), entonces en R:

f(a+h, b+k) = f(a, b)+(hfx+kfy)

∣∣∣∣
(a,b)

+
1

2!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)2

f

∣∣∣∣
(a+ch,b+ck)

f(a+h, b+ k) = f(a, b)+∇f(a, b)

(
h

k

)
+

1

2!
(h, k)Hf (a+ ch, b+ ck)

(
h

k

)
para cierto c entre 0 y 1.

Observación: la linealización de f en (a, b) coincide con la fórmula
de Taylor de primer orden sin el término de error.
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El Teorema de Taylor para varias variables

Teorema (Fórmula de Taylor de primer orden)
Sea f : U ⊂ Rn → R diferenciable en x0 ∈ U . Entonces,

f(x0 + h) = f(x0) +

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(x0) +R1(x0,h),

donde R1(x0,h)/∥h∥ → 0 cuando h → 0 en Rn.

Acá

R1(x0,h) =
1

2

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(c)hihj ,

donde c es un punto del segmento que une x0 con x0 + h.

Matricialmente:

f(x0 + h) = f(x0) +∇f(x0)h+ hTHf (c)h.
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Ejemplo de Fórmula de Taylor, dos variables

Sea f(x, y) = ex sen(y). Buscamos la Fórmula de Taylor de segundo orden
centrada en (a, b) = (0, 0); estudiamos el error que se comete por usar el
polinomio de Taylor en lugar de f .

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + (hfx + kfy)

∣∣∣∣
(a,b)

+
1

2!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)2

f

∣∣∣∣
(a,b)

+
1

3!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)3

f

∣∣∣∣
(a+ch,b+ck)

f(h, k) = f(0, 0) + (hfx + kfy)

∣∣∣∣
(0,0)

+
1

2!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)2

f

∣∣∣∣
(0,0)

+
1

3!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)3

f

∣∣∣∣
(ch,ck)
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Ejemplo de Fórmula de Taylor, dos variables

f(h, k) = f(0, 0) + (hfx + kfy)

∣∣∣∣
(0,0)

+
1

2!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)2

f

∣∣∣∣
(0,0)

+
1

3!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)3

f

∣∣∣∣
(ch,ck)

fx(x,y)=ex sen(y) fxx(x,y)=ex sen(y) fxxx(x,y)=ex sen(y)

fxy(x,y)=ex cos(y) fxxy(x,y)=ex cos(y)

fy(x,y)=ex cos(y) fyy(x,y)=−ex sen(y) fyyx(x,y)=−ex sen(y) fyyy(x,y)=−ex cos(y)

fx(0,0)=0 fxx(0,0)=0 fxxx(ch,ck)=ech sen(ck)

fxy(0,0)=1 fxxy(ch,ck)=ech cos(ck)

fy(0,0)=1 fyy(0,0)=0 fyyx(ch,ck)=−ech sen(ck) fyyy(ch,ck)=−ech cos(ck)

f(h, k) = 0 + (0 + k) +
1

2
(0 + 2hk + 0)

+
1

6

(
h3ech sen(ck) + 3h2kech cos(ck)− 3hk2ech sen(ck)− k3ech cos(ck)

)
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Teorema (Fórmula de Taylor de segundo orden)
Sea f : U ⊂ Rn → R con derivadas parciales continuas de tercer orden (en
x0 ∈ U). Entonces,

f(x0+h) = f(x0)+

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(x0)+

1

2

n∑
i,j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(x0)+R2(x0,h),

donde R2(x0,h)/∥h∥2 → 0 cuando h → 0 en Rn, y la segunda suma es
sobre todo i y j entre 1 y n (de manera que hay n2 términos).

f(x0 + h) = f(x0) +

(
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn

) h1
...
hn



+
1

2
(h1, · · · , hn)


fx1x1 fx1x2 · · · fx1xn

fx2x1 fx2x2 · · · fx2xn

...
fxnx1 fxnx2 · · · fxnxn


 h1

...
hn

+R2(x0,h),

donde las derivadas se evalúan en x0.
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Teorema (Fórmula de Taylor de segundo orden)
Sea f : U ⊂ Rn → R con derivadas parciales continuas de tercer orden (en
x0 ∈ U). Entonces,

f(x0+h) = f(x0)+

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(x0)+

1

2

n∑
i,j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(x0)+R2(x0,h),

donde R2(x0,h)/∥h∥2 → 0 cuando h → 0 en Rn, y la segunda suma es
sobre todo i y j entre 1 y n (de manera que hay n2 términos).

Acá

R2(x0,h) =

n∑
i,j,k=1

1

3!

∂3f

∂xi∂xj∂xk
(c)hihjhk,

donde c es un punto del segmento que une x0 con x0 + h.
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Otra notación, orden n
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Definición (Puntos de extremo)
Dada f : U ⊂ Rn → R, se dice que x0 ∈ U es un punto de mínimo local
de f si existe un entorno V de x0 tal que para todos los puntos x ∈ V ,
f(x) ≥ f(x0). Análogamente x0 ∈ U es un punto de máximo local de f si
existe un entorno V de x0 tal que para todos los puntos x ∈ V ,
f(x) ≤ f(x0). El punto x0 ∈ U es un punto de extremo local o relativo si
es punto de mínimo local o punto de máximo local. Un punto x0 ∈ U es un
punto crítico de f si, o bien f no es diferenciable en x0, o bien
Df(x0) = 0. Si un punto crítico no es punto de extremo local, se dice que
es un punto de silla.
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Criterio de la derivada primera

Teorema
Si U ⊂ Rn es abierto, la función f : U ⊂ Rn → R es diferenciable y x0 es
un punto de extremo local, entonces Df(x0) = 0, es decir, x0 es un punto
crítico de f .

Demostración.
Supongamos que f alcanza un extremo en x0. Entonces dado h ∈ Rn, la
función compuesta g(t) = f(x0 + th) = (f ◦ c)(t), con c(t) = x0 + th,
tiene un extremo local en t = 0. Por ser g una función real de una variable
real, sabemos que g′(0) = 0. Por otra parte, por la regla de la cadena,
g′(0) = ∇f(c(0)) · c′(0) = ∇f(c(0)) · h. Luego,

∇f(c(0)) · h = 0, para todo h,

y la única manera de que esto sea cierto es que ∇f(c(0)) = 0.
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Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la función dada por

f(x, y) = x2 + y2.

∇f(x, y) = (2x, 2y){
2x = 0
2y = 0

Punto crítico: (0, 0); f(0, 0) = 0 y f(x, y) ≥ 0 para todo (x, y) ∈ R2.
Luego (0, 0) es un punto de mínimo relativo de f . Como es el único punto
crítico, no hay puntos de máximo ni de silla.
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Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la función dada por

f(x, y) = x3 + y3 + 3xy2 − 15x− 15y.

∇f(x, y) = (3x2 + 3y2 − 15, 3y2 + 6xy − 15)

{
3x2 + 3y2 − 15 = 0
3y2 + 6xy − 15 = 0

Puntos críticos: (0,
√
5), (0,−

√
5), (2, 1) y (−2,−1).
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Otra vez: formas cuadráticas

Recordemos:

Definición (Forma cuadrática)
Una forma cuadrática es una función g : Rn → R definida por

g(h1, · · · , hn)=[h1, · · · , hn]

 a11 a12 · · · a1n
...

...
an1 an2 · · · ann


 h1

...
hn

= n∑
i,j=1

aijhihj ,

donde [aij ] es una matriz n× n.

Definición
Una forma cuadrática g : Rn → R es definida positiva si g(h) ≥ 0 para
todo h ∈ Rn y g(0) = 0 sólo si h = 0. Similarmente, g es definida negativa
si g(h) ≤ 0 para todo h ∈ Rn y g(0) = 0 sólo si h = 0.

MC U 2 2026 33 / 95



Otra vez: formas cuadráticas

Recordemos:

Definición (Forma cuadrática)
Una forma cuadrática es una función g : Rn → R definida por

g(h1, · · · , hn)=[h1, · · · , hn]

 a11 a12 · · · a1n
...

...
an1 an2 · · · ann


 h1

...
hn

= n∑
i,j=1

aijhihj ,

donde [aij ] es una matriz n× n.

Definición
Una forma cuadrática g : Rn → R es definida positiva si g(h) ≥ 0 para
todo h ∈ Rn y g(0) = 0 sólo si h = 0. Similarmente, g es definida negativa
si g(h) ≤ 0 para todo h ∈ Rn y g(0) = 0 sólo si h = 0.

MC U 2 2026 33 / 95



Hessiana (matriz y forma cuadrática)

Recordemos:

Definición (Hessiana)
Sea f : U ⊂ Rn → R con derivadas de segundo orden continuas para
i, j = 1, · · · , n en el punto x0 ∈ U . La matriz hessiana de f en x0 está
formada por las derivadas de segundo orden de f en x0 e induce la forma
cuadrática definida por

Hf(x0)(h) =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x0)hihj

= (h1, · · · , hn)

 fx1x1(x0) · · · fx1xn(x0)
...

...
fxnx1(x0) · · · fxnxn(x0)


 h1

...
hn


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Criterio de la derivada segunda

Teorema (Criterio de la derivada segunda)

Si f : U ⊂ Rn → R es de clase C3, x0 ∈ U es un punto crítico de f y la
forma cuadrática hessiana Hf(x0) es definida positiva, entonces x0 es un
punto de mínimo relativo de f . Análogamente, si Hf(x0) es definida
negativa, entonces x0 es un punto de máximo relativo de f .

El teorema también es válido si f es sólo C2.
No lo demostramos.
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Ejemplo

Hallar los extremos de
f(x, y) = x2 + y2.

∇f(x, y) = (2x, 2y), punto crítico (0, 0), Hf(0, 0) =

[
2 0
0 2

]
,

Hf(x0)(h) = (h1, h2)

[
2 0
0 2

](
h1
h2

)
= (h1, h2)

(
2h1
2h2

)
= 2h21 + 2h22 ≥ 0;

Hf(x0)(h) = 0 ⇒ h = 0.

Es decir: Hf(x0) es definida positiva y f presenta un mínimo local en
(0, 0).
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Ejemplo

Hallar los extremos de

f(x, y) = x3 + y3 + 3xy2 − 15x− 15y.{
3x2 + 3y2 − 15 = 0
3y2 + 6xy − 15 = 0

P. críticos: (0,
√
5), (0,−

√
5), (2, 1), (−2,−1) y Hf(x, y) =

[
6x 6y
6y 6y

]
.

Para cada punto crítico x hay que ver si la forma cuadrática Hf(x) es
definida positiva o negativa.

Hf(2, 1)(h) = (h1, h2)

[
12 6
6 6

](
h1
h2

)
= (h1, h2)

(
12h1 + 6h2
6h1 + 6h2

)
= 12h21 + 6h1h2 + 6h1h2 + 6h22 ≥ 0?

En general, no es sencillo...
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Propiedad

Propiedad

Sea H(h) = [h1, h2]

[
a b
c d

] [
h1
h2

]
una forma cuadrática, entonces

H(h) es definida positiva sii a > 0 y det

[
a b
c d

]
> 0. Análogamente,

H(h) es definida negativa sii a < 0 y det

[
a b
c d

]
> 0.
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Propiedad

Propiedad
Una forma cuadrática asociada a una matriz Bn×n, simétrica, es definida
positiva si los determinantes de las n submatrices cuadradas a lo largo de la
diagonal principal son todos mayores que cero. Es definida negativa si los
signos son negativo, positivo, alternando (en este orden). Si los
determinantes son todos distintos de 0, pero la matriz no es definida
positiva ni negativa, el punto crítico será un punto de silla.
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Criterio de la derivada segunda

Teorema (Criterio de la derivada segunda para funciones de dos
variables)

Sea f de clase C3 en un conjunto abierto U ⊂ R2. Un punto (x0, y0) es un
punto de mínimo local (estricto) de f si se cumplen las tres condiciones
siguientes:

1 fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0.
2 fxx(x0, y0) > 0.
3 D = fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− f2

xy(x0, y0) > 0.
El determinante D se llama discriminante de la forma cuadrática hessiana.
Si la condición (2) se cambia por < 0, entonces se trata de un máximo
local (estricto).
Si se tiene D < 0, el punto es de silla.
Si se tiene D = 0, el punto crítico se llama degenerado y debe estudiarse
con otros métodos.
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Ejemplo

Hallar los extremos de

f(x, y) = x3 + y3 + 3xy2 − 15x− 15y.

Puntos críticos: (0,
√
5), (0,−

√
5), (2, 1) y (−2,−1).

Hf(x, y) =

[
6x 6y
6y 6y

]
.

Hf(0,±
√
5) =

[
0 6(±

√
5)

6(±
√
5) 6(±

√
5)

]
; fxx(0,±

√
5) = 0; D = −625 < 0

y así, (0,±
√
5) son puntos de silla de f .

Hf(2, 1) =

[
12 6
6 6

]
; fxx(2, 1) = 12; D = 12 · 6− 36 > 0 y así, (2, 1)

es un punto de mínimo de f .

Hf(−2,−1) =

[
−12 −6
−6 −6

]
; fxx(−2,−1) = −12; D = 12 · 6− 36 > 0

y así, (−2,−1) es un punto de máximo de f .
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Ejemplo
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Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos críticos de f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + xy.

∇f(x, y, z) = (2x+ y, 2y + x, 2z);


2x+ y = 0
2y + x = 0
2z = 0

Punto crítico: P (0, 0, 0);

Hf(x, y, z) =

 2 1 0
1 2 0
0 0 2

 = Hf(0, 0, 0)

D1 = 2; D2 = 3; D3 = 8− 2

Luego f tiene un punto de mínimo en (0, 0, 0).
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Conceptos involucrados

Definición
Supongamos que f : A → R es una función definida en un conjunto A de
R2 o R3. Se dice que un punto x0 ∈ A es un punto de máximo absoluto [o
de mínimo absoluto] de f si f(x) ≤ f(x0) [o f(x) ≥ f(x0)] para todo
x ∈ A.

Definición
Se dice que un conjunto D ∈ Rn es acotado si existe un número M > 0 tal
que ∥x∥ < M para todo x ∈ D. Un conjunto es cerrado si contiene todos
los puntos de su frontera.

Observación:
Un conjunto está acotado si está estrictamente contenido en alguna bola
(que puede ser grande).
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Teorema

Teorema (Teorema de existencia de máximos y mínimos globales)
Sea D cerrado y acotado en Rn, y sea f : D → R continua. Entonces
existen puntos x0 y x1 en D en los cuales f alcanza sus valores máximo y
mínimo.
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Extremos absolutos en regiones cerradas y acotadas

Estrategia para hallar los puntos de máximo y mínimo absolutos en
una región con frontera.
Sea f una función continua de dos variables definida en una región D en
R2 cerrada y acotada, que está limitada por una curva cerrada suave. Para
hallar el máximo y el mínimo absolutos de f en D:

i) Localizar todos los puntos críticos de f en D.
ii) Hallar los puntos críticos de f considerada como una función definida

sólo en ∂D.
iii) Calcular el valor de f en todos estos puntos críticos.
iv) Comparar todos estos valores y seleccionar el mayor y el menor.

Si D es una región limitada por una familia de curvas suaves (como lo es
un cuadrado), se sigue un procedimiento análogo, pero incluyendo en el
paso iii) los puntos donde se unen las curvas (en el caso del cuadrado, las
esquinas).
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Extremos condicionados: restricción en el dominio

f(x, y) = x2 + 2y2 g(x, y) = x2 + y2 − 1

Buscamos los extremos de f sujeta a la restricción g(x, y) = 0.
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El método de los multiplicadores de Lagrange

Teorema (El método de los multiplicadores de Lagrange)

Sean f : U ⊂ Rn → R y g : U ⊂ Rn → R funciones C1 con valores reales.
Sean x0 ∈ U y g(x0) = c, y sea S el conjunto de nivel de g con valor c.
Supongamos que ∇g(x0) ̸= 0. Si f |S , que denota f restringida a S,
alcanza en x0 un extremo local en S, entonces existe un número real λ tal
que

∇f(x0) = λ∇g(x0). (1)

Un punto x0 donde se cumple la (1) se dice que es un punto crítico de f |S .
Demostramos un caso especial: n = 3, aunque vale para n arbitraria.
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El método de los multiplicadores de Lagrange

Demostración.
Si c(t) es una trayectoria en S y c(0) = x0, entonces c′(0) es un vector
tangente a S en x0;

d

dt
g(c(t)) =

d

dt
c = 0, para todo t,

y por otra parte, por la regla de la cadena,

d

dt
g
(
c(t)

)∣∣∣∣
t=0

= ∇g(x0) · c′(0),

de manera que ∇g(x0) · c′(0) = 0; es decir, c′(0) es ortogonal a ∇g(x0).
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El método de los multiplicadores de Lagrange

(Continuación).

Por otra parte, si f |S tiene un extremo en x0, entonces f
(
c(t)

)
tiene un

extremo en t = 0. Luego
d

dt
f
(
c(t)

)∣∣∣∣
t=0

= 0. Por la regla de la cadena,

0 =
d

dt
f
(
c(t)

)∣∣∣∣
t=0

= ∇f(x0) · c′(0).

Así, ∇f(x0) es perpendicular a la tangente a cualquier curva en S y por
tanto es perpendicular al espacio tangente a S en x0. Como el espacio
perpendicular a este espacio tangente es una recta, ∇f(x0) y ∇g(x0) son
paralelos. Dado que ∇g(x0) ̸= 0, se deduce que ∇f(x0) es un múltiplo de
∇g(x0).
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El método de los multiplicadores de Lagrange
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Gráficamente

Si al restringir f a una superficie S, tiene un máximo o un mínimo en x0,
entonces ∇f(x0) es perpendicular a S en x0.
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Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x, y) = x2 + 2y2 sujeta a
1 x2 + y2 = 1 

2x = λ2x
4y = λ2y

x2 + y2 = 1

Rta: 4 puntos críticos: (±1, 0) y (0,±1)
f(±1, 0) = 1 es mínimo y f(0,±1) = 2 es máximo.

2 x+ y = 1 
2x = λ
4y = λ

x+ y = 1

Rta: 1 punto crítico: (23 ,
1
3)

f(23 ,
1
3) =

2
3 ¿es máximo o mínimo?

Es mínimo.
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Ejercicios para entrar en calor

• f(x, y) = x2 − y2, S es la circunferencia de radio uno, centrada en el
origen: plantear e interpretar gráfico.
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Ejercicios para entrar en calor

• Halle gráficamente los extremos absolutos de la función diferenciable f
sujeta a la restricción dada por g(x, y) = (curva roja): resolver
aproximadamente, con la información que brinda el gráfico.
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Ejercicios para entrar en calor

• Maximizar f(x, y, z) = x+ z sujeta a la restricción x2 + y2 + z2 = 1.
Plantear e interpretar geométricamente.

• Hallar las dimensiones de la caja rectangular con superficie de 10m2 y
máximo volumen: plantear.

• Hallar los extremos de f sujeta a g = 0 para

1 f(x, y) = x2 + y2 y g(x, y) = sen(π2
√
x2 + y2)− 1.

2 f(x, y) = x2 + y2 y g(x, y) = x2 + y2 − 1.

En el 1 se verifica que ∇g(P0) = 0, siendo P0 punto crítico de este
problema. En el 2, se observa que g = 0 es una curva de nivel de f y todos
los puntos que cumplen g = 0 son puntos críticos para este problema.
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Multiplicadores de Lagrange con varias restricciones

Si una (hiper)superficie S está definida por varias restricciones
g1(x1, . . . , xn) = c1,

g2(x1, . . . , xn) = c2,

...
gk(x1, . . . , xn) = ck,

en las que k < n y ∇g1(x0), . . . ,∇gk(x0) son linealmente independientes,
se puede generalizar teorema de los multiplicadores de Lagrange: si f tiene
un máximo o un mínimo sobre S en x0, deben existir constantes
λ1, . . . , λk, tales que

∇f(x0) = λ1∇g1(x0) + · · ·+ λk∇gk(x0).
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Ejemplo: dos restricciones
Hallar los puntos de extremo de f(x, y, z) = x+ y + z sujeta a las dos
condiciones x2 + y2 = 2 y x+ z = 1.
Restricciones:

g1(x, y, z) = x2 + y2 − 2 = 0, g2(x, y, z) = x+ z − 1 = 0.

Planteo: 
∇f(x, y, z) = λ1∇g1(x, y, z) + λ2∇g2(x, y, z),
g1(x, y, z) = 0,
g2(x, y, z) = 0,

es decir:
1 = λ1 2x+ λ2 1
1 = λ1 2y + λ2 0
1 = λ1 0 + λ2 1

x2 + y2 − 2 = 0,
x+ z − 1 = 0.


1 = λ1 2x+ λ2

1 = λ1 2y
1 = λ2

x2 + y2 = 2,
x+ z = 1.
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
1 = λ1 2x+ λ2 ⇒ λ1 2x = 0
1 = λ1 2y
1 = λ2

x2 + y2 = 2,
x+ z = 1.

De (2), λ1 ̸= 0; de (1), x = 0; de (4), y2 = 2, y = ±
√
2 y de (5), z = 1.

De (2), λ1 = ± 1

2
√
2
.

Posibles puntos de extremo:

(0,
√
2, 1) y (0,−

√
2, 1).

El conjunto factible (¿qué forma tiene?) es cerrado y acotado, por lo que f
alcanza allí un máximo y un mínimo absolutos.

f(0,
√
2, 1) = 1 +

√
2, máximo; f(0,−

√
2, 1) = 1−

√
2, mínimo.
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Aplicación a Máximos y mínimos globales

Definición
Sea U una región abierta en Rn con frontera ∂U . Decimos que ∂U es
suave si ∂U es el conjunto de nivel de una función g de clase C1 (también
se le dice suave) cuyo gradiente nunca se anula (esto es, ∇g ̸= 0).

Estrategia de los multiplicadores de Lagrange para encontrar máximos
y mínimos absolutos en regiones con frontera.
Sea f diferenciable sobre una región cerrada y acotada D = U ∪ ∂U , con U
abierto en Rn y ∂U , suave. Para hallar los extremos absolutos de f en D:
(i) Encontrar todos los puntos críticos de f en U .
(ii) Utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange para localizar

todos los puntos críticos de f restringida a ∂U .
(iii) Calcular el valor de f en todos estos puntos críticos.
(iv) Comparar todos estos valores y seleccionar el mayor y el menor.
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Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x, y) = x2 + 2y2 sujeta a x2 + y2 ≤ 1.

• En el interior, U =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1

}
:

∇f(x, y) = 0 ⇔ 2x = 0, 4y = 0 ⇔ x = 0, y = 0.

Punto crítico: (0, 0); f(0, 0) = 0.
• En la frontera, ∂U =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1

}
:

2x = λ2x
4y = λ2y

x2 + y2 = 1

Puntos críticos: (±1, 0) y (0,±1); f(±1, 0) = 1, f(0,±1) = 2.
f(0, 0) = 0 es mínimo y f(0,±1) = 2 es máximo.
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∇f(x, y) = 0 ⇔ 2x = 0, 4y = 0 ⇔ x = 0, y = 0.

Punto crítico: (0, 0); f(0, 0) = 0.

• En la frontera, ∂U =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1

}
:

2x = λ2x
4y = λ2y

x2 + y2 = 1

Puntos críticos: (±1, 0) y (0,±1); f(±1, 0) = 1, f(0,±1) = 2.
f(0, 0) = 0 es mínimo y f(0,±1) = 2 es máximo.
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n = 2

Definición (Matriz hessiana orlada)

Sean f : U ⊂ R2 → R la función objetivo y g : U ⊂ R2 → R, la restricción,
ambas suaves (al menos C2). Se define la función auxiliar (Lagrangiano)

h = f − λg

y la matriz hessiana orlada

H̃ =


0 −∂g

∂x
−∂g

∂y

−∂g

∂x

∂2h

∂x2
∂2h

∂x ∂y

−∂g

∂y

∂2h

∂y ∂x

∂2h

∂y2

 .
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n = 2

Teorema
Sean f : U ⊂ R2 → R y g : U ⊂ R2 → R suaves (al menos C2). Sea
v0 ∈ U , g(v0) = c, y sea S la curva de nivel de g correspondiente al valor
c. Supongamos que ∇g(v0) ̸= 0 y que existe un número real λ tal que

∇f(v0) = λ∇g(v0).

Formamos la función auxiliar h = f − λg y el determinante de la matriz
hessiana orlada, |H̃|.
Entonces:
(i) Si |H̃| > 0, entonces v0 es un punto de máximo local de f |S .
(ii) Si |H̃| < 0, entonces v0 es un punto de mínimo local de f |S .
(iii) Si |H̃| = 0, el criterio no es concluyente y v0 puede ser un punto de

máximo, un punto de mínimo o ninguna de las dos cosas.
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Extremos de f(x1, . . . , xn) sujeta a g(x1, . . . , xn) = c:
matriz hessiana orlada para la función auxiliar

h(x1, . . . , xn, λ) = f(x1, . . . , xn)− λ
(
g(x1, . . . , xn)− c

)

H̃ =



0 − ∂g

∂x1
− ∂g

∂x2
· · · − ∂g

∂xn

− ∂g

∂x1

∂2h

∂x21

∂2h

∂x1∂x2
· · · ∂2h

∂x1∂xn

− ∂g

∂x2

∂2h

∂x2∂x1

∂2h

∂x22
· · · ∂2h

∂x2∂xn
...

...
...

. . .
...

− ∂g

∂xn

∂2h

∂xn∂x1

∂2h

∂xn∂x2
· · · ∂2h

∂x2n


.

Luego examinamos los determinantes de las submatrices diagonales
de orden ≥ 3 en los puntos críticos de h.
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −
∂g

∂x1
−

∂g

∂x2

−
∂g

∂x1

∂2h

∂x2
1

∂2h

∂x1∂x2

−
∂g

∂x2

∂2h

∂x2∂x1

∂2h

∂x2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
< 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −
∂g

∂x1
−

∂g

∂x2
−

∂g

∂x3

−
∂g

∂x1

∂2h

∂x2
1

∂2h

∂x1∂x2

∂2h

∂x1∂x3

−
∂g

∂x2

∂2h

∂x2∂x1

∂2h

∂x2
2

∂2h

∂x2∂x3

−
∂g

∂x3

∂2h

∂x3∂x1

∂2h

∂x3∂x2

∂2h

∂x2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
< 0, . . .

Si todos son negativos, estamos en un punto de mínimo local de f |S . Si
alternan los signos (esto es, > 0, < 0, > 0, < 0, . . .), entonces estamos en
un punto de máximo local. Si todos son distintos de cero y no encajan en
ninguno de estos patrones, entonces el punto no es ni de máximo ni de
mínimo (se dice que es de tipo silla de montar).
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Ejemplo
Hallar los extremos de f(x, y, z) = xyz en la superficie de la esfera unidad
x2 + y2 + z2 = 1, utilizando el criterio de la derivada segunda.
Buscamos puntos críticos de f |S , haciendo ∇h = 0 para
h(x, y, z, λ) = xyz − λ (x2 + y2 + z2 − 1). se obtiene

yz = 2λx,
xz = 2λy,
xy = 2λz,

x2 + y2 + z2 = 1.

Así, Si λ = 0, las soluciones son
(x, y, z, λ) = (±1, 0, 0, 0), (0,±1, 0, 0), (0, 0,±1, 0), con valor de f igual a
0. Si λ ̸= 0, entonces x2 = y2 = z2 = 1

3 , agrengando 6 puntos críticos,
(± 1√

3
,± 1√

3
,± 1√

3
), con f = ± 1

3
√
3
. Son 14 puntos críticos de h en total.
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Ejemplo (Cont.)

x y z λ f(x, y, z)

±A ±1 0 0 0 0
±B 0 ±1 0 0 0
±C 0 0 ±1 0 0

D
√
3/3

√
3/3

√
3/3

√
3/6

√
3/9

E −
√
3/3

√
3/3

√
3/3 −

√
3/6 −

√
3/9

F
√
3/3 −

√
3/3

√
3/3 −

√
3/6 −

√
3/9

G
√
3/3

√
3/3 −

√
3/3 −

√
3/6 −

√
3/9

H −
√
3/3 −

√
3/3

√
3/3

√
3/6

√
3/9

I −
√
3/3

√
3/3 −

√
3/3

√
3/6

√
3/9

J
√
3/3 −

√
3/3 −

√
3/3

√
3/6

√
3/9

K −
√
3/3 −

√
3/3 −

√
3/3 −

√
3/6 −

√
3/9
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Ejemplo (Cont.)
El subdeterminante de la hessiana orlada (usando x e y):

|H2| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −∂g

∂x
−∂g

∂y

−∂g

∂x

∂2h

∂x2
∂2h

∂x ∂y

−∂g

∂y

∂2h

∂y ∂x

∂2h

∂y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
0 −2x −2y

−2x −2λ z
−2y z −2λ

∣∣∣∣∣∣

=8λx2 + 8λy2 + 8xyz = 8λ(x2 + y2 + 2z2).

sign(|H2|) = signλ = sign(xyz),
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Ejemplo (Cont.)

|H3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −∂g

∂x
−∂g

∂y
−∂g

∂z

−∂g

∂x

∂2h

∂x2
∂2h

∂x ∂y

∂2h

∂x ∂z

−∂g

∂y

∂2h

∂y ∂x

∂2h

∂y2
∂2h

∂y ∂z

−∂g

∂z

∂2h

∂z ∂x

∂2h

∂z ∂y

∂2h

∂z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2x −2y −2z

−2x −2λ z y
−2y z −2λ x
−2z y x −2λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

En los puntos críticos se obtiene que |H3| = +4 en ±A, ±B, ±C, y

|H3| = −16

3
en los otros ocho puntos.

Por tanto: - en E,F,G,K se tiene |H2| < 0 y |H3| < 0 ⇒ mínimo local ; -
en D,H, I, J se tiene |H2| > 0 y |H3| < 0 ⇒ máximo local ; - en
±A,±B,±C el criterio indica puntos de silla.
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Ejemplo (Cont.)
x y z λ f(x, y, z) sg(|H̃2|) sg(|H̃3|)

±A ±1 0 0 0 0 0 1
±B 0 ±1 0 0 0 0 1
±C 0 0 ±1 0 0 0 1
D

√
3/3

√
3/3

√
3/3

√
3/6

√
3/9 1 -1

E −
√
3/3

√
3/3

√
3/3 −

√
3/6 −

√
3/9 -1 -1

F
√
3/3 −

√
3/3

√
3/3 −

√
3/6 −

√
3/9 -1 -1

G
√
3/3

√
3/3 −

√
3/3 −

√
3/6 −

√
3/9 -1 -1

H −
√
3/3 −

√
3/3

√
3/3

√
3/6

√
3/9 1 -1

I −
√
3/3

√
3/3 −

√
3/3

√
3/6

√
3/9 1 -1

J
√
3/3 −

√
3/3 −

√
3/3

√
3/6

√
3/9 1 -1

K −
√
3/3 −

√
3/3 −

√
3/3 −

√
3/6 −

√
3/9 -1 -1
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Ejercicio
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Idea

Dada f : A ⊂ Rn → R diferenciable y dado x0 ∈ A:

x1 = x0 − γ∇f(x0)
T

para cierto γ > 0 pequeño. En este caso,

f(x1) ≤ f(x0).

Fórmula de recurrencia
Semilla: x0 ∈ A.

xn+1 = xn − γn∇f(xn)
T
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Ejemplo de MML

Consider a quadratic function in two dimensions

f

([
x1

x2

])
=

1

2

[
x1 x2

] [2 1
1 20

] [
x1

x2

]
−

[
5 3

] [x1

x2

]
= x2

1 + x1x2 − 5x1 + 10x2
2 − 3x2

with gradient

∇f

([
x1
x2

])
=

[
x1 x2

] [2 1
1 20

]
−
[
5 3

]⊤
= (2x1+x2−5, x1+20x2−3)

Elegimos:

x0 =

[
−3
−1

]
, y γ = 0,085

x1 =

[
−3
−1

]
− 0,085

[
−12
−26

]
=

[
−1,98
1,21

]
; x2 =

[
−1,32
−0,42

]
, · · ·
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γ = 0,085; x0 =

[
−3
−1

]
; x1 =

[
−1,98
1,21

]
; x2 =

[
−1,32
−0,42

]
, · · ·

¿Cuándo se termina? (ver excel)
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Aplicación a regresión
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Aplicación a regresión
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Aplicación a regresión
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Ejemplo

Datos: (1, 2), (2, 3), (3, 1), (4, 3): x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4;
y1 = 2, y2 = 3, y3 = 1, y4 = 3.

Buscamos a0 y a1 tales que la recta y = a0 + a1x ajuste a los datos de
manera de minimizar el error.
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Ejemplo

Llamamos ŷ =

 a0 + a1x1
...

a0 + a1xn

 =


a0 + a1
a0 + a12
a0 + a13
a0 + a14

,

R = ŷ − y =


a0 + a1 − 2
a0 + a12− 3
a0 + a13− 1
a0 + a14− 3

.

Queremos minimizar ∥R∥2.

Φ =


1 x1
1 x2
...

...
1 xn

 =


1 1
1 2
1 3
1 4

, θ = (θ1, . . . , θk)
T =

(
a0
a1

)
.

J(θ) = ∥R∥2 = ∥ŷ − y∥2.
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Aplicación a regresión
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Descenso del gradiente - Aplicación

El descenso del gradiente (Gradient Descent) se utiliza en la fase de
optimización (o entrenamiento) de la regresión, como una alternativa
iterativa a las fórmulas analíticas tradicionales para encontrar los
coeficientes del modelo.

El método de mínimos cuadrados busca minimizar la Suma de Errores al
Cuadrado o el Error Cuadrático Medio (MSE) que se obtiene al
aproximar los datos por la función propuesta (regresión). Así se define una
función J(w0, . . . , wn), que depende de los parámetros referidos al modelo
elegido.
Esta función, J(w0, w1, . . . , wn), es una función escalar de varias
variables, donde las variables independientes no son los datos xi, sino los
coeficientes o pesos wj de la regla de predicción.
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coeficientes o pesos wj de la regla de predicción.
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Las dos formas de resolver Mínimos Cuadrados

¿Cómo funciona? ¿Cuándo se usa?

1. Ecuaciones Normales (Solución Analítica)

Resuelve ∇J(w) = 0 analíticamente
y clasifica puntos críticos mediante el
criterio de la derivada segunda.

Datasets pequeños o medianos. Es
exacta, pero resolver ∇J(w) = 0 es
inviable computacionalmente con mu-
chas variables.

2. Descenso del Gradiente (Solución Numérica)

Inicia con pesos w aleatorios e iterati-
vamente da pasos en dirección opues-
ta al gradiente (−∇J).

Datasets masivos o con miles de carac-
terísticas (features), donde otros pro-
cedimientos son ineficientes.
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Pasos del Descenso del Gradiente en la Regresión

1 Cálculo del Vector Gradiente:
El gradiente ∇J(w) nos indica en cada punto la dirección de máximo
crecimiento del error.

2 Regla de Actualización:
Para “bajar por la superficie” de la función hacia el error mínimo, se
actualiza cada parámetro restando una fracción del gradiente:

w
(k+1)
j = w

(k)
j − α

∂J

∂wj

donde α es la tasa de aprendizaje (learning rate).
3 Convergencia:

Si la función de costo de mínimos cuadrados es una función convexa,
no tiene mínimos locales secundarios. El descenso del gradiente tiene
garantizado encontrar el mínimo global.
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Resumen

• Método analítico: “Encontramos el fondo del valle directamente
despejando el sistema de ecuaciones donde la pendiente es cero”.

• Descenso del gradiente: “Comenzamos a ciegas en la montaña y
damos pasos en la dirección donde el terreno cae más empinado hasta
llegar al fondo del valle”.
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