UNIDAD 2: Derivadas de orden superior, maximos y
minimos

MATEMATICA PARA COMPUTACION
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Recorrido

@ Derivadas parciales iteradas
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Definiciones y notacién

Definicién (Funciones de clase C' y C?)

La funcién f : R® — R es de clase C' o diferenciable con continuidad, si
todas sus derivadas parciales existen y son continuas.

f es de clase C? o dos veces diferenciable con continuidad, si las derivadas
parciales de f tienen derivadas parciales continuas.

f es de clase C? o tres veces diferenciable con continuidad, si las derivadas
parciales de tercer orden de f son continuas.

v
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Definiciones y notacién

Definicién (Funciones de clase C' y C?)

La funcién f : R® — R es de clase C' o diferenciable con continuidad, si
todas sus derivadas parciales existen y son continuas.

f es de clase C? o dos veces diferenciable con continuidad, si las derivadas
parciales de f tienen derivadas parciales continuas.

f es de clase C? o tres veces diferenciable con continuidad, si las derivadas
parciales de tercer orden de f son continuas.

v

Notacién para las derivadas parciales de segundo orden:

Bf_0 (0 _, P50 (o) _,

0x2  Ox \oz) " 0xzdy Oz \oy) V7

Pf _ 0 (0f\_ . P _0 (oY _,

oyox Oy \oxz ) Oydz oy \oz) T
Derivadas parciales iteradas; derivadas parciales cruzadas o mixtas.
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Ejemplo

Halle las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) = we¥ + ya?.
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Ejemplo
Halle las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) = we¥ + ya?.

fo(m,y) =€¥ +2zy;  fy(m,y)ze? + 27,

fxx(xay) = 2y; fxy(ﬁay) = 6y+2$a fyx(fay) = 6y+2xv fyy(xvy) = ze’.
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Ejemplo

Halle las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) = we¥ + ya?.
fo(m,y) =€¥ +2zy;  fy(m,y)ze? + 27,

fxx(xay) = 2y; fxy(ﬁay) = 6y+2$a fyx(fay) = 6y+2xv fyy(xvy) = ze’.

Halle las derivadas parciales de segundo orden de
f(z,y,2) = €™ + zcos(z).
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Ejemplo

Halle las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) = we¥ + ya?.
fo(m,y) =€¥ +2zy;  fy(m,y)ze? + 27,

fxx(xay) = 2y; fxy(ﬁay) = 6y+2$a fyx(fay) = 6y+2xv fyy(xvy) = ze’.

Halle las derivadas parciales de segundo orden de
f(z,y,2) = €™ + zcos(z).

fa(z,y,2) = ye™ —zsen(z);  fy(a,y,2)ze™,  fa(2,y,2) = cos(x),

frz(z,y,2) = —sen(x); fu(x,y,2) = —sen(x), etc.
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Derivadas de segundo orden mixtas de campos escalares

Teorema (lgualdad de las derivadas cruzadas, Teorema de Clairaut)

Si f(x,y) es de clase C?, entonces las derivadas parciales cruzadas son

iguales:
0% f _ 0% f
oxdy  Oyox’
Sin demostracion.
U2
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Derivadas de segundo orden mixtas de campos escalares

Teorema (lgualdad de las derivadas cruzadas, Teorema de Clairaut)

Si f(x,y) es de clase C?, entonces las derivadas parciales cruzadas son
iguales:

0% f _ 0% f
oxdy  Oyox’

Sin demostracion.
Ejemplo: f(z,y) = z*y3 — 28 + y*.

e =42%y® — 827, f, = 3x'y? + 497
fox = 120793 — 5625, fo, = 12239% = fyu, fuy = 62ty + 124/
fx:py = 367323/2 = f:vyz = fymc
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Derivadas de segundo orden

Definicién (Forma cuadratica)

Una forma cuadratica es una funcién g : R™ — R definida por

a1 a2 -0 aip || M1 n
glha, -+ hn)=[h1, -+ hn]| : L= aghahy,

Gnl1 Ap2 - App han =1

donde [a;;] es una matriz n x n.

U2 R



Matriz Hessiana

Definicién (Hessiana)

Sea f: U C R™ — R con derivadas de segundo orden continuas para
i,j=1,--- ,n en el punto xg € U. La matriz hessiana de f en x( esta
formada por las derivadas de segundo orden de f en x e induce la forma

cuadrética definida por

n 82f

Hf(xo)(h) = ) 9203, (x0)hih;
ij=1 "
frlml (XO) T fmwn (XO) ha
facna:l (XO) o fxnxn (XO) hn
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Derivadas de campos vectoriales

Si U C R™ es un conjunto abierto y f : U — R™ es diferenciable en

xo € U, ya vimos que la diferencial total de f en x es la transformacion
lineal dada por la matriz Jacobiana:

fi., (x0) -+ fi,, (%0)
Jp(x0) = z - :
Jrma, (x0) -+ fma, (X0)
D f(x0)(h) = J(x0) N

o X Vector de R”
Transformacién lineal evaluada en h Matriz Jacobiana (mxn) YEctor d€

La diferencial total es la transformacién lineal.

La matriz Jacobiana es su representacién matricial mediante las
derivadas parciales de primer orden.
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Derivadas de campos vectoriales

Si U C R™ es un conjunto abierto y f: U — R™ tiene derivadas de
segundo orden en x( € U, la diferencial total de segundo orden de f es una
aplicacion bilineal que va de R™ x R™ en R™, determinada por un tensor

de orden 3 (un apilamiento de las m matrices Hessianas de cada funcién
componente).
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Derivadas de campos vectoriales

Si U C R™ es un conjunto abierto y f: U — R™ tiene derivadas de
segundo orden en x( € U, la diferencial total de segundo orden de f es una
aplicacion bilineal que va de R™ x R™ en R™, determinada por un tensor
de orden 3 (un apilamiento de las m matrices Hessianas de cada funcién
componente).

La primera derivada asigna a cada punto una transformacién lineal (de R™

en R™), la derivada segunda asigna a cada punto una transformacién
bilineal:

D?f(xp) : R® x R" — R™

h; - Hy, (x0) - k
D?f(x0)(h, k) = h 'Hfz:(Xo) -k
Wt Hf'r;z(xo) -k
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Recorrido

® El Teorema de Taylor
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Series de Taylor para funciones de una variable (repaso AMI)

Definicion
Sea f una funcién con derivadas de todos los 6rdenes en un intervalo I que
contiene a un punto a. Entonces la serie de Taylor generada por [y
centrada en a es

X M) (g
Zf ()(:v—a)”, zel

n!
n=0

y escribimos f ~ Y~ o f(n)( )(x —a)", zel.

n! v

Las sumas parciales de la serie de Taylor de una funcién f, centrada en a,
se llaman polinomios de Taylor:

2)(g () (g
Pu(e) = f(0) + F@—a) + LD a1 T oy

n!
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Teorema de convergencia de series de Taylor para una
funcion real de una variable real

Teorema (Férmula de Taylor para funciones de una variable)

Si f tiene derivadas de todos los érdenes en un intervalo I = (c,d) y

a € (¢,d), entonces para cada x € I y cadan € N existe ¢, entre a y x tal

que
_ f(n+1) (Cn) n+1
f(z) = Pa(x) + m(m a)"",
donde P, (x) es el polinomio de grado n y el término
_ f(n+1) (Cn) n+1
Ry(z) = m(m a)

es el residuo de orden n.

T
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Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden n + 1 son continuas en una regién D.
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Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden n + 1 son continuas en una regién D.

Dados (a,b) € int D y h, k tales que (a + h,b+ k) € D,
definimos r(t) = (a+th,b+tk), 0 <t <1,
que une (a,b) 'y (a+h,b+k).
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Férmula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden n + 1 son continuas en una regién D.

Dados (a,b) € int D y h, k tales que (a + h,b+ k) € D,
definimos r(t) = (a+th,b+tk), 0 <t <1,
que une (a,b) 'y (a+ h,b+ k). Entonces:

flat+hb+k)=f(e(1);  fla,b) = f(r(0))
Definimos la funcién compuesta w por
w(t) = fe(t); asi fla+hbk)=w(l):  fla,b) = w(0).
Recordando la férmula de Taylor para w alrededor de 0:

(n) (n+1)
w(0) | W)

w(t) = w(0) + w'(0)t +--- + — (n+1)!

+1
T

para algin centre O y ¢.
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Férmula de Taylor para dos variables

, centre 0y t.

T Y



Férmula de Taylor para dos variables

(n) (n+1)
/ w™(0) | W) g
ey tu

w(t) =w(0) +w (0)t+---+ o t" 4 CEw] t""T centre 0y

(n) (n+1)
, w™(0)  w (c
= 1-
w(l) =w(0) +w'(0) + -+ o + CE centre 0y
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Férmula de Taylor para dos variables

wlt) = w(0) + (Ot 4 - 4 Lo Qgn , WD)

n! (n+1)!

, centre 0y t.

w™(0)  wD(e)
+ )
n! (n+1)!
Como f y sus derivadas parciales hasta orden n + 1 son continuas unaa
region rectangular abierta R con centro en (a,b), entonces en R:

w(l) = w(0) + w'(0) + -+

centre Oy 1.
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Férmula de Taylor para dos variables

(n) (n+1)
_ / w (0) n w (C) n+1
w(t) =w(0) +w (0)t+--- + o t" 4 CES] t", centre 0y t.
(n) (n+1)
w(1) = w(0) +w/(0) 4+ L@ L W) e 0y 1,

2 Tt

Como f y sus derivadas parciales hasta orden n + 1 son continuas unaa
region rectangular abierta R con centro en (a,b), entonces en R:

fla+h,b+ k)=

T Y



Férmula de Taylor para dos variables

(n) (n+1)
_ / w (0) n w (C) n+1
w(t) =w(0) +w (0)t+--- + o t" 4 CES] t", centre 0y t.
(n) (n+1)
w(1) = w(0) +w/(0) 4+ L@ L W) e 0y 1,

2 Tt

Como f y sus derivadas parciales hasta orden n + 1 son continuas unaa
region rectangular abierta R con centro en (a,b), entonces en R:

Fla+hb+k) = fla,b)+..2
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Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—i—l)(c)
2! n! (n+1)!

w(1) = w(0) + w'(0) + ,centre Oy 1,
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Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—i—l)(c)
5] nl (n+1)!

w(1) = w(0) + w'(0) + ,centre Oy 1,

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y
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Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—i—l)(c)
5] nl (n+1)!

w(1) = w(0) + w'(0) + ,centre Oy 1,

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y
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Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—l—l)(c)7
5] nl (n+1)!

w(1) = w(0) + w'(0) + centre 0y 1,

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y

U2 e



Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—l—l)(c)7
5] nl (n+1)!

w(1) = w(0) + w'(0) + centre 0y 1,

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y

t) = fa(r(t)2’(t) + £, (x(£))y/ (t)

g\
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Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—i—l)(c)

w(1) =w(0) +w'(0) + = nl CESNE

centre Oy 1,

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fola+th,b+th)h + f,(a + th,b+ tk)k

U2 e



Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—‘rl)(c)’
5] nl (n+1)!

w(1) = w(0) + w'(0) + centre 0y 1,

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fola+th,b+th)h + f,(a + th,b+ tk)k

W(0) = fola, b)h + £, (a, bk = V f(a,b) <Z>

U2 s



Férmula de Taylor para dos variables

p w”(0) w™(0)  wrtH(c)
w(l) = w(0) +w'(0) + 51 + ! ( 0 centre 0y

w(t) = f(r(t)) = flat th,b+ tk)
w(t) )
w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fola+th,b+th)h + f,(a + th,b+ tk)k

W(0) = fola, b)h + £, (a, bk = V f(a,b) <Z>

w//(t) —

2026

U2
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Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—‘rl)(c)’
5] nl (n+1)!

w(1) = w(0) + w'(0) + centre 0y 1,

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fola+th,b+th)h + f,(a + th,b+ tk)k

W(0) = fola, b)h + £, (a, bk = V f(a,b) <Z>

w"(t) = fox(a+th,b+tk)h? +
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Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—‘rl)(c)’
5] nl (n+1)!

w(1) = w(0) + w'(0) + centre 0y 1,

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fola+th,b+th)h + f,(a + th,b+ tk)k

W(0) = fola, b)h + £, (a, bk = V f(a,b) <Z>
w"(t) = fex(a+ th,b+tk)h? + fuy(a+ th,b+ tk)hk
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Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—i—l)(C)

w(1) =w(0) +w'(0) + = nl CESNE

centre Oy 1,

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)
= fola+th,b+th)h + f,(a + th,b+ tk)k

W(0) = fola, b)h + £, (a, bk = V f(a,b) <Z>

w"(t) = fex(a+ th,b+tk)h? + fuy(a+ th,b+ tk)hk
+ fye(a +th, b+ th)kh + fyy(a+ th,b+ th)k?
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Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—i—l)(C)

w(1) =w(0) +w'(0) + = nl CESNE

centre Oy 1,

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)

= fola+th,b+th)h + f,(a + th,b+ tk)k
W(0) = Fla b+ fy o0k = V7))

w"(t) = fex(a+ th,b+tk)h? + fuy(a+ th,b+ tk)hk
+ fye(a +th, b+ th)kh + fyy(a+ th,b+ th)k?
w"(0) = frz(a,b)h® + 2fuy(a,b)hk + fyy(a,b)k?
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Férmula de Taylor para dos variables

w”(O) o w™ (0) N w(n—i—l)(C)

w(1) =w(0) +w'(0) + = nl CESNE

w(t) = f(x(t)) = flat th,b+ tk)
o)y

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fa(r()2'(t) + fy(r(t)y'(t)

= fola+th,b+th)h + f,(a + th,b+ tk)k
W(0) = Fla b+ fy o0k = V7))

w"(t) = fex(a+ th,b+tk)h? + fuy(a+ th,b+ tk)hk
+ fye(a +th, b+ th)kh + fyy(a+ th,b+ th)k?
w"(0) = frz(a,b)h® + 2fuy(a,b)hk + fyy(a,b)k?

0 o \? h
= —_— _— = H
<8xh * 8y k) f (a,b) (h’ k) f(a, b> <k>
U2

centre Oy 1,
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Férmula de Taylor para dos variables

1/ 0 0\?
a+h,b+k) = fla,b)+(hf,+k +— <h +k:) RO
1 0 o\" 1 0 o\t
+— (h— + k> + (h + k)
n! ( ox 83/ f (a,b) (n+ 1)‘ Ox 8y f (a+ch,b+ck)
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Férmula de Taylor de primer orden, para dos variables

Si f y sus derivadas parciales hasta orden 2 son continuas en una regién
rectangular abierta R con centro en (a,b), entonces en R:

1/ 9 0\?
w2 (na 43y) +

fla+h,b+k)= f(a,b)+Vf(a,b) <Z> + %(h,k)[ﬁ(a%—ch,b—kck) (Z)

f(a+hv b+k) = f(av b)+(hfx+kfy)

(a+ch,b+ck)

para cierto c entre 0 y 1.

Observacion: la linealizacién de f en (a,b) coincide con la férmula
de Taylor de primer orden sin el término de error.
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El Teorema de Taylor para varias variables

Teorema (Férmula de Taylor de primer orden)

Sea f: U Cc R™ — R diferenciable en xq € U. Entonces,

f(x0+h) = f(x0) +Zh ~(x0) + Ri (o, ),

donde Ry (x0,h)/||h|| — 0 cuando h — 0 en R™.

Aca

1(x0, h Z 8@6%

7]_

donde ¢ es un punto del segmento que une xg con xg + h.

U2 Y



El Teorema de Taylor para varias variables

Teorema (Férmula de Taylor de primer orden)

Sea f: U Cc R™ — R diferenciable en xq € U. Entonces,

f(x0+h) = f(x0) +Zh ~(x0) + Ri (o, ),

donde Ry (x0,h)/||h|| — 0 cuando h — 0 en R™.

Aca

1(x0, h Z 8@6%

7]_

donde ¢ es un punto del segmento que une xg con xg + h.
Matricialmente:

f(x0 +h) = f(x0) + Vf(x0)h + h" Hy(c)h.

U2 Y



Ejemplo de Férmula de Taylor, dos variables

Sea f(x,y) = e*sen(y). Buscamos la Férmula de Taylor de segundo orden

centrada en (a,b) = (0,0); estudiamos el error que se comete por usar el
polinomio de Taylor en lugar de f.

fla+h,b+ k)= f(a,b) + (hfe + kfy)

1/ 8 \?
(== + k=
(a,b)+2!( 8x+ 8y> /

1/ 8 a\?*
+5 (ha+ka> f
3! T Y (a-+ch,b+ck)
1/ 8 d\?
(= 1=
(070)—{_2!( 8x+ Gy) /

1 0 o\
+3!<hax+kay)f

T

(a,b)

f(ha k) = f(0,0) + (hfm + kfy)

(0,0)

(ch,ck)
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Ejemplo de Férmula de Taylor, dos variables

1 ( B ) )2
to (b k) f
21\ Oz oy (0,0)

1 ) o\?
+3!(hax+kay)f

f(h, k) = £(0,0) + (hfo + K fy)

(0,0)

(ch,ck)

fz(z,y)=e"sen(y) fzx(z,y)=c® sen(y) fraz(z,y)=e” sen(y)
Jay(z,y)=e® cos(y) fray(z,y)=€" cos(y)
Fy(@y)=e® cos(y)  Fyy(@)=—esen(y) fyye(@y)=—e"sen(y) fyyy(@.y)=—e® cos(y)

f2(0,0)=0 f22(0,0)=0 fraz(ch,ck)=e" sen(ck)
J2y(0,0)=1 fray(ch,ck)=e®" cos(ck)
fy(0,0)=1 fyy(0,0)=0 Fyyz(ch,ck)=—eP sen(ck)  fyyy(ch,ck)=—e" cos(ck)

1
F(hk) = 04 (04 k) + 5 (0 + 2hk +0)
—I-é (hged‘ sen(ck) + 3h%ke" cos(ck) — 3hk*e" sen(ck) — kPet cos(ck))

T Y



Teorema (Férmula de Taylor de segundo orden)

Sea f : U C R™ — R con derivadas parciales continuas de tercer orden (en
xo € U). Entonces,

= 9
Pl 1) = 1)+ 3 )+ ;hhﬂa o)+ ol )

donde Ry(x¢,h)/|/h||> = 0 cuandoh — 0 en R™, y la segunda suma es
sobre todo i y j entre 1 y n (de manera que hay n? términos).

hy

f(X0+h)—f(X0)+<af 8f>

L 2L
o0x1 oxy,

j&lzl j}le e j&lxn

h1
7(h1’ ’ hn) fx2$1 f$2$2 fZ'Qx'/L + RZ(XO’h)’

2 :
f&n$1 j&nlg e j&nxn

donde las derivadas se evaltan en xg.

—_
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Teorema (Férmula de Taylor de segundo orden)

Sea f: U C R™ — R con derivadas parciales continuas de tercer orden (en
xo € U). Entonces,

1 - 0*f
f(xo+h) = f(xo0 +Zh ijzl hihjm(XO)"{'RQ(XOah)a

donde R3(xo,h)/||h||> — 0 cuando h — 0 en R™, y la segunda suma es
sobre todo i y j entre 1 y n (de manera que hay n? términos).

Aca \
"1 03f
Ry (xp,h) = Z 578@8%6% (c)hihjhk,

1,5,k=1

donde ¢ es un punto del segmento que une xg con xg + h.

T Y



Otra notacion, orden n

Definition 5.7 (Multivariate Taylor Series). We consider a function
f:RP =R (5.149)
z— f(z), x=eR”, (5.150)

that is smooth at x;. When we define the difference vector § := = — xy,
the multivariate Taylor series of f at (o) is defined as

f(z) = i Ma", (5.151)

1
— K

where DE f(x,) is the k-th (total) derivative of f with respect to x, eval-
uated at xy.

Definition 5.8 (Taylor Polynomial). The Taylor polynomial of degree n of
f at @ contains the first n + 1 components of the series in (5.151) and is
defined as

T,(x) = Z %5“. (5.152)
k=0 ’

T s 20



Recorrido

© Extremos de funciones con valores reales
Maximos y minimos de funciones de n variables
Condicién de la derivada primera para puntos de extremo local
Criterio de la derivada segunda para puntos de extremo local
Maximos y minimos globales
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Recorrido

© Extremos de funciones con valores reales
Maximos y minimos de funciones de n variables
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Definicién (Puntos de extremo)

Dada f: U C R" — R, se dice que xg € U es un punto de minimo local
de f si existe un entorno V' de xq tal que para todos los puntos x € V,
f(x) > f(x0). Analogamente x € U es un punto de maximo local de f si
existe un entorno V' de xg tal que para todos los puntos x € V,

f(x) < f(xo). El punto xg € U es un punto de extremo local o relativo si
es punto de minimo local o punto de maximo local. Un punto x¢ € U es un
punto critico de f si, o bien f no es diferenciable en x(, o bien

D f(x0) = 0. Si un punto critico no es punto de extremo local, se dice que
es un punto de silla.

Graph of £

Local minimum Local maximum

U2 T



Recorrido

© Extremos de funciones con valores reales

Condicién de la derivada primera para puntos de extremo local
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Criterio de la derivada primera

Teorema

SiU C R™ es abierto, la funcion f : U C R™ — R es diferenciable y xq es

un punto de extremo local, entonces D f(x¢) = 0, es decir, xo es un punto
critico de f.

T Y



Criterio de la derivada primera

Teorema
SiU C R™ es abierto, la funcién f : U C R™ — R es diferenciable y x( es
un punto de extremo local, entonces D f(x¢) = 0, es decir, xo es un punto

critico de f. |

Demostracion.

Supongamos que f alcanza un extremo en xq. Entonces dado h € R”, la
funcién compuesta g(t) = f(xo + th) = (f oc)(t), con c(t) = x¢ + th,
tiene un extremo local en ¢t = 0. Por ser g una funcién real de una variable
real, sabemos que ¢’(0) = 0. Por otra parte, por la regla de la cadena,

g'(0) = Vf(c(0)) - ¢'(0) = Vf(c(0)) - h. Luego,

Vf(c(0))-h =0, paratodoh,

y la Gnica manera de que esto sea cierto es que V f(c(0)) = 0. O

T Y



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

fla,y) = 2" +y°

T T



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

fla,y) = 2" +y°

Vf(z,y) = (2z,2y)

2 =0
2y =0
Punto critico: (0,0); £(0,0) =0y f(z,y) > 0 para todo (z,y) € R2.

Luego (0,0) es un punto de minimo relativo de f. Como es el Gnico punto
critico, no hay puntos de maximo ni de silla.

T T



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

flx,y) = 2® + 4 + 3zy* — 152 — 15y.

U2 2026 3195



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

flx,y) = 2® + 4 + 3zy* — 152 — 15y.

Vf(z,y) = (32° + 3y*> — 15,3y* + 6zy — 15)

U2 2026 3195



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

flx,y) = 2® + 4 + 3zy* — 152 — 15y.

Vf(z,y) = (32° + 3y*> — 15,3y* + 6zy — 15)

322 +3y2 15 =0
3y2+6zy —15 =0

U2 2026 3195



Ejemplo

Hallar los extremos y puntos de silla de la funcién dada por

flx,y) = 2® + 4 + 3zy* — 152 — 15y.

Vi(z,y) = (32 + 3y* — 15,3y> + 6zy — 15)

322 +3y2—-15 =0
3y +6xy —15 =0

Puntos criticos: (0,/5), (0,—+v/5), (2,1) y (=2, —1).

U2 Y



Recorrido

© Extremos de funciones con valores reales

Criterio de la derivada segunda para puntos de extremo local
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Otra vez: formas cuadraticas

Recordemos:

Definicién (Forma cuadratica)

Una forma cuadratica es una funcién g : R™ — R definida por

a1 a2 -+ Glp ha @
g(ha, - hp)=[h1, -+ hn]| : =D aghiby,
apl QAp2 - 0pp hn, Gl

donde [a;;] es una matriz n x n.

U2 Y



Otra vez: formas cuadraticas

Recordemos:

Definicién (Forma cuadratica)

Una forma cuadratica es una funcién g : R™ — R definida por

ail @12 - Qin ha -
g(h1, - hn)=[h1, -+ hn]| : : ZZ aijhihj,
apl QAp2 - 0pp hn, Gl

donde [a;;] es una matriz n x n.

Definicién

Una forma cuadratica g : R™ — R es definida positiva si g(h) > 0 para
todo h € R" y g(0) = 0 sélo si h = 0. Similarmente, g es definida negativa
si g(h) <0 para todo h € R" y g(0) = 0 sélo si h = 0.

A
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Hessiana (matriz y forma cuadratica)

Recordemos:

Definicién (Hessiana)

Sea f: U C R™ — R con derivadas de segundo orden continuas para
i,j=1,--- ,mn en el punto xg € U. La matriz hessiana de f en x( esta
formada por las derivadas de segundo orden de f en x e induce la forma
cuadrética definida por

n 82f

Hf(xo)(h) = ) 920z, (x0)hih;
ig=1 "
fz1961 (XO) T fan (XO) hy
= (h1, -, hn) : : :
f:cn:cl (XO) T fxnwn (XO) hy,

U2 Y



Criterio de la derivada segunda

Teorema (Criterio de la derivada segunda)

Sif:UCR" =R es de clase C3, xog € U es un punto critico de f y la
forma cuadratica hessiana H f(x() es definida positiva, entonces xq es un
punto de minimo relativo de f. Analogamente, si H f(x) es definida
negativa, entonces xq es un punto de maximo relativo de f.

El teorema también es valido si f es sélo C2.
No lo demostramos.

U2 Y



Ejemplo

Hallar los extremos de
flz,y) =2 +¢*.
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Ejemplo
Hallar los extremos de
fla,y) =a2" + o~

Vf(z,y) = (2z,2y), punto critico (0,0),

T Y



Ejemplo

Hallar los extremos de

fla,y) =2 +y°

0 2

H f(x0)(h) = (h1, h2) [ (2) g } ( Z; > = (h1, h2) ( §Z; )
= 2h2 + 2h% > 0;

Vf(z,y) = (2x,2y), punto critico (0,0), Hf(0,0) = [ 2 0 ]

2026 36 / 95



Ejemplo

Hallar los extremos de

fla,y) =2 +y°

0 2

H f(x0)(h) = (h1, h2) [ (2) g } ( Z; > = (h1, h2) ( 322 )
= 2h2 + 2h% > 0;

Vf(z,y) = (2x,2y), punto critico (0,0), Hf(0,0) = [ 2 0 ]

Hf(xo)(h) =0=h=0.

Es decir: H f(xg) es definida positiva y f presenta un minimo local en
(0,0).

2026 36 / 95



Ejemplo
Hallar los extremos de
flz,y) = 2® + y° + 3zy® — 152 — 15y.

322432 —15 =0
32 +6zy—15 =0

U2 2026 37 /95



Ejemplo
Hallar los extremos de
flz,y) = 2® + y° + 3zy® — 152 — 15y.

322432 —15 =0
32 +6zy—15 =0

P. criticos: (0,v/5), (0,—+/5), (2,1), (=2,—1)y Hf(z,y) =

U2 2026 37 /95



Ejemplo
Hallar los extremos de
flx,y) = 2° + 4> + 32y* — 152 — 15y.
{ 322432 —15 =0
3y2 + 6y —15 =0

P. criticos: (0,v/5), (0,—+/5), (2,1), (=2,—1)y Hf(z,y) = [ g;j gz ]

T s E



Ejemplo
Hallar los extremos de
flz,y) = 2® + y° + 3zy® — 152 — 15y.

322432 —15 =0
32 +6zy—15 =0

P. criticos: (0,v/5), (0, —v/5), (2,1), (=2,—1) y Hf(z,y) = [ g”y” gz ]
Para cada punto critico x hay que ver si la forma cuadratica H f(x) es
definida positiva o negativa.

U2 2026

37 /95



Ejemplo
Hallar los extremos de
flz,y) = 2® + y° + 3zy® — 152 — 15y.

322 4+3y2—15 =0
3y2 + 6y —15 =0

P. criticos: (0,v/5), (0, —v/5), (2,1), (=2,—1) y Hf(z,y) = [ g”y” gz ]
Para cada punto critico x hay que ver si la forma cuadratica H f(x) es
definida positiva o negativa.

6 6 ho 6hy + 6ha
= 12h? + 6hyhg + 6hihy + 6h3 > 0?

e = tuh) [ F 0] (10) = tane (G0 )

En general, no es sencillo...
U2 2026
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Propiedad

Propiedad

|

Sea H(h) = [h, ho) [ a b ] [ ! ] una forma cuadratica, entonces
c d h2
H (h) es definida positiva sii a > 0 y det [ Z Z ] > 0. Analogamente,

H (h) es definida negativa sii a < 0 y det [ CCL Z ] > 0.

U2 Y



Propiedad

Propiedad
Una forma cuadratica asociada a una matriz B,,x,, simétrica, es definida
positiva si los determinantes de las n submatrices cuadradas a lo largo de la
diagonal principal son todos mayores que cero. Es definida negativa si los
signos son negativo, positivo, alternando (en este orden). Si los
determinantes son todos distintos de 0, pero la matriz no es definida
positiva ni negativa, el punto critico serd un punto de silla.

||

L

T Y



Criterio de la derivada segunda

Teorema (Criterio de la derivada segunda para funciones de dos
variables)

Sea f de clase C3 en un conjunto abierto U C R?. Un punto (xq,vo) €s un
punto de minimo local (estricto) de f si se cumplen las tres condiciones
siguientes:

® f:(z0,%0) = fy(w0,%0) = 0.
(2] fmx(l'o,yo) > 0.

© D = fuu(0,Y0) fyy(zo, y0) — f7, (20, %0) > 0.
El determinante D se llama discriminante de la forma cuadratica hessiana.
Si la condicion (2) se cambia por < 0, entonces se trata de un maximo
local (estricto).
Si se tiene D < 0, el punto es de silla.
Si se tiene D = 0, el punto critico se llama degenerado y debe estudiarse
con otros métodos.

U2 Y



Ejemplo
Hallar los extremos de

f(z,y) = 2% 4+ 3 + 3zy? — 152 — 15y.
Puntos criticos: (0,/5), (0,—+v/5), (2,1) y (=2, —1).

nfen = o o |

T Y



Ejemplo
Hallar los extremos de
f(x,y) = 23 + 43 + 3xy* — 152 — 15y.
Puntos criticos: (0,/5), (0,—+v/5), (2,1) y (=2, —1).
nrien =[G 6 |
HF(0,+v/5) = [ ol e SV }  fra(0,4/5) = 0; D = —6%5 < 0

(£v5) 6(+V5)
y asi, (0,4+/5) son puntos de silla de f.

T Y



Ejemplo
Hallar los extremos de

flx,y) = 23 + 9 + 3xy? — 152 — 15y.

Puntos criticos: (0,v/5), (0, —v/5), (2,1) y (=2, -1).

nfen = o o |

HF(0,4V5) = [ S(5) 2&@ }  fra(0,4v5) = 0; D = —625 < 0

y asi, (0,4+/5) son puntos de silla de f.
HF(2,1) = [ 162 g }  ae(2,1)=12; D=12-6—36> 0y asi, (2,1)
es un punto de minimo de f.

T Y



Ejemplo

Hallar los extremos de
flx,y) = 23 + 9 + 3xy? — 152 — 15y.

Puntos criticos: (0,v/5), (0, —v/5), (2,1) y (=2, -1).
Hf(z,y) = [ or o ]

6y 6y

[0 6V
HF(0,£v5) = [ 6(+v5) 6(+v5)
y asi, (0,4+/5) son puntos de silla de f.

HF(2,1) = [ 162 g};fm(Z,l):m; D=12-6-36> 0y asi, (2, 1)

es un punto de minimo de f.
Hf(-2,—-1) = [ __162 :g ]  faa(=2,-1)=—-12; D=12-6—-36 >0

y asi, (—2,—1) es un punto de maximo de f.

T Y



Ejemplo




Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y, 2) = 22 + y? + 22 + xy.

T Y



Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y, 2) = 22 + y? + 22 + xy.

2v+y =0
Vi(y,2) = Q2x+y,2y+2,22); § 2y+z =0
2z =0

U2 Y



Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y, 2) = 22 + y? + 22 + xy.

2v+y =0
Vi(y,2) = Q2x+y,2y+2,22); § 2y+z =0
2z =0

Punto critico: P(0,0,0);

Hf(x7y7z) =

S =N
SN =
N OO

43 / 95
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Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y, 2) = 22 + y? + 22 + xy.

20 4+y =0
Vi@y,2) = 2o +y2y+2,22); { y+a =0
2z =0
Punto critico: P(0,0,0);
2 1 0
Hf(x,y,z)=|1 2 0 | =Hf(0,0,0)
0O 0 2

43 / 95
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Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y, 2) = 22 + y? + 22 + xy.

20 4+y =0
Vi(z,y,2)= 2z +y,2y+x,22); § 2y+x =0
2z =0
Punto critico: P(0,0,0);
2 1 0
Hf(x,y,z)=|1 2 0 | =Hf(0,0,0)
0O 0 2

D1:2;D2:3;D3:8—2

U2 Y



Ejemplo: tres variables

Halle y clasifique los puntos criticos de f(z,y, 2) = 22 + y? + 22 + xy.

20 4+y =0
Vi(z,y,2)= 2z +y,2y+x,22); § 2y+x =0
2z =0
Punto critico: P(0,0,0);
2 1 0
Hf(x,y,z)=|1 2 0 | =Hf(0,0,0)
0O 0 2

D1:2;D2:3;D3:8—2

Luego f tiene un punto de minimo en (0,0, 0).

U2 Y



Recorrido

© Extremos de funciones con valores reales

Maximos y minimos globales
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Conceptos involucrados

Definicién

Supongamos que f : A — R es una funcién definida en un conjunto A de
R? o R3. Se dice que un punto x¢ € A es un punto de maximo absoluto [o
de minimo absoluto] de f si f(x) < f(xo) [0 f(x) > f(x0)] para todo

T € A.

U2 Y



Conceptos involucrados

Definicién

Supongamos que f : A — R es una funcién definida en un conjunto A de
R? o R3. Se dice que un punto x¢ € A es un punto de maximo absoluto [o
de minimo absoluto] de f si f(x) < f(xo) [0 f(x) > f(x0)] para todo

T € A.

Definicién

Se dice que un conjunto D € R™ es acotado si existe un namero M > 0 tal
que ||x|| < M para todo x € D. Un conjunto es cerrado si contiene todos
los puntos de su frontera.

Observacién:

Un conjunto estd acotado si estd estrictamente contenido en alguna bola
(que puede ser grande).

T Y



Teorema

Teorema (Teorema de existencia de maximos y minimos globales)

Sea D cerrado y acotado en R"™, y sea f : D — R continua. Entonces

existen puntos Xg y X1 en D en los cuales f alcanza sus valores maximo y
minimo.

T s 6 B



Extremos absolutos en regiones cerradas y acotadas

Estrategia para hallar los puntos de maximo y minimo absolutos en

una regién con frontera.

Sea f una funcién continua de dos variables definida en una regién D en
R? cerrada y acotada, que esta limitada por una curva cerrada suave. Para
hallar el maximo y el minimo absolutos de f en D:

@ Localizar todos los puntos criticos de f en D.

@ Hallar los puntos criticos de f considerada como una funcién definida
s6lo en OD.

@ Calcular el valor de f en todos estos puntos criticos.

® Comparar todos estos valores y seleccionar el mayor y el menor.

Si D es una regi6n limitada por una familia de curvas suaves (como lo es
un cuadrado), se sigue un procedimiento analogo, pero incluyendo en el
paso iii) los puntos donde se unen las curvas (en el caso del cuadrado, las
esquinas).

U2 s



Recorrido

O Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange
El método de los multiplicadores de Lagrange
Varias restricciones
Maximos y minimos globales
Criterio de la derivada segunda para extremos condicionados
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Extremos condicionados: restriccién en el dominio

flz,y) =2 +2y° g(z,y) =2* +y* — 1

Buscamos los extremos de f sujeta a la restriccion g(x,y) = 0.

z=x2+2y°

=/

X+ 2yt=




Recorrido

O Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange
El método de los multiplicadores de Lagrange
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El método de los multiplicadores de Lagrange

Teorema (El método de los multiplicadores de Lagrange)

Sean f:UCR" =R yg:U CR" — R funciones C' con valores reales.
Sean xg € U y g(x0) = ¢, y sea S el conjunto de nivel de g con valor c.
Supongamos que Vg(x¢) # 0. Si f|s, que denota f restringida a S,
alcanza en xy un extremo local en S, entonces existe un nimero real \ tal
que

Vf(x0) = A Vg(xo). (1)

V

Un punto x( donde se cumple la (1) se dice que es un punto critico de f|s.
Demostramos un caso especial: n = 3, aunque vale para n arbitraria.

T Y



El método de los multiplicadores de Lagrange

Demostracion.

Si c(t) es una trayectoria en S'y ¢(0) = x, entonces ¢/(0) es un vector
tangente a S en xg;

d d
ag(c(t)) = C= 0, para todo t,

y por otra parte, por la regla de la cadena,

d :
7 9®)] _ =Valx)- <),

de manera que Vg(xo) - ¢/(0) = 0; es decir, ¢’(0) es ortogonal a Vg(xo).

T Y



El método de los multiplicadores de Lagrange

(Continuacion).

Por otra parte, si f|g tiene un extremo en xo, entonces f(c(t)) tiene un

= 0. Por la regla de la cadena,

extremo en ¢t = 0. Luego 4 f(c®))
dt t=0

0= % (ct))| = Vf(xo)-(0).

t=0

Asi, Vf(xq) es perpendicular a la tangente a cualquier curva en Sy por
tanto es perpendicular al espacio tangente a S en xy. Como el espacio
perpendicular a este espacio tangente es una recta, V f(x¢) y Vg(x0) son
paralelos. Dado que Vg(xg) # 0, se deduce que V f(xg) es un multiplo de
Vg(xo). O

T Y



El método de los multiplicadores de Lagrange

T Y



Graficamente

Si al restringir f a una superficie S, tiene un maximo o un minimo en x,
entonces V f(x¢) es perpendicular a S en xq.

z

\ grad f(xg, yg. 29) = VFAxg. yo. 29)

Plane tangent to $

(5o, ¥o. 20)

A R

Surface §

T Y



Graficamente

Si al restringir f a una superficie S, tiene un maximo o un minimo en xq,
entonces V f(x¢) es perpendicular a S en xq.

z

1 grad £(xg, yo, 29) = V Flxg, Jor %)

" Plane tangent to $

e (%0, ¥or Z0)
/,,/_,7,_, - ‘ 0 Jor % 3
TR =\

Surface §

T Y



Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 2 + 2y sujeta a

02 +y* =1
2r = A2z
4y = Ny
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Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 2 + 2y sujeta a

02 +y* =1
2r = A2z
4y = Ny

Rta: 4 puntos criticos: (£1,0) y (0, £1)
f(£1,0) =1 es minimo y f(0,£1) = 2 es maximo.

T R



Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 2 + 2y sujeta a

02 +y* =1
2r = A2z
4y = Ny

Rta: 4 puntos criticos: (£1,0) y (0, £1)
f(£1,0) =1 es minimo y f(0,£1) = 2 es maximo.

Qzr+ty=1
20 = A
9 =
r+y = 1

T R



Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 2 + 2y sujeta a

02 +y* =1
2r = A2z
4y = Ny

Rta: 4 puntos criticos: (£1,0) y (0, £1)
f(£1,0) =1 es minimo y f(0,£1) = 2 es maximo.

®@r+y=1
20 = A
4y =
r+y = 1
Rta: 1 punto critico: (%, %)
f(3,%) = 2 jes maximo o minimo?
Es minimo.

T R



Ejercicios para entrar en calor

® f(z,y) = 2% — y%, S es la circunferencia de radio uno, centrada en el
origen: plantear e interpretar grafico.

T T



Ejercicios para entrar en calor

® f(z,y) = 2% — y%, S es la circunferencia de radio uno, centrada en el
origen: plantear e interpretar grafico.

f=-1

T T



Ejercicios para entrar en calor

e Halle graficamente los extremos absolutos de la funcién diferenciable f
sujeta a la restriccion dada por g(x,y) = (curva roja): resolver
aproximadamente, con la informacién que brinda el grafico.

1.5
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Ejercicios para entrar en calor

® Maximizar f(z,y,2) = = + z sujeta a la restriccién 22 + y? + 22 = 1.
Plantear e interpretar geométricamente.
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Ejercicios para entrar en calor

® Maximizar f(z,y,2) = = + z sujeta a la restriccién 22 + y? + 22 = 1.
Plantear e interpretar geométricamente.

e Hallar las dimensiones de la caja rectangular con superficie de 10m? y
maximo volumen: plantear.

T Y



Ejercicios para entrar en calor

® Maximizar f(z,y,2) = = + z sujeta a la restriccién 22 + y? + 22 = 1.
Plantear e interpretar geométricamente.

e Hallar las dimensiones de la caja rectangular con superficie de 10m? y
maximo volumen: plantear.

¢ Hallar los extremos de f sujeta a ¢ = 0 para

O f(z,y)=2>+y*yg(z,y) =sen(5/x? +y?) — 1.
O f(z,y)=2>+yyg(z,y) =2?+y*—1.
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Ejercicios para entrar en calor

® Maximizar f(z,y,2) = = + z sujeta a la restriccién 22 + y? + 22 = 1.
Plantear e interpretar geométricamente.

e Hallar las dimensiones de la caja rectangular con superficie de 10m? y
maximo volumen: plantear.

¢ Hallar los extremos de f sujeta a ¢ = 0 para

O f(z,y)=2>+y*yg(z,y) =sen(5/x? +y?) — 1.
O f(z,y)=2>+yyg(z,y) =2?+y*—1.

En el 1 se verifica que Vg(Py) = 0, siendo Py punto critico de este

problema. En el 2, se observa que g = 0 es una curva de nivel de f y todos
los puntos que cumplen g = 0 son puntos criticos para este problema.
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Recorrido

O Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange

Varias restricciones
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Multiplicadores de Lagrange con varias restricciones

Si una (hiper)superficie S esta definida por varias restricciones

gl(l‘l, ce ,iL‘n) =C1,
gg(:vl, Ce. ,ZL‘n) = C2,
gr(@1, - T0) = cp,
en las que k < ny Vgi(xg),..., Vgr(zo) son linealmente independientes,

se puede generalizar teorema de los multiplicadores de Lagrange: si f tiene
un maximo o un minimo sobre S en xq, deben existir constantes
A1, ..., A, tales que

Vf(ﬂfo) =M\ Vg1 (1‘0) + -+ )\ngk(a:O).

T s



Ejemplo: dos restricciones

Hallar los puntos de extremo de f(x,y,2) = 2+ y + z sujeta a las dos
condiciones 22 + 2 =2y x4+ 2z = 1.
Restricciones:

gl(x,y,z)=x2+y2—2=0, gg(%,y,Z)sz’—"Z_l:O.

Planteo:
Vf(:l:? Y, Z) = )\1VQ1(5L', Y, Z) + )\QVQQ(CE, Y, Z)a
g1(z,y,2) =0,
92($7 Y, Z) = 07
es decir:

1 :)\121‘—1—)\21
1 =XM2y+ A0
1 =X20+X1
2 +y2 -2 =0,
r+2z—1 =0. 4
U2 2026 62 /95




Ejemplo: dos restricciones

Hallar los puntos de extremo de f(x,y,2) = 2+ y + z sujeta a las dos
condiciones z2 + 2 =2y x4+ z = 1.
Restricciones:

g(z,y,2)=2>+y*-2=0, g(z,9,2)=2+2—-1=0.

Planteo:
Vf(:lf,y,Z) :)qul(:E,y,Z)-I-)\ngQ(ﬂU,y,Z),
g1(z,y,2) =0,
gZ(xvwa) :Ov
es decir:
1 =XM2x+ X1 1 =XM2x+ X
1 =X2y+ A0 1 =X\2y
1 =X0+X1 1 =X
22+y2-2 =0, 2+ =2,
r+z—1 =0. r+z =1. 4
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1 =XM22+X =N 22=0

1 :)\12y
1 =X
2 +y? =2,
r+z =1.

De (2), A #0; de (1), 2 =10; de (4), > =2, y = £v2y de (5), z = 1.
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1 =XM2x+X = XN22=0
1 :)\12y
1 =X
2 +y? =2,
r+z =1.

De (2), A #0; de (1), 2 =10; de (4), > =2, y = £v2y de (5), z = 1.
1
De (2), Al = iﬁ

Posibles puntos de extremo:
0,v2,1) y (0,—v2,1).

El conjunto factible (;qué forma tiene?) es cerrado y acotado, por lo que f
alcanza alli un maximo y un minimo absolutos.

£(0,v/2,1) =1+ 2, maximo;  f(0,—v2,1) = 1 — v/2, minimo.

v
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Recorrido

O Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange

Maximos y minimos globales
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Aplicacion a Maximos y minimos globales

Definicién

Sea U una regién abierta en R™ con frontera QU . Decimos que OU es
suave si U es el conjunto de nivel de una funcién g de clase C'* (también
se le dice suave) cuyo gradiente nunca se anula (esto es, Vg # 0).
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Aplicacion a Maximos y minimos globales

Definicién

Sea U una regién abierta en R™ con frontera QU . Decimos que OU es
suave si U es el conjunto de nivel de una funcién g de clase C'* (también
se le dice suave) cuyo gradiente nunca se anula (esto es, Vg # 0).

Estrategia de los multiplicadores de Lagrange para encontrar maximos

y minimos absolutos en regiones con frontera.

Sea f diferenciable sobre una regién cerrada y acotada D = U U9U, con U
abierto en R™ y OU, suave. Para hallar los extremos absolutos de f en D:

(i) Encontrar todos los puntos criticos de f en U.

(ii) Utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange para localizar
todos los puntos criticos de f restringida a OU.

(iii) Calcular el valor de f en todos estos puntos criticos.

(iv) Comparar todos estos valores y seleccionar el mayor y el menor.
v

T Y




Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 22 + 232 sujeta a 22 + y? < 1.
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Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 22 + 232 sujeta a 22 + y? < 1.
® En el interior, U = {(z,y) e R* : 2® + ¢y* < 1}

Viz,y)=0<2r=0,4y=0<2=0,y=0.

Punto critico: (0,0); f(0,0) = 0.
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Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 22 + 232 sujeta a 22 + y? < 1.
® En el interior, U = {(z,y) e R* : 2® + ¢y* < 1}

Viz,y)=0<2r=0,4y=0<2=0,y=0.

Punto critico: (0,0); f(0,0) = 0.
® Enla frontera, 0U = {(z,y) € R? : 2? + y* = 1}:

2 = A2z
dy = N2y
?+y? = 1
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Ejemplos (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 22 + 232 sujeta a 22 + y? < 1.
® En el interior, U = {(z,y) e R* : 2® + ¢y* < 1}

Viz,y)=0<2r=0,4y=0<2=0,y=0.

Punto critico: (0,0); f(0,0) = 0.
® Enla frontera, 0U = {(z,y) € R? : 2? + y* = 1}:

2 = A2z
dy = N2y
?+y? = 1

Puntos criticos: (£1,0) y (0,+1); f(£1,0) =1, f(0,£1) = 2.
£(0,0) = 0 es minimo y f(0,41) = 2 es maximo.
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Recorrido

O Extremos condicionados y multiplicadores de Lagrange

Criterio de la derivada segunda para extremos condicionados
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n = 2

Definicién (Matriz hessiana orlada)

Sean f: U C R? = R la funcién objetivo y g: U C R? — R, la restriccién,
ambas suaves (al menos C?). Se define la funcién auxiliar (Lagrangiano)

h=f—M\g
y la matriz hessiana orlada
_ . 9y oy -
ox oy

dg 9h  9*h
Ox 0x2 0Oxdy
dg 9h  *h
Oy Oydxr Oy

=
!
|
|

- v
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n = 2

Teorema

Sean f: U CR? 5 R yg: U CR?— R suaves (al menos C?). Sea
vo € U, g(vp) = ¢, y sea S la curva de nivel de g correspondiente al valor
c. Supongamos que Vg(vg) # 0 y que existe un nimero real \ tal que

Vf(V()) =\ Vg(V()).

Formamos la funcién auxiliar h = f — \g y el determinante de la matriz
hessiana orlada, |H]|.
Entonces:

(i) Si|H| > 0, entonces vq es un punto de maximo local de f|s.
(i) Si|H| < 0, entonces vo es un punto de minimo local de f|s.

(iii) Si |H| =0, el criterio no es concluyente y v puede ser un punto de
maximo, un punto de minimo o ninguna de las dos cosas.

U2 s



Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Extremos de f(x1,...,x,) sujeta a g(z1,...,2,) = ¢
matriz hessiana orlada para la funcién auxiliar

h(z1,...,xn,A) = f(z1,

S Tp) — )\(g(arl,...,xn) — c)

o 99 _9g _ 99 7
o0xy 0x9 o0xy,
dg 9%h 9%h 9%h
C Oxq 8733% 0x10x2 0x10x,
g—| _ 9 & Ph - Ph
Oxo Ox20x11 83:3 O0x20x,
dg 0%h 0%h 0%h
L _(%Un 0r,0x1 0T,0x9 8733% J

Luego examinamos los determinantes de las submatrices diagonales
de orden > 3 en los puntos criticos de h.

(V] 2026
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

0 _% _9%  _9g

0 _ 99 _ 99 82961 82902 82383
oy ok 7& @ 0°h 9°h

7& & 9%h oy 22 O0x10x2  Ox1023

Ox1 ﬁx% Ox10x2 <0, _ﬁ 92%h @ 0%h <0, ...

99 9*h @ Oxy  Oz20x1 O3 Ox20x3
Oxo  Ox20x1 833% _ﬂ 8%h 8%h 827h
Oxrs Ox30xr1  Ox30T2 83:%

Si todos son negativos, estamos en un punto de minimo local de f|g. Si
alternan los signos (esto es, > 0, <0, >0, <0,...), entonces estamos en
un punto de maximo local. Si todos son distintos de cero y no encajan en
ninguno de estos patrones, entonces el punto no es ni de maximo ni de
minimo (se dice que es de tipo silla de montar).
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Hallar los extremos de f(z,y,z) = xyz en la superficie de la esfera unidad
22 + y? + 22 = 1, utilizando el criterio de la derivada segunda.

Buscamos puntos criticos de f|g, haciendo Vh = 0 para

h(z,y,2,A) = zyz — A (22 + y? + 22 — 1). se obtiene

yz = 2\x,
rz =2y,
Ty =2z,

?+y?+22 =1

Asi, Si A =0, las soluciones son
(x,y,2,\) = (11,0,0,0), (O,jzl,(),O), (0,0,=£1,0), con valor de f igual a
0. Si A #£ 0, entonces x2 = y? = 22 = 1 , agrengando 6 puntos criticos,
1 41 1
(+ f i\[ j:\/g) con f = j:g\[ Son 14 puntos criticos de h en total.

V.
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Ejemplo (Cont.)

T Yy z A f(z,y,2)
+A +1 0 0 0 0
+B 0 +1 0 0 0
+C 0 0 +1 0

0
V3/3  V3/3  V3/3 | V3/6 | V3/9
—v3/3 V3/3  V3/3 | —V3/6 | —V3/9
V3/3  —V3/3 V3/3 | —V3/6 | —V3/9
V3/3  V3/3  —V3/3 | —V3/6 | —v3/9
—Vv3/3 —V3/3 V3/3 | V3/6 | V3/9
—V3/3  V3/3  —V3/3| V3/6 | V3/9
V3/3  —V3/3 —v3/3| V3/6 | V3/9
—V3/3 —V3/3 —V3/3 | —V3/6 | —V3/9

RN~ TZTQEU
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Ejemplo (Cont.)
El subdeterminante de la hessiana orlada (usando x e y):

99 g
0 Oz 8y
| %8 &R R e o
270 "9z 922 Ozoy | 9
99 9h h ey
dy dyoxr Oy?

=8 \z? + 8\y? + 8zyz = 8A (2% + ¢% + 22%).

sign(|Ha|) = sign A = sign(zyz),

T
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Ejemplo (Cont.)

y S %5 Gy
ox y 0z
g h Ph 0 -2z —2y —2z
|H;| = dr 0r2 Oxdy Oxdz |_ | —2x -2\ =z y
BT _0g h h Ph |7 -2y oz -2\ @
Oy 0Oyox 8;2 Oy 0z -2z y =2\
g 0*h  0°h @
0z 0z0x 020y 022 )

En los puntos criticos se obtiene que |H3| = +4 en £A4, £B, £C, y

16
|Hs| = —g en los otros ocho puntos.
Por tanto: - en E, F,G, K se tiene |Hz| < 0y |Hs| < 0 = minimo local; -
en D, H,1,J se tiene |Hy| > 0y |Hs| <0 = maximo local; - en
+A, £B,+C el criterio indica puntos de silla.
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Crit. der. seg. extr. cond., caso n > 2

Ejemplo (Cont.)

T Yy z A f(=,y,2) | sg(|Hz|) | sg(|Hsl|)

+A +1 0 0 0 0 0 1

+B 0 +1 0 0 0 0 1

+C 0 0 +1 0 0 0 1

D V3/3 V3/3 V3/3 V3/6 V3/9 1 =

E | —v3/3 V3/3 V3/3 | —v3/6 | —V/3/9 -1 -1

F V3/3  —V3/3  V3/3 | —V/3/6 | —/3/9 -1 =

G V3/3 V3/3 —V3/3 | —V3/6 | —/3/9 -1 =

H | —V/3/3 —V3/3 /3/3 V3/6 V3/9 1 -1

I —V3/3  V3/3  —V3/3 | /3/6 V3/9 1 -1

J V3/3 —V3/3 —v3/3 | V3/6 V3/9 1 =i

K | —v/3/3 —V3/3 —V3/3 | —V3/6 | —/3/9 -1 -1 )
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Ejercicio

22. (r) Halle los extremos de f sujeta a las restricciones enunciadas:

a) f(r,y) = zy, sujeta a r2 + 2y> = 1.
by f(z,y,2) =x —y+ z sujeta a 2% + y> + 22 = 2.
¢) flryy,z) = +y+z sujetaas?—y?=1,220+z=1.
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Recorrido

® Método del descenso del gradiente
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ldea

Dada f: A Cc R™ — R diferenciable y dado x¢ € A:
x1 = %o — YV f(x0)"

para cierto v > 0 pequefio. En este caso,

f(xa) < fxo).

Férmula de recurrencia

Semilla: xg € A.
Xn+1l = Xp — ’anf(xn)T

U2 s T



Ejemplo de MML

Consider a quadratic function in two dimensions

T 1 2 1] |z 1 ) ,
f ([$2}> = 3 [961 :c2] L 20} [552} — [5 3] LQ] =3 + x129 — 521 + 1023 — 322

with gradient

2 1 T
Vf ( [2] > = [331 932] [1 20] — [5 3] = (221 +x2 — 5,21 + 2022 — 3)
Elegimos:

T = [:ﬂ ,y 7= 0,085
3 —12] _ [-198] [-1,32
xy = [_1} — 0,085 [—26] = [ 121 ] ;o rp = [_0,42} ,

MC B (V] 2026 80 / 95



4 BOR 2 1

iCuando se termina? (ver excel)
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Adaptive gradient methods rescale the step-size at each iteration, de-
pending on local properties of the function. There are two simple heuris-
tics (Toussaint, 2012):

= When the function value increases after a gradient step, the step-size
was too large. Undo the step and decrease the step-size.

= When the function value decreases the step could have been larger. Try
to increase the step-size.
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Adaptive gradient methods rescale the step-size at each iteration, de-
pending on local properties of the function. There are two simple heuris-
tics (Toussaint, 2012):

= When the function value increases after a gradient step, the step-size
was too large. Undo the step and decrease the step-size.
= When the function value decreases the step could have been larger. Try
to increase the step-size.
Adaptive gradient methods rescale the step-size at each iteration, de-
pending on local properties of the function. There are two simple heuris-
tics (Toussaint, 2012):

= When the function value increases after a gradient step, the step-size
was too large. Undo the step and decrease the step-size.

= When the function value decreases the step could have been larger. Try
to increase the step-size.
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Aplicacion a regresion

04
T
0.2 A e
‘] ¢ -”
= 0.0{%s d . f
o® o D) . -
—02 ®e_ o .
e .:fhik
—0.4
—4 -2 0 2 4
T

(a) Regression problem: observed noisy func-
tion values from which we wish to infer the
underlying function that generated the data.

0.4

(b) Regression solution: possible function
that could have generated the data (blue)
with indication of the measurement noise of
the function value at the corresponding in-
puts (orange distributions).
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Aplicacion a regresion

Figure 8.13 Nested
cross-validation. We ‘

perform two levels

of K-fold ‘
cross-validation.

284 When Models Meet Data
All labeled data |
All training data ‘ ‘ Testdata ‘
‘ To train model ‘ ‘ Validation ‘
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Aplicacion a regresion

Linear Regression
10 10
+
ES Rans = 0
L P M
—10 —10
-0 5 0 5 i -0 5 0 5 10
I x
(a) Example functions (straight (b) Training set. (¢) Maximum likelihood esti-
lines) that can be described us- mate.

ing the linear model in (9.4).
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Aplicacion a regresion

9.2 Parameter Estimation

299

4 +  Trsining data N +  Treining dats 4 +  Truining dsta
—— MLE — MLE MLE
2 + 2 + 2 +
= + + + 4+ 4 = i + T+ + + |
2 + 3 ++ s +F
4 —4 —4
= 2 [] H T = ] ] 3 1 pr} -2 ] ] ]
T x T
(a) M =0 byM=1 (c) M =3
4 <+ Training data 4 +  Training data 4 +  Training data
—— MLE — MLE MLE
2 + 2 + 2
= nm = 0 £ b
- -2 -2
-4 -4 -4
B 2 [] 2 ] 1 -2 ] 3 1 R ) [] 2 i
T z T
(dM=14 (e)M =6 HM=9
U2
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Ejemplo

Datos: (1,2), (2,3), (3,1), (4,3): 21 = 1,29 = 2,23 = 3,24 = 4;

y1=2,92=3,y3 =1,y4 = 3.

4

3

Buscamos ag y a; tales que la recta y = ag + a1x ajuste a los datos de

manera de minimizar el error.
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Ejemplo

Datos: (1,2), (2,3), (3,1), (4,3): 21 = 1,29 = 2,23 = 3,24 = 4;

y1=2,92=3,y3 =1,y4 = 3.

4

3

Buscamos ag y a; tales que la recta y = ag + a1x ajuste a los datos de

manera de minimizar el error.
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Ejemplo

ap + a1y ao + a1
Llamamos y = : _ | @t a2
- : | ag+a13
ao + a1xn ao + a4
ag+ap — 2
. . apg+ai2—3
R=y-vy= ag+a13—1
ap+a14—3
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Ejemplo

ap + a1 ap + a1
Llamamos y = ao + a2
ag + a3
ao + a1y ag + a14
ag+ap — 2
R=y-y= Zgigﬁ:? . Queremos minimizar || R||2.
apg+aid—3

U2 s G



Ejemplo

Llamamos y =

R=y-y=
1 I
1 xI9
P .
1 =z,

ap + a1
ap + a1xy
ag+ap — 2
apg+ a2 —3
ag+a13—1
ap+a14—3

1 1
12
|11 3

1 4

ap + a1
ap + a2
ag + a3
ag + a4

. Queremos minimizar ||R|?.
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Ejemplo

Llamamos y =

R=y-y=
1 I
1 xI9
P .
1 =z,

ap + a1
ap + a1xy
ag+ap — 2
apg+ a2 —3
ag+a13—1
ap+a14—3

1 1
12
|11 3

1 4

ap + a1
ap + a2
ag + a3
ag + a4

. Queremos minimizar ||R|?.

0= (0,007 = ().

al

J(0) = |RI* = Iy - ¥l

2026
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Aplicacion a regresion
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Aplicacion a regresion

296 Linear Regression

Example 9.3 (Polynomial Regression)
We are concerned with a regression problem iy = ¢ ()6 +¢, where 2 € R
and @ € RX. A transformation that is often used in this context is

1
do(x) 1
b (lap e
A = O‘fl) —| 5| err. (9.14)
Cf)K,l(.’I’) ;(:,1

ar
This means that we “lift” the original one-dimensional input space into
a K-dimensional feature space consisting of all monomials 2* for k =

0...., K — 1. With these features, we can model polynomials of degree
< K —1 within the framework of linear regression: A polynomial of degree

K—1is

fla)=Y fa*=0"(x)0, (9.15)
=0

where ¢ is defined in (9.14) and 8 = [f,, .. ., Ok _1]" € R¥ contains the
(linear) parameters fj,.

=
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Descenso del gradiente - Aplicacion

El descenso del gradiente (Gradient Descent) se utiliza en la fase de
optimizacion (o entrenamiento) de la regresién, como una alternativa
iterativa a las férmulas analiticas tradicionales para encontrar los
coeficientes del modelo.
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Descenso del gradiente - Aplicacion

El descenso del gradiente (Gradient Descent) se utiliza en la fase de
optimizacion (o entrenamiento) de la regresién, como una alternativa
iterativa a las férmulas analiticas tradicionales para encontrar los
coeficientes del modelo.

El método de minimos cuadrados busca minimizar la Suma de Errores al
Cuadrado o el Error Cuadratico Medio (MSE) que se obtiene al
aproximar los datos por la funcién propuesta (regresion). Asi se define una
funcién J(wy, ..., wy), que depende de los parametros referidos al modelo
elegido.
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Descenso del gradiente - Aplicacion

El descenso del gradiente (Gradient Descent) se utiliza en la fase de
optimizacion (o entrenamiento) de la regresién, como una alternativa
iterativa a las férmulas analiticas tradicionales para encontrar los
coeficientes del modelo.

El método de minimos cuadrados busca minimizar la Suma de Errores al
Cuadrado o el Error Cuadratico Medio (MSE) que se obtiene al
aproximar los datos por la funcién propuesta (regresion). Asi se define una

funcién J(wy, ..., wy), que depende de los parametros referidos al modelo
elegido.
Esta funcién, J(wg, w1, ..., w,), es una funcién escalar de varias

variables, donde las variables independientes no son los datos x;, sino los
coeficientes o pesos w; de la regla de prediccion.
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Las dos formas de resolver Minimos Cuadrados

iCémo funciona? i Cuando se usa?

1. Ecuaciones Normales (Solucién Analitica)

Resuelve VJ(w) = 0 analiticamente Datasets pequefios o medianos. Es

y clasifica puntos criticos mediante el ~exacta, pero resolver VJ(w) = 0 es

criterio de la derivada segunda. inviable computacionalmente con mu-
chas variables.

2. Descenso del Gradiente (Solucién Numérica)

Inicia con pesos w aleatorios e iterati- Datasets masivos o con miles de carac-
vamente da pasos en direccion opues-  teristicas (features), donde otros pro-
ta al gradiente (—VJ). cedimientos son ineficientes.
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Pasos del Descenso del Gradiente en la Regresion

® Calculo del Vector Gradiente:
El gradiente VJ(w) nos indica en cada punto la direccién de maximo
crecimiento del error.
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Pasos del Descenso del Gradiente en la Regresion

® Calculo del Vector Gradiente:
El gradiente VJ(w) nos indica en cada punto la direccién de maximo
crecimiento del error.
® Regla de Actualizacién:
Para "bajar por la superficie” de la funcién hacia el error minimo, se
actualiza cada parametro restando una fraccién del gradiente:
(k+1) (k) 0J

w =w;’ —q—
J J ,
ow;

donde « es la tasa de aprendizaje (learning rate).

T Y



Pasos del Descenso del Gradiente en la Regresion

® Calculo del Vector Gradiente:
El gradiente VJ(w) nos indica en cada punto la direccién de maximo
crecimiento del error.

® Regla de Actualizacién:
Para "bajar por la superficie” de la funcién hacia el error minimo, se
actualiza cada parametro restando una fraccién del gradiente:
(k+1) (k) 0J

w =w;’ —q—
J J ,
ow;

donde « es la tasa de aprendizaje (learning rate).

©® Convergencia:
Si la funcién de costo de minimos cuadrados es una funcién convexa,
no tiene minimos locales secundarios. El descenso del gradiente tiene
garantizado encontrar el minimo global.
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Resumen

e Método analitico: “Encontramos el fondo del valle directamente
despejando el sistema de ecuaciones donde la pendiente es cero’.

® Descenso del gradiente: “Comenzamos a ciegas en la montafia y
damos pasos en la direccién donde el terreno cae mas empinado hasta

llegar al fondo del valle”.
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