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Integral de una funcién de una variable

Dadas f definida y acotada en [a,b] y una particién P de [a, ]
P={xo,x1,  ,xn},a=x9 <] < -+ < Ty =0,
a partir de una coleccién de puntos muestra asociada a P:
x] € [xo,x1], -+ , X € [Tn_1,Tp),

se define la integral de Riemann de f como

/ f(z)dx = | H Zf (x3)Axy, si el limite existe.
'p
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/ f(z)dx = | H Zf xy) Az, si el limite existe.
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Aplicaciones:
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Volimenes de sélidos sobre regiones rectangulares.

Sea R un rectangulo con los lados paralelos a los ejes, que se expresa
como [a, b] X [¢,d].

Definicion

El volumen de la regién que estd sobre R y bajo la grafica de una funcién
continua no negativa f se llama integral doble de f sobre R y se anota

J[vwwiro ([ zay
R R

Dar ejemplos (prismas, semiesfera).
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Principio de Cavalieri e integrales iteradas

Z 4
Graph of z = f(x, )

x y =g}

Ly a®
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Definicion de integral doble sobre rectangulos

R =[a,b] X [¢,d]

R [aa]

vl
Az

0 \ a b

P,

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo R. Definimos una
particién de R, formada por n x n subrectangulos y formamos la suma de
Riemann S, = Y"1 | >0 f(Pu)AA.

Si el lim,, .~ S, existe para cualquier eleccién de Pj, se dice que f es
integrable sobre R. En este caso, la integral doble de f sobre R es el
limite de las sumas S, y se puede representar por

//Rf(a:,y)dA, //Rf(a:,y)d:cdy o //Rfd:cdy.
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Propiedad

Teorema (Condicién suficiente para la integrabilidad)

1. Si f es continua en un rectangulo R cerrado, es integrable en R.

2. Si f es acotada sobre un rectdngulo R y el conjunto de puntos donde
f es discontinua esta contenido en una unién finita de graficas de
funciones continuas, entonces f es integrable en R.

Break in the
surface

A “broken surface” ==f(x.»)

yau | >

Set of discontinuities of / x o o
Set of discontinuities of
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Propiedades de las integrales dobles

Teorema (Propiedades de las integrales dobles)

Si f y g son funciones integrables sobre el rectingulo R, y ¢ es una
constante, entonces:

1. //R[f(w,y)Jrg(x,y)]dA—//Rf(w,y)dAJr//Rg(x,y)dA
2. // cf(:c,y)dA:c/ Flz,y)dA

3. Si f(z,y) < g(x,y) para todo (z,y) € R,

/ f(z,y)dA < // z,y)d
.| [[ seaa] < [[ 11 iaa
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Propiedades de las integrales dobles

Teorema (Propiedades de las integrales dobles, Cont.)

5. Si Ry, Rs,...,R,, son rectangulos con interiores disjuntos dos a dos, f
es acotada e integrable sobre cada R; y Q = R URsU---UR,, es
un rectangulo, entonces f es integrable en Q) y

/ /Q f(z, y)dA = é / /R )i
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Teorema de Fubini

Teorema (Teorema de Fubini)

Si f es continua en la region rectangular R = [a,b] X [c, d], entonces

/ab/cdf(x,y)dydxz/CdLbf(x,y)dxdy://Rf(x,y)dA_
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Regiones y-simples

Dadas ¢1 : [a,b] = Ry ¢2 : [a,b] — R tales que ¢1(x) < ¢2(x) para todo
x € [a,b], el conjunto

D= {(‘Tay) eER’:ze [a7b]7 (251(.7?) Sy< ¢2($)}

se llama y-simple. La frontera de D estd formada por segmentos verticales
y las gréficas de funciones continuas de x definidas en [a, b].
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Regiones z-simples
Dadas 1 : [¢,d] = Ry 99 : [¢,d] — R tales que 91 (y) < ¥2(y) para todo

y € [c,d], el conjunto

D = {(x,y) ceR?:yeled, i(y) <z < 1/12(9)}

se llama z-simple. La frontera de D estd formada por segmentos
horizontales y las graficas de funciones continuas de y definidas en [c, d].

v R r
x=Y()
d d T d '_\'
IZIZ’) D ix =9, () »\ D X =v20) D x = Y5
c ¢ _C-\x:q/l(y) c !
X X X
] Unidad 3
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Regiones simples o elementales

Son aquellas regiones que son y-simples y x-simples a la vez.
Analizar y dibujar ejemplos.



La integral sobre una regién elemental

Definicién
Si D es una region elemental, R es un rectangulo tal que D C Ry f es
una funcién continua (y por lo tanto acotada) f : D — R, entonces se
define la funcién f*: R — R por

* _ f(xvy)a Si (x,y)ED,
Fi(z,y) = { 0, si (z,y) € D, (x,y) € R.

Entonces, podemos definir

[ rewaas= [[ rayaa

Observacion: f* es acotada (ya que f lo es) y es continua excepto
posiblemente en D. Como 0D estd formada por graficas de funciones
continuas, f* es integrable sobre R.




Integral doble sobre regiones elementales

z V4

( Graph of z = f(x, ) Graph of /'

. - . 9
I I I I
| c | d : c | d
| - | A | > )
7 (4 % | s
1,7 I 7 7 I 7
v D 4 V D 2
R
x Elementary region x

//fxy )dA = //f r,y)d
:/ / f*(x,y)dydx:/d/bf*(x,y)dxdy
//jw asydydm—// f(z,y) dz dy.
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Teorema

® Si D es una region y-simple, entonces

¢2 ()
//fxydA // f(z,y) dy dzx.
é1(

® Si D es una region z-simple, entonces

¥2(y)
//fxydA // fz,y)dx dy.
¥1(y)

Caso especial: area de D

Si f(z,y) =1 para todo (z,y) € D, [}, f(x,y) dA es el drea de D (vol.
sélido altura 1). Ademds

//DldA:/ab/fj)ldydxz/ab(¢>2(x)—(;sl(x)) dz

que coincide con la férmula vista en AMI.
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Desigualdad del valor medio

Si f es acotada en D, existen m y M tales que m < f(x,y) < M para
todo (x,y) € D. Luego

m-A(D) < //Df(ac,y)dA < M- A(D).



Desigualdad del valor medio

Si f es acotada en D, existen m y M tales que m < f(x,y) < M para
todo (x,y) € D. Luego

g/ F(z,y)dA < M - A(D).
D

Ejemplo: probar que

1
(1 —cos(1 // sen(w) —————dxdy <1.
2 01]x[01] 1+ (2y)?



Ejemplo

sen(x)

1
Probar que: —(1 —cos(1)) < // ————dxdy <1.
5 ) 01]x[01] 1+ (zy)*



Ejemplo

1
Probar que: —(1 — cos(1) // sen(z) T drdy < 1.
2 01]x[01] 1+ (zy)*
Sean 0<z<1,0<y < 1.
o0§(xy)4§1,1§1+(wy)4§2y121( e Z%

Sen xr
1+(zy)?

. ff[OJ]Q 3 senzdrdy < ff[O,lP Tyt A dy < ff[0,1]2 ldedy = 1.
Como

1 1
// %senxdxdy:%</ senxd:n) (/ dy)z%(lcosl),
[0,1]2 0 0

se concluye que

1
(1 —cosl) // sen(x 1 drdy < 1.
2 0121+ l'y

® senz > 0; luego > % sen x.



Ilgualdad del valor medio

Teorema (Teorema del valor medio par integrales dobles)

Si f: D — R es continua y D es elemental, entonces para algin punto
(x0,y0) € D se cumple

/ /D £(,5) dA = f(a0,90) A(D),

donde A(D) es el drea de D.
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Definicidn

Sea B = [a,b] x [¢,d] X [p, q] un paralelepipedo (una caja o rectangulo
generalizado) y sea f una funcién definida en B. Dividimos los tres lados
de B en n partes iguales y sumamos:

Su =D fleir)AV,
i=1 j=1 k=1

donde c;;i es un punto de B;;y, el ijk-ésimo paralelepipedo en la particién
de By AV es el volumen de B;jy.



Definicidn

Definicidn

Sea f(x,y, z) acotada, definida en B. Si

lim S, =S

n—00

existe y es independiente de la eleccién de c;;;, decimos que f es
integrable y llamamos a S integral triple de f en B y se anota

[ [ff s o ff] oo




definicién, propiedades y célculo de volimenes.
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Cambio de variables a coordenadas polares

T:ACR?—=R? T(r,0) = (rcos(d), rsen(d)).

o Y
IJRK b(/;\
Y/‘

AG
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@ Integrales sobre curvas
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definicién para campos escalares y vectoriales, calculo mediante
parametrizacion. Aplicaciones.
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