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Ejemplos
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Parabolas y = az?

y=ay
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Parabolas y = az?

y=ay
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Parabolas y = az?

y=ay
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Parabolas y = az?

y=ay
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Parabolas y = az?

y=ay
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Parabolas y = az?

y=ay
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Parabolas y = az?

y=ay
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Parabolas y = az?

y=ay
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Parabolas y = az?

y=ay
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— f(xaa)

Parabolas y
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f(z,a)

Parabolas y
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f(z,a)

Parabolas y
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f(z,a)

Parabolas y
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Ejemplo: cuerda vibrante (primer arménico)

fundamental

A=2L :
U ler. armémico
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Algunas definiciones

Definicién
Una funcién de varias variables tiene su dominio D contenido en R™ y sus
imagenes son nimeros reales:

f:D—=R /| (x1,m2, - ,2n) = w= f(z1,22, " ,Tp)
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Algunas definiciones

Definicién
Una funcién de varias variables tiene su dominio D contenido en R™ y sus
imagenes son nimeros reales:

fD_>R / (1’1,1‘2,"',$n)—>w:f($1,l'2,"',.%'n)

El conjunto de valores reales w asignados por f es el rango de la funcién.
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Algunas definiciones

Definicién
Una funcién de varias variables tiene su dominio D contenido en R™ y sus
imagenes son nimeros reales:

f:D—=R /| (x1,m2, - ,2n) = w= f(z1,22, " ,Tp)

El conjunto de valores reales w asignados por f es el rango de la funcién.
Cada z;, i =1,2,--- ,n es una variable independiente, mientras que w es
variable dependiente.
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f(.’L',y) _ \/y_—m?
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Algunas definiciones

flz,y) = Vy —a?
D(f) ={(z.y) e R? : y > a?};
I(f) = [0,+00)
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Algunas definiciones

f(.’L',y)= \/y_x2

D(f) ={(z,y) e R* : y > 2?};
I(f) =10, +00)

2

-1 o 1

D(f) ={(z,y) eR*: y > 2"}

2
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Unidad 2

DA
2026

24 /115



Ejemplo

f(ﬂf,’y): \/y—SC2

Grafico de f:
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g(z,y,2) = /100 —

3;2 +y2 +z2)
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Ejemplo

g(xayvz) = \/100 - (:E2 +y2 + 22)

D(g) = {(2,y,2) € R® : 2® +y* + 2% <100}
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Ejemplo

g(xayvz) = \/100 - (:E2 +y2 + 22)

D(g) = {(2,y,2) € R® : 2® +y* + 2% <100}

1(g) = [0,10]
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Conceptos topolégicos

Llamamos bola abierta o disco abierto de centro Py(xg,y0) y radio r > 0 al
conjunto {P(z,y) € R? : \/(x — 20)% + (y — y0)2 < r}.

Llamamos bola abierta de centro Py(xo, yo, 20) y radio » > 0 al conjunto
{P(x,y,2) € R®: \/(x — x0)% + (y —90)? + (z — 20)? <7}
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Conceptos topolégicos

Llamamos bola abierta o disco abierto de centro Py(xg,y0) y radio r > 0 al
conjunto {P(z,y) € R? : \/(x — 20)% + (y — y0)2 < r}.

Llamamos bola abierta de centro Py(xo, yo, 20) y radio » > 0 al conjunto
{P(2,y,2) € R®: \/(x —20)> + (y — 40)? + (2 — 20)? < 1}
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Conceptos topolégicos

Llamamos bola abierta o disco abierto de centro Py(xg,y0) y radio r > 0 al
conjunto {P(z,y) € R? : \/(x — 20)% + (y — y0)2 < r}.

Llamamos bola abierta de centro Py(xo, yo, 20) y radio » > 0 al conjunto
{P(z,y,2) € R®: \/(x — 20)? + (y — y0)? + (2 — 20)% <7}

Un entorno de P es una bola abierta que contiene a P.
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Conceptos topolégicos

Sea D C R™ y sea Py un punto de R™ (Py(xo,y0) o Po(zo, Yo, 20))-

Py es un punto interior de D si existe una bola con centro en Py incluida en
D. D es una region abierta si todo punto de D es un punto interior de D.

Py es un punto frontera de D si para toda bola centrada en P, hay algunos
puntos de la bola que pertenecen a D y otros, que no pertenecen a D. D
es una regién cerrada si todos los puntos frontera de D pertenecen a D.

La frontera y los puntos interiores de una region R
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Conceptos topolégicos

D es una region acotada si existe una bola B tal que D C B.

D es una regién no acotada si ninguna bola la incluye. (No la definicién del
libro.)
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y)
D(f) ={(z,y) e R* : y > 2?}

iy — 22 es

D(f {(a:, y) R’ 1y > a2’}
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y)
D(f) ={(z,y) e R* : y > 2?}

iy — 22 es

D(f {(a:, y) R’ 1y > a2’}

D no es abierto, B
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y)
D(f) ={(z,y) e R* : y > 2?}

iy — 22 es

-1

D(f

1
D no es abierto, es cerrado y
A

{(z,y) eR® 1y > 2%}
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(x,y)
D(f) ={(z,y) e R* : y > 2?}

iy — 22 es

-1

D(f

1 2
{(z,y) eR? 1y > 2®}

D no es abierto, es cerrado y no es acotado.
A
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por g(z,y)

D = {(x,y) € R?:y > 12} y es abierto, no es cerrado y no es acotado

]

D(f {(xay)GR ry > a2’}

o = E E 9DaA
Unidad 2
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Ejemplos

El conjunto R? (como subconjunto de R?)
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Ejemplos

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Una bola abierta de R? (como subconjunto de R?)
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Ejemplos

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Una bola abierta de R? (como subconjunto de R?) es abierto, no es
cerrado y es acotado.

Un disco plano sin la circunferencia incluido en el plano zy (como
subconjunto de R3)
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Ejemplos

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Una bola abierta de R? (como subconjunto de R?) es abierto, no es
cerrado y es acotado.

Un disco plano sin la circunferencia incluido en el plano zy (como
subconjunto de R3) no es abierto, no es cerrado y es acotado.
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© Funciones de varias variables
@ Definiciones
@ Representaciones

© Limites y continuidad en dimensiones superiores
© Derivadas parciales

@ Introduccién

@ Derivadas parciales de orden superior

@ Diferenciabilidad
© Regla de la cadena

@ Derivada direccional y vector gradiente
@ Derivada direccional
@ Vector gradiente

@ Estimacién del cambio en una direccién especifica
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Definiciones de grafica y conjuntos (curvas y superficies) de

nivel

Definicién

Dada una funcién f: D — R, (D C R"), se llama

o Grafico de f al conjunto

Gf = {(xla "'7xn7f($17 ,l'n)) S Rn+1 : (IL‘l,

,xn) € D}.
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Definiciones de grafica y conjuntos (curvas y superficies) de

nivel

Definicion
Dada una funcién f: D — R, (D C R"), se llama

o Grafico de f al conjunto

Gy =A{(z1, ... zn, f(x1,....T0)) € R™: (21, ...,2,) € D).

e Conjunto de nivel (k) de f al conjunto

{(z1,....,2n) € D : f(x1,...,3) = k}, para k € Im(f). SiD C R?, los

conjuntos de nivel suelen ser curvas; si D C R3, superficies.
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Definiciones de grafica y conjuntos (curvas y superficies) de
nivel

Definicién

Dada una funcién f: D — R, (D C R"), se llama

o Grafico de f al conjunto
Gy =A{(z1, ... zn, f(x1,....T0)) € R™: (21, ...,2,) € D).

e Conjunto de nivel (k) de f al conjunto
{(z1,....,2n) € D : f(x1,...,3) = k}, para k € Im(f). SiD C R?, los
conjuntos de nivel suelen ser curvas; si D C R3, superficies.

@ Para funciones con dominio incluido en R?, las trazas del grafico
correspondientes a planos horizontales, se llaman curvas de contorno

de f.
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Representacion de funciones de dos variables

Grdfico de f

Curvas de nivel de f
(Ejemplo de Stewart)
AMII
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Curvas de contorno y curvas de nivel
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Representacion de funciones de tres variables: superficies de
nivel
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Ejemp|0:

cerebro

AMII

Unidad 2

2026 o




@ Funciones de varias variables
@ Definiciones

@ Representaciones

© Limites y continuidad en dimensiones superiores
© Derivadas parciales

@ Introduccién

@ Derivadas parciales de orden superior

@ Diferenciabilidad
© Regla de la cadena

@ Derivada direccional y vector gradiente
@ Derivada direccional
@ Vector gradiente
@ Estimacién del cambio en una direccién especifica
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Definicion de limite

Definicién
Sea f: D — R, con D C R". Sean Py(z1,...x,) € R" y L € R. Decimos
que f tiende al limite L cuando P tiende a P, y escribimos

A =5

si los valores f(P) se acercan arbitrariamente a L cuando P se acerca
suficientemente a P,.
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Definicién de limite en R?
En R%: Py(z0,v0) y P(z,9);

lim  f(x,y) =L,
(z,y)—(z0,y0)
si f(xz,y) toma valores arbitrariamente cercanos a L cuando consideramos

todos los puntos (z,y) en un entorno de (x¢,yo) de radio positivo,
suficientemente pequefio.

(20, yo)
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Propiedades de limites de funciones de varias variables

Proposicién

Si L y M son nameros reales y
lim  f(z,y)=L vy im  g(z,y) = M,
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—=(w0,90)
entonces:
AMII Unidad 2
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Propiedades de limites de funciones de varias variables

Proposicién

Si L y M son nameros reales y

lim

f(z,y) =

(z,y)—(z0,y0)

entonces:
1.Suma y resta

2.Producto

3.Cociente

4.Potencia

5.Raiz

lim  (
(z,y)—(z0,y0)
lim  (

(z,y)—(x0,y0)
lim

(z,y)—(x0,y0)
lim  (

(z,y)—(z0,y0)

lim : Vf(zy) = (l/f, sin €N; sin, par, L > 0.

(‘r:y)ﬁ(x07y0

L y lim  g(z,y) = M,

(@,y)=(20,0)

fEg)(z,y)=L+tM
fo)(z,y) = LM

f L
(g) (z,y) = i siM #0
flz,y)*=L",sineN

SIN DEMOSTRAR. Valido para n variables.

AMII
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Ejemplos: limites que existen.

I r—xy+3
(zy)—(0,1) 22y + Sxy — y3
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Ejemplos: limites que existen.

) r—xy+3
lim

v Y 3
(zy)—(0,1) 22y + Sxy — y3
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Ejemplos: limites que existen.

PO el e B
(z)—=(0,1) 22y + 5wy — 3
hm 2 — zy = lim (2" ) (Vo + )
(,y,2)—(0,0,1) f— f (z,y,2)—(0,0,1) \f— f) (Vo + f)
i L@ DOEEVE)
(z,y,2)—(0,0,1) r—vy
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Ejemplos: limites que existen.

T e kB
(@y)—(0,1) 2y + Sxy — 93
hm v~y = lim (22— zy) (Ve + Vy)
(,y,2)—(0,0,1) \/E—f (z,y,2)—(0,0,1) ﬁ—f) (Vo + f)
R e [V R ) B
(z,y,2)—(0,0,1) r—vy

En el trabajo practico namero 2 veran ejemplos de limites iterados.
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lin
(e.)—(0.0) 22 +y
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lim
(2.9)—(0,0) T2 + y

Fy) = i f(,0)=0; [(0.9) =0
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lim
(2.9)—(0,0) T2 + y

Fy) = i f(,0)=0; [(0.9) =0
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lim —5 5 o existe
(z,9)—(0,0) 2 + ¥y

Fy) = i f(,0)=0; [(0.9) =0
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

.Iy2

lim —2
(@,9)—(0,0) 22 + y*

0.5
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2
lim Y
(w.9)—(0,0) 2% + y*
2
ry . —_ 0 _ 0.
f(l',y) = ma f(l‘,O) - 07 f(07y) - Oa
AMII Unidad 2
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

PR

(z,9)—(0,0) 22 + y*
2

X
f(2,y) = 52— f(2,0) = 0; £(0,y) = 0;
T+ y
2
Flma) = x(mx) B mx 0.

= —
22 + (mx)t 14+ m*a? (2)-00)
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

e = s 1,0 =0; f(0.4) =0,
f(@,ma) = fo(rnzzz);)‘* 1 +”:§4x2 (m,y)j(o,O) 0
FPy) = y4‘lfy4 = %
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

zy? .
lim ——— no existe
(2.9)=(00) 2% +y
Fa) = s f.0) = 0 0.5) =0
7y 12 + y4’ ’ y
x(mx)? mx
f(z, mzx) 22+ (mx)* 1+ ma? @y)—00)
4
2y ¥ 1
W) =i =y
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Continuidad

Una funcién f es continua en un punto P si:
@ f esta definida en Py;
e existe lim f(P
S f(B)y
o lim f(P)= f(Fo).
Jim f(P) = J(R)
Una funcién f es continua en un conjunto D si es continua en todos los
puntos de D.
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Continuidad

Definicién
Una funcién f es continua en un punto P si:
@ f esta definida en Py;

@ existe PIEI}DO f(P)y
A R )

Una funcién f es continua en un conjunto D si es continua en todos los
puntos de D.

Observacion

Los polinomios y las funciones racionales son continuos en los puntos de
sus respectivos dominios.

Analizar ejemplos.
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iemplos
Continuidad: ejemp

Wi i
IIII :ll'l”ll
‘”lI/////,Il////: i

m/

“ TR
\“
“\‘\\\\

) =124

AMII

\ e II

4 l:’:
‘- ’II/

!‘\\\\\

ﬂ\\\*\‘\‘{“\“

(x,y) # (0,0)

(=) = (©0,0)

Unidad 2

152 =

x?
0,

ny
+

y2

(x,y) # (0,0)

) =00

026 47 / 115
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Recorrido

© Derivadas parciales
@ Introduccién
@ Derivadas parciales de orden superior
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@ Funciones de varias variables
@ Definiciones

@ Representaciones

© Limites y continuidad en dimensiones superiores
© Derivadas parciales

@ Introduccién

@ Derivadas parciales de orden superior

@ Diferenciabilidad
© Regla de la cadena

@ Derivada direccional y vector gradiente
@ Derivada direccional
@ Vector gradiente
@ Estimacién del cambio en una direccién especifica
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Definicién de derivada parcial (D(f) C R?)

La derivada parcial de f con respecto a x en el punto (xg,yo) es
of . f(zo+h,y0) — f(Zo, %0
fz(x07y0) = ) = ]lllm ( f)L ( )7
L1 (20,50) -0
si tal limite existe. )
AMII
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Definicién de derivada parcial (D(f) C R?)

Definicién

La derivada parcial de f con respecto a x en el punto (xg,yo) es

— lfm f(zo + h,y0) — f(@0,Yo)

of
fa(zo,y0) = == Lim Y ;

ox

(w0,70)

si tal limite existe.

.

Definicién

La derivada parcial de f con respecto a y en el punto (zg,y0) es

f (0,90 + h) — f(xo, y0)

fy(20,%0) = o1

\,

= lim ,
9y (@oyo) P70 h
si tal limite existe.
AMII Unidad 2 2026
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)

AMII

=] F
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)

X

1
1
Po(3.5,1.5)!
1

AMII Unidad 2
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)

M T
-

I
1
X Po(3.5,1.5)!
1

o F = DA

2026 53 / 115
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Interpretacién geométrica de la derivada parcial (D C R?)

f2(3.5,1.5) = 1.8

L
ol

|

I

X Po(3.5,1.5)
1

u]

@
I
i

= D¢
AMII Unidad 2
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Interpretacién geométrica derivadas parciales (D C R?)

&

Esta recta
tangente tiene una P(xg. Y. fixg. ¥o)) Estarecta
tangente tiene

pendiente £,(Xg, ¥p)- ™1
pendiente f(xg. Vo).

Lacurva z = flx,, ¥)

enelplanox =x; Lacurva z = fix, y,)

en el planoy =y,

7= flx.y)
/

2026 55 / 115
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Aplicacion al caso de las ondas

i Cémo se interpretan en este ejemplo las derivadas parciales de la funcién
posicion u(x,t) de la particula en la ubicacion seleccionada, zg, y en el
instante elegido, g, con respecto a x y con respecto a t, respectivamente?
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Definicién de derivada parcial (D C R3)

La derivada parcial de f(z,y, z) con respecto a z en el punto (zg, yo, z0) €s
of . f(zo + h,yo,20) — f(z0,%0, 20
fx(anyOaZO) = 67 = lim ( = 2} = )3
T | (z0,90,20) 0
si tal limite existe. )
AMII
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Definicién de derivada parcial (D C R3)

Definicién

La derivada parcial de f(z,y, z) con respecto a z en el punto (zg, yo, z0) €s
of . f(zo + h,yo,20) — f(z0,%0, 20
fx(xo’y()?z()) ES a— = lim ( ) ’ })L ) ’ )’
T |(z0,y0,20) P70
si tal limite existe. )
u\.v.:v:q‘
AMII
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Definicién de derivada parcial (D C R3)

Definicién

La derivada parcial de f(z,y, z) con respecto a z en el punto (zg, yo, z0) €s

fx(x()a Yo, ZO) = %

5 — lm f(x() + h:y()a ZO) — f(x():y()a ZO)
X

h—0 h ’

(%0,Y0,20)

si tal limite existe.

Similarmente se definen las derivadas parciales de
una funcién de tres variables con respecto a y y a z.
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Definicién de derivada parcial (D C R3)

Definicién

La derivada parcial de f(z,y, z) con respecto a z en el punto (zg, yo, z0) €s

fx(an Yo, ZO) = %

5 — lm f(x() + h:y()a ZO) — f(x():y()a ZO)
X

h—0 h ’

(%0,%0,20)

si tal limite existe.

'/1\,\.:v:u,‘

fry.D=c,] \| } 706, 2)

Similarmente se definen las derivadas parciales de
una funcién de tres variables con respecto a y y a z.
En este caso la derivada se interpreta como la razén
instantanea de cambio de la funcién en la direccion
que corresponda (z, y o z).
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Calculo de derivadas parciales (D C R")

Forma de calcular derivadas parciales

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(x1,--- ,x,) con respecto
a una de sus variables, x;, derivamos aplicando las reglas de derivacién
usuales, considerando a las otras variables como constantes.
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Calculo de derivadas parciales (D C R")

Forma de calcular derivadas parciales

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(x1,--- ,x,) con respecto
a una de sus variables, x;, derivamos aplicando las reglas de derivacién
usuales, considerando a las otras variables como constantes.

Dada f(x,y) = sen(z)y?, halle las derivadas parciales:

.

.
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Calculo de derivadas parciales (D C R")

Forma de calcular derivadas parciales

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(x1,--- ,x,) con respecto
a una de sus variables, x;, derivamos aplicando las reglas de derivacién
usuales, considerando a las otras variables como constantes.

Dada f(x,y) = sen(z)y?, halle las derivadas parciales:

.

folz,y) = cos(ﬂr:)y2 y fy(z,y) = sen(z)2y.

.

AMII Unidad 2 2026 58 / 115



Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, sixy#0;
1, sizy=0.

f(z,y) :{
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, sixy#0;
1, sizy=0.

f(z.y) :{
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Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, siay#0; o No existe lim  f(z,y),
17 S| J:'y - 0 (xvy)ﬁ(ovo)

f(z,y) :{
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Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, siay#0; o No existe lim  f(z,y),
17 S| l'y - 0 (xvy)*)(ovo)

@ f no es continua en (0,0),

f(z,y) :{
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Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, siay#0; o No existe lim  f(z,y),
17 S| l'y - 0 (xvy)*)(ovo)

@ f no es continua en (0,0),

f(z,y) :{

@ PERO existen las derivadas parciales
de f en (0,0):

AMII Unidad 2 2026 59 / 115



Derivadas parciales y continuidad
Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, siay#0; o No existe lim f(z
_= 7y)'
f(@y) { 1, sizy=0. (2,y)—(0,0)

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas parciales
de f en (0,0):

£2(0,0) = lim fO0+ th})L — £(0,0)

AMII
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, sixy#0;
1, sizy=0.

f(z.y) :{

} / i \ Ly

o No existe  lim x,y),
(%y)%(O,O)f( v)

@ f no es continua en (0,0),

@ PERO existen las derivadas parciales
de f en (0,0):

h—0 h

fy(0,0) =0.

Observacién: la existencia de derivadas parciales en un punto no implica la
continuidad de la funcién en dicho punto.

AMII
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Recorrido

© Derivadas parciales

@ Derivadas parciales de orden superior
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Notacion

Las derivadas parciales de las derivadas parciales de f, se llaman derivadas
parciales iteradas y se anotan asi (caso de dos variables):
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Notacion

Las derivadas parciales de las derivadas parciales de f, se llaman derivadas
parciales iteradas y se anotan asi (caso de dos variables):

o (of\  2f . o (of\ _ &°f _
% <8x> - @ - fzx, 87y <a$> 8y8:v fxya

o (of\ _ f ., o (of an
w(w)‘axay—fw ay<ay) =Jw
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Notacion

Las derivadas parciales de las derivadas parciales de f, se llaman derivadas
parciales iteradas y se anotan asi (caso de dos variables):

o (of\  2f . o (of\ _ &°f _

% <8JJ> - @ - fzx, 873] (ax> 8:1/(9:6 fxya
88f_82f_f‘ o (0f 82ff
w(@y) Cowdy M ay(@y) yy

Las derivadas de segundo orden fy, y fy. se llaman derivadas parciales
mixtas o cruzadas.
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Notacion

Las derivadas parciales de las derivadas parciales de f, se llaman derivadas
parciales iteradas y se anotan asi (caso de dos variables):

o (of\  2f . o (of\ _ &°f _

% <8JJ> - w - fzx, 87@; (ax> 8:1/(9:6 fxya
88f_82f_f‘ o (0f 82ff
w(@y) Cowdy M ay(@y) yy

Las derivadas de segundo orden fy, y fy. se llaman derivadas parciales
mixtas o cruzadas.

Similarmente, las derivadas de tercer orden se anotan como
783]0 = 783]0 = f etc
oyoyox " dzoyox TV T

AMII Unidad 2 2026 61 / 115



Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

xy(x? — 12
fo = 4 B @ £ 0.0
0, (z,y) = (0,0).

Unidad 2 2026 62 / 115



Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

zy(z* — ) .
fla,y) =3 22142 (z,y) # (0,0);
0’ (:L‘a y) = (0, 0)

o f2(0,K) — £.(0,0)
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

zy(x? — 92
f@”vy){ W (2,9) # (0,0);

0, (z,y) = (0,0).
R fx(oak) _f:r(ovo)
Jfay(0,0) —]11_% L
T f(h70)_f(070)70_0i
f(0,0) = lim - = ——=0
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

zy(x? — 92
f@”vy){ W (2,9) # (0,0);

0, (z,y) = (0,0).
R fx(oak)_f:r(ovo)
Jfay(0,0) —]11_% L
h,0) — f(0,0) 0—0
£:00,0) = i TOLZTO0 020 o 0,0
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

zy(x? — 92
f@”vy){ W (2,9) # (0,0);

0, (z,y) = (0,0).
fu(0,0) = lim J=(0, ) - f2(0,0)
£0.0) =i (0100 020y £ )
R
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

zy(x? — 92
ﬂw){%;@ﬂ<w#um
0, (z,y) = (0,0).

. f2(0,k) — f2(0,0
Fy(0,0) = Jim 20— £:0.0)

£0,0) = lim L0 = /(0,00 _0-0

h—0 h = T 0= A00
hk(R2—k2) 0
R Y f(h? k) — f(07 k) s h2+k2 k2
e

o1 hk‘(h2 — k‘2) Rk —K3
=lm-(———=2< ] =lm ——+ =&
h—0 h h? + k2 h—0 h2Z 4+ k2

AMII Unidad 2
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

zy(x? — 92
f@”vy){ W (2,9) # (0,0);

0, (x,y) = (0,0).

_ ¢ fx(oak)_f:r(oao) 1. *kfo_
fﬂcy(o’o) _]11_% A —;IL% =—1
. f(h,0) = f(0,0) 0-0
x\Y, =1 = = = ,
£.(0,0) = lim - = =0=£,(0,0)

hk(R2—k2) 0
R Y f(h7k)_f(07k)7 . T h24k2 T k2
e
o L (PP Y
TR\ R2+k ) e 2k
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Ejemplos

Las derivadas parciales de segundo orden mixtas de una funcién f no

necesariamente coinciden: f;,(0,0) # f,2(0,0) para la funcién f definida
en R? por

zy(x? — 92
f@”vy){ W (2,9) # (0,0);

0, (z,y) = (0,0).
f42(0,0) = lim fy (1, 0) ; £y(0,0) _ liy h ; 0_,
7,0.0) =1 TOB SO0
R

2 _ 1.2 3_ 712
_y 1<h’f(hk>> A il L

Rtk ) W h k2
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Teorema de Clairaut o de la derivada mixta

Teorema

Si f y sus derivadas parciales fy, fy, foy ¥ fys estan definidas en una

region abierta que contiene a un punto (a,b) y todas son continuas en
(a,b), entonces

fﬂﬁy(avb) = fyz(aa b)'

SIN DEMOSTRACION.
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@ Funciones de varias variables
@ Definiciones

@ Representaciones

© Limites y continuidad en dimensiones superiores
© Derivadas parciales

@ Introduccién

@ Derivadas parciales de orden superior

@ Diferenciabilidad
© Regla de la cadena

@ Derivada direccional y vector gradiente
@ Derivada direccional
@ Vector gradiente

@ Estimacién del cambio en una direccién especifica

it
v
a

i
v

it

«O>r «Fr o« QA



Diferenciabilidad

Definicién (Diferenciabilidad de una funcién de dos variables)

Una funcién f es diferenciable en un punto Py(z, yo) interior a su dominio
si existen fy(20,y0) Y fy(xo,y0) y si se cumple que el incremento
Af(zo,y0) = f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo, yo) verifica:

Af(xo,y0) = fo(z0,Y0) Az + fy(0,yo) Ay +€1(Az,0y) AT + £2(Az,Ay) Ay,
en la cual las funciones 1 (Ax, Ay) y eo(Az, Ay) cumplen

1’ A A = l’ A A —0.
oA 00 LA AN =0yl 52858 =0

AMII Unidad 2 2026 66 / 115



lim

Af(xo,y0) = fa(zo,y0) Az + fy (20, yo) Ay + €1(Az,Ay) Az + 2(Az,Ay) Ay,
A 7A = 0, 1’ A ,A : 0.
(Az,Ay)—(0,0) e1(Az, Ay) (Aw,AZlJr)ri*(O,Q)f? ( ; ) :Ey’) =0
-~ AMO  Unidad2 2026 67/115



Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura v,

para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)
arbitrario de su dominio.

AMII Unidad 2
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Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)

arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo + Ay > 0.
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Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)

arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo + Ay > 0.

Af(zo,y0) = flxo+ Az, yo + Ay) — f(xo, yo)
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Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)
arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo + Ay > 0.

Af(zo,y0) = flxo+ Az, yo + Ay) — f(xo, yo)
f(zo+Az,yo + Ay) = (20 + Az)(yo + Ay)

= 20Yo + oAy + yoAzr + AzAy
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Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)
arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo + Ay > 0.
Af(xo,yo) = flwo+ Am,yo+ Ay) — f(z0,%0)
f(zo + Az, yo + Ay) = (x0 + Azx)(yo + Ay)
= 2oyo + ToAyY + yoAz + AzAy
f(@o,90) = zoyo

AMII Unidad 2 2026 68 / 115



Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)
arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo + Ay > 0.

Af(xo,yo) = flwo+ Am,yo+ Ay) — f(z0,%0)

f(zo + Az, yo + Ay) = (x0 + Azx)(yo + Ay)
= 2oyo + ToAyY + yoAz + AzAy
f(@o,90) = zoyo
Af(xo,y0) =
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Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)
arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo + Ay > 0.

Af(xo,yo) = flwo+ Am,yo+ Ay) — f(z0,%0)

f(zo + Az, yo + Ay) = (x0 + Azx)(yo + Ay)
= 2oyo + ToAyY + yoAz + AzAy
f(@o,90) = zoyo
Af(zo,y0) =x0Ay +yolAzr+ AzAy

——
ie1Ax+ea Ay?
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Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)
arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo + Ay > 0.

Af(xo,yo) = flwo+ Am,yo+ Ay) — f(z0,%0)

f(zo + Az, yo + Ay) = (x0 + Azx)(yo + Ay)
= 2oyo + ToAyY + yoAz + AzAy
f(@o,90) = zoyo
Af(zo,y0) =x0Ay +yolAzr+ AzAy

——
ie1Ax+ea Ay?

1 1
= yoAzx + xoAy + §A:L“Ay + §A1:Ay
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Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)
arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo + Ay > 0.

Af(xo,yo) = flwo+ Am,yo+ Ay) — f(z0,%0)

f(zo + Az, yo + Ay) = (x0 + Azx)(yo + Ay)
= 2oyo + ToAyY + yoAz + AzAy
f(@o,90) = zoyo
Af(zo,y0) =x0Ay +yolAzr+ AzAy

——
ie1Ax+ea Ay?

1 1
= yoAzx + xoAy + §A:L“Ay + §A1:Ay

1 1
= yoAzx + xoAy + iAy Az + §Ax Ay

S—~— S~~~
€1 €2

AMII Unidad 2 2026 68 / 115



Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura v,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)

arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo + Ay > 0.

1 1
Af(zo,y0) = yolAz + xoAy + iAy Az + §Aa: Ay

S—~— S~~~
e1—0 eg—0
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)
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Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura y,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)

arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo+ Ay > 0.

1 1
Af(zo,y0) = yoAz + zoAy + §Ay Az + §A$ Ay

S—~— S~~~
e1—0 g9—0
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)

Superficie z = xy y Plano Tangente en (4,1,4)
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Ejemplo

La funcién f(z,y) = zy da el area de un rectangulo de base x y altura y,
para z > 0, y > 0. Verifique que f es diferenciable en un punto (zg, yo)

arbitrario de su dominio. Sea (xg + Az, yo + Ay) tal que 29 + Az >0y
Yo + Ay > 0.

1 1
Af(zo,y0) = yoAz + zoAy + §Ay Az + §A«T Ay

N N~
e1—0 e2—0
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)
Superficie z = xy y Plano Tangente en (4,1,4)
4
Xphy Ay
Axyy Ya
xp - Ay
AMII

Unidad 2 2026 69 / 115
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Diferenciabilidad implica continuidad

Teorema

Si una funcién f : D C R™ — R es diferenciable en un punto Py interior a
su dominio, entonces es continua en Pj.

DEMOSTRAR el caso n = 2.
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Diferenciabilidad implica continuidad

Teorema

Si una funcién f : D C R™ — R es diferenciable en un punto Py interior a
su dominio, entonces es continua en Pj.

DEMOSTRAR el caso n = 2.
Sea f diferenciable en Py(x,yo) € int D(f). Para probar que

lim f(P) = f(F),

P—)P()

llamemos P(z,y) = (xo + Az, yo + Ay).
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Diferenciabilidad implica continuidad

lim  f(P) = lim [f(P)— f(P)+ f(P)]

P—>P0 P—)Po

AMII Unidad 2 2026 72 / 115



Diferenciabilidad implica continuidad

Jim  f(P)= Jim [f(P) = F(Po) + F(R)

=k A Ay) —
(AI,ALI)IL(()’O) [f(x() + Az, 5o + y) f(.’L‘(], yO) + f(.’L‘(), yo)]
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Diferenciabilidad implica continuidad

Por ser f diferenciable en P,

i f(P)= i (£(P) = f(P) + F(Ro)

= A Ay) —
(AI,A;I)IL(()’O) [f(x() + Az, o + y) f(x(h yO) + f(.’L‘(), yo)]
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Diferenciabilidad implica continuidad

Por ser f diferenciable en Py,

Jim  f(P)= Jim [f(P) = F(Py) + F(P)

= A Ay) —
(AI,A;I)IL(()’O) [f(x() + Az, o + y) f(x(]a yO) + f(.’L‘(), yo)]

= l/ : ’ A | A
(Az,AL)(0.0) [f2(@0, yo) Az + fy(20,y0) Ay +

+51AZC + 52Ay + f(fUO, yO)] )
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Diferenciabilidad implica continuidad

Por ser f diferenciable en Py,

Jim  f(P)= Jim [f(P) = F(Py) + F(P)

= A Ay) —
(AI,A;I)IL(()’O) [f(x() + Az, o + y) f(x(]a yO) + f(.’L‘(), yo)]

= l/ : ’ A | A
(Az,AL)(0.0) [f2(@0, yo) Az + fy(20,y0) Ay +

+51AZC + 52Ay + f(fUO, yO)] )

donde ool Az, Ay)= i Az, Ay) = 0.
> e(A%Ag&(O,O)gl( % 84) (Aa:,A:{/I)IL(o,O)Sz( = AY)
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Diferenciabilidad implica continuidad

Por ser f diferenciable en Py,

Jim  f(P)= Jim [f(P) = F(Py) + F(P)

= it A Avy) —
(AI,A;I)IL(()’O) [f(x() + Az, o + y) f(.’L‘(], yO) + f(.’L‘(), yo)]

= l/ : ’ A | A
(Az,AL)(0.0) [f2(@0, yo) Az + fy(20,y0) Ay +
+e1Az + 52Ay + f(fﬁo, yO)] ’

dond 1i Az. Ay) — 1 Az, Ag) — 0.
" e(Aw,A;JI&(OVO)gl( ™ A) (Aa:,A;/I)IL(o,O)Ez( = AY)

Evaluando cada uno de los limites de los términos, obtenemos:
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Diferenciabilidad implica continuidad

Por ser f diferenciable en Py,

Jim  f(P)= Jim [f(P) = F(Py) + F(P)

= it A Avy) —
(AI,A;I)IL(()’O) [f(x() + Az, o + y) f(.’L‘(], yO) + f(.’L‘(), yo)]

= l/ : ’ A | A
(Az,AL)(0.0) [f2(@0, yo) Az + fy(20,y0) Ay +
+e1Az + 52Ay + f(fﬁo, yO)] ’

dond Ii Az, Ay) = 1i Az, Ay) = 0.
onde (Ax,Agri(o,o) c1(Az, Ay) (Aa:,Ag)IL(o,o) e2(Az, Ay)
Evaluando cada uno de los limites de los términos, obtenemos:

Pliﬂlgof(P):fx(Po)'0+fy(P0)'0+0'0+0'0+f(P0):f(Po)-
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Diferenciabilidad implica continuidad

Por ser f diferenciable en Py,

Jim  f(P)= Jim [f(P) = F(Py) + F(P)

= Ii A Avy) —
(AI,A;I)IL(()’O) [f(x() + Az, o + y) f(x(]a yO) + f(.’L‘(), yo)]

= l/ : ’ A | A
(Az,AL)(0.0) [f2(@0, yo) Az + fy(20,y0) Ay +

+51AZC + 52Ay + f(fUO, yO)] )

donde ool Az, Ay)= i Az, Ay) = 0.
> e(A%Ag&(O,O)gl( % 84) (Aa:,A:{/I)IL(o,O)Sz( = AY)

Evaluando cada uno de los limites de los términos, obtenemos:

Jim F(P) = fa(Po) - 04 fy(P0) -0+0-040-0+ f(Py) = f(Py).

Luego f es continua en Py(zo, yo)-
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Teorema del incremento: DEMOSTRAR

Teorema (Teorema del incremento)

Suponga que las derivadas parciales de primer orden de f estan definidas
en una region abierta R que contiene el punto (xo,yo) y que fy y f, son
continuas en (xg,yo). Entonces f es diferenciable en (x¢, yo).
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Teorema del incremento: DEMOSTRAR

Teorema (Teorema del incremento)

Suponga que las derivadas parciales de primer orden de f estan definidas
en una region abierta R que contiene el punto (xo,yo) y que f. y f, son
continuas en (xg,yo). Entonces f es diferenciable en (x¢, yo).

Teorema (El mismo Teorema del incremento)

Suponga que las derivadas parciales de primer orden de f estan definidas
en una region abierta R que contiene el punto (xo,yo) y que fz y f, son
continuas en (xg, o). Entonces el incremento en el valor de f,
Af(xo,y0) = f(zo + Az,yo + Ay) — f(xo,y0), en R, satisface una
ecuacion de la forma

Af(xo,y0) = fe(T0,Y0) Az + fy(x0, Yo) Ay +e1(Az,Ay)Az+ez(Az,Ay) Ay,

en la cual las funciones 1 (Ax, Ay) y ea(Ax, Ay) cumplen

I Az, Ay) =0 i Az. Ay) = 0.
(A 00y HED BN =01 B0,y 2B 89)

4
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(g + Ax, yo + Ay)

(X0 Yo)

(Xp + AX, yo)

Af(wo,y0) =
= f(xo + Az, yo + Ay) — f(z0,y0)
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(Xg + Ax, yg + Ay)

(. 0)

Af(xo,y0) =

= f(zo + Az, yo + Ay) — f(z0,y0)
= f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo + Az, y0) + f(xo + Az, y0) — f(x0,%0)

lTVM lTVM

R
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(Xg + Ax, yg + Ay)

(. 0)

Af(xo,y0) =

= f(zo + Az, yo + Ay) — f(z0,y0)
= f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo + Az, y0) + f(xo + Az, y0) — f(x0,%0)

lTVM lTVM

= fy(xo + Az, d) Ay + Jz(c,y0) Ax

R
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(Xg + Ax, yg + Ay)

(. 0)

(Xp + AX, yo)

Af(wo,y0) =
= f(zo + Az, yo + Ay) — f(z0,y0)
= f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo + Az, y0) + f(xo + Az, y0) — f(x0,%0)

lTVM lTVM

= fy(xo + Az, d) Ay + fe(c,90) Az
= fa?(cvy()) Ax + fy(.’L‘()—FAZU,d) Ay

R
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(Xg + Ax, yg + Ay)

(. 0)

(Xp + AX, yo)

Af(wo,y0) =
= f(zo + Az, yo + Ay) — f(z0,y0)
= f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo + Az, y0) + f(xo + Az, y0) — f(x0,%0)

lTVM lTVM

= fy(ajo + Ax, d) Ay f:r:(ca yO) Az
= fa?(cvy()) Ax fy(.’L‘()—FAZU,d) Ay
= (fz(@0,y0) + 1) Az (fy(zo,y0) + €2) Ay

R

++ +
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(Xg + Ax, yg + Ay)

(Xg. Yo) :
J

Af(wo,y0) =
= f(zo + Az, yo + Ay) — f(z0,y0)
= f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo + Az, y0) + f(xo + Az, y0) — f(x0,%0)

lTVM lTVM

R

- fylao + Az, d) Ay + fe(e,yo) Az
= fl"(cvy()) Ax + fy(.’L‘()—FAZU,d) Ay
= (fz(zo,y0) +€1) Az +  (fy(wo,y0) +e2) Ay

e1(Az, Ay) = fz(c,y0) — fe(T0,%0)

ie1(Ax, A — 07
L51( * y) (Az,Ay)—(0,0)
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Ejemplos

Dada f(z,y) = v/ + y?, sus derivadas parciales son
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Ejemplos

Dada f(z,y) = v/ + y?, sus derivadas parciales son
€z Yy
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Ejemplos

Dada f(z,y) = v/ + y?, sus derivadas parciales son
€z Yy

Y (@, y)—F/———-
/22 + 2 u(9) 22 f 42

Existen y son continuas en R?\ {(0,0)}.

fg;(x,y) =
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Ejemplos

Dada f(z,y) = \/x? + y?2, sus derivadas parciales son

x y
2(2,y) = — T, Y)————.

Existen y son continuas en R?\ {(0,0)}. Luego, f es diferenciable en

R2\ {(0,0)}; pero f no es diferenciable en (0,0).
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Ejemplos

La funcién dada por

_ [ (@+y)?sin(z) sizty#O;
g(x,y)—{o siz+y=0.

AMII Unidad 2 2026 77 / 115



Ejemplos

La funcién dada por

_ [ (@+y)?sin(z) sizty#O;
g(x’y)_{o siz+y=0.

es diferenciable en (0,0) aunque
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Ejemplos

La funcién dada por

_ [ (@+y)?sin(z) sizty#O;
g(x’y)_{o siz+y=0.

es diferenciable en (0,0) aunque g, y g, no son continuas en (0,0).
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Ejemplos

La funcién dada por

_ [ (@+y)’sin(iy) siz+y#0;

es diferenciable en (0,0) aunque g, y g, no son continuas en (0,0).
Ejemplifica que la reciproca de la implicacién del Teorema del incremento
puede ser falsa: no es necesario que las derivadas parciales de una funcién

sean continuas en un punto para que la funcién sea diferenciable en dicho
punto.
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@ Funciones de varias variables
@ Definiciones

@ Representaciones

© Limites y continuidad en dimensiones superiores
© Derivadas parciales

@ Introduccién

@ Derivadas parciales de orden superior

@ Diferenciabilidad
© Regla de la cadena

@ Derivada direccional y vector gradiente
@ Derivada direccional
@ Vector gradiente

@ Estimacién del cambio en una direccién especifica
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Regla de la cadena: Interpretacion

Un dron vuela en un plano en el que la temperatura depende de la posicién.

El dron se mueve de acuerdo a una funcién r(t) = (z(t),y(t)), t € I C R,
que describe la posicién en funcién del tiempo.

AMII
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Regla de la cadena: Interpretacion

Un dron vuela en un plano en el que la temperatura depende de la posicién.
El dron se mueve de acuerdo a una funcién r(t) = (z(t),y(t)), t € I C R,
que describe la posicién en funcién del tiempo.

La temperatura en cada punto de ese plano viene dada por f(x,y).
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Regla de la cadena: Interpretacion

Un dron vuela en un plano en el que la temperatura depende de la posicién.
El dron se mueve de acuerdo a una funcién r(t) = (z(t),y(t)), t € I C R,
que describe la posicién en funcién del tiempo.

La temperatura en cada punto de ese plano viene dada por f(x,y).

La funcién w = f or representa
la temperatura en funcién del
tiempo.
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Regla de la cadena: Interpretacion

Un dron vuela en un plano en el que la temperatura depende de la posicién.
El dron se mueve de acuerdo a una funcién r(t) = (z(t),y(t)), t € I C R,
que describe la posicién en funcién del tiempo.

La temperatura en cada punto de ese plano viene dada por f(x,y).
Y | T

La funcién w = f or representa
la temperatura en funcién del
tiempo.

i Qué representa la derivada de la
funcién compuesta?
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Regla de la cadena: Interpretacion

Un dron vuela en un plano en el que la temperatura depende de la posicién.
El dron se mueve de acuerdo a una funcién r(t) = (z(t),y(t)), t € I C R,
que describe la posicién en funcién del tiempo.

La temperatura en cada punto de ese plano viene dada por f(x,y).

Y

La funcién w = f or representa
la temperatura en funcién del
tiempo.

i Qué representa la derivada de la
funcién compuesta?

i Como se calcula esta derivada?
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Regla de la cadena: Interpretacion

/F\ /f\>
o)
w(t) = (for)(t)
= fre
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Regla de la cadena: Interpretacion

/'r\ /f\.
t))

w(t) = (for)(t)
= fx(t

1
fl@y) =21y’ +1

, &O T w(t) :27§sen2(t)
*I(t) = (cos(t), sen(t) « I(t) = (cos t),sen(t); :
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Regla de la cadena: Enunciado

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Sea f una funcién definida y diferenciable en un conjunto abierto D C R?
y sear(t) = (z(t),y(t)) una funcién definida en (a,b) tal que la imagen de
r estd incluida en D y tal que las funciones componentes x(t) y y(t) son
derivables en todo t € (a,b). Entonces f or es derivable en (a,b) y:

d(fdj ) (t) = fx(:c(t),y(t))x/(t) + fy(=(t), y(t))y/(t), para todo t € (a,b).

v
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Regla de la cadena: Enunciado

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Sea f una funcién definida y diferenciable en un conjunto abierto D C R?
y sear(t) = (z(t),y(t)) una funcién definida en (a,b) tal que la imagen de
r estd incluida en D y tal que las funciones componentes x(t) y y(t) son
derivables en todo t € (a,b). Entonces f or es derivable en (a,b) y:

d(fdj ) (t) = fx(:c(t),y(t))x/(t) + fy(=(t), y(t))y/(t), para todo t € (a,b).

DEMOSTRAR

v
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Regla de la cadena: Enunciado

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Sea f una funcién definida y diferenciable en un conjunto abierto D C R?
y sear(t) = (z(t),y(t)) una funcién definida en (a,b) tal que la imagen de
r estd incluida en D y tal que las funciones componentes x(t) y y(t) son
derivables en todo t € (a,b). Entonces f or es derivable en (a,b) y:

d(fdj ) (t) = fx(:c(t),y(t))x/(t) + fy(=(t), y(t))y/(t), para todo t € (a,b).

DEMOSTRAR

w

’

Variable dependiente

Ty

z Y Variables intermedias
1
t Variable independiente
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Regla de la cadena: Enunciado

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Sea f una funcién definida y diferenciable en un conjunto abierto D C R?
y sear(t) = (z(t),y(t)) una funcién definida en (a,b) tal que la imagen de
r estd incluida en D y tal que las funciones componentes x(t) y y(t) son
derivables en todo t € (a,b). Entonces f or es derivable en (a,b) y:

d(fdj ) (t) = fx(:c(t),y(t))x/(t) + fy(=(t), y(t))y/(t), para todo t € (a,b).

DEMOSTRAR

w

’

Variable dependiente

Ay Notacién usual:
z Y Variables intermedias dw . ow dx I ow dy
A dt Oz dt Oy dt’
r
t Variable independiente
AMII Unidad 2 2026
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Regla de la cadena: demostracion

At—0 At

AMII Unidad 2 2026 82 / 115



Regla de la cadena: demostracion

dt 077 Ats0 At
_ iy L@+ AL, y(to + At)) = f(z(to), y(to))
At—0 At
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Regla de la cadena: demostracion

dt 077 Ats0 At
_ iy L@+ AL, y(to + At)) = f(z(to), y(to))
At—0 At

Az = z(to + At) —z(to); Ay = y(to + At) — y(to).
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Regla de la cadena: demostracion

AFor) (1 gy S+ AD) — f(r()

dt At—0 At
_ oy f(z(to + At), y(to + At)) — f(z(to), y(to))
= 11m
At—0 At

Az = z(to + At) —z(to); Ay = y(to + At) — y(to).

f(a(to) + Az, y(to) + Ay) — f(x(to), y(to))
At—0 At
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Regla de la cadena: demostracion

AFor) (1 gy S+ AD) — f(r()

dt At—0 At
_ oy L0+ A, y(to + At)) — f(z(t), y(to))
= 11m
At—0 At

Az = z(to + At) —z(to); Ay = y(to + At) — y(to).

_ f(a(to) + Az, y(to) + Ay) — f(x(to), y(to))
At—0 At

Por ser f diferenciable en (x(to), y(to)),
fo(x(to), y(to)) Az + fy(2(t), y(to)) Ay + e1Az + 28y

/ — 1/
(for) (to) = lim, At
donde lim e1 =0y lim g9 = 0.
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)
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0),y(to)) Az + fy(2(to),

y(to))Ay + e1Ax + e2Ay

AMII

At

Az

), y(to))%f + fy(x(to), y(to))i tey teg,
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(for)(to) =
fz(x(to), y(to)) Az + fy(x(to), y(to)) Ay + e1ldx + e2Ay

= lim

At—0 A At A R R
= ar x Y
= Jim, (Felolto) () 35 + Ffatto) u(to) 55 + 21 55 + 2257

Como Az = x(tg + At) — x(to) y Ay = y(to + At) — y(to) por ser x(t) y
y(t) derivables en tg,

lim Az lim x(to + At) — x(to)

/
=2'(t
At—0 At At—=0 At 7' (o)
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(for)(to) =
fz(x(to), y(to)) Az + fy(x(to), y(to)) Ay + e1ldx + e2Ay

= lim

At—0 A At A R R
= ar x Y
= Jim, (Felolto) () 35 + Ffatto) u(to) 55 + 21 55 + 2257

Como Az = x(tg + At) — x(to) y Ay = y(to + At) — y(to) por ser x(t) y
y(t) derivables en tg,

z z(to + At) — z(to) Ay
Amo A = Ay A =a/(to) y Mm - =y (to).
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(for)(to) =
fz(x(to), y(to)) Az + fy(x(to), y(to)) Ay + e1ldx + e2Ay

= lim

At—0 A At A R R
= ar x Y
= Jim, (Felolto) () 35 + Ffatto) u(to) 55 + 21 55 + 2257

Como Az = x(tg + At) — x(to) y Ay = y(to + At) — y(to) por ser x(t) y
y(t) derivables en tg,

lim Az lim x(to + At) — x(to)

Ay ,
At—=0 At At=0 At =12'(tg) y lim ——= =1/ (to).

At—0 At

La continuidad de 2 y de y en ty implica que

lim Az = hm ( (to+ At) — x(tp)) =0
At—0
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(for)(to) =
fz(x(to), y(to)) Az + fy(x(to), y(to)) Ay + e1ldx + e2Ay

= lim

At—0 A At A R R
= ar x Y
= Jim, (Felolto) () 35 + Ffatto) u(to) 55 + 21 55 + 2257

Como Az = x(tg + At) — x(to) y Ay = y(to + At) — y(to) por ser x(t) y
y(t) derivables en tg,

z x(to + At) — z(to) _ Ay
Amo A = Ay A =a/(to) y Mm - =y (to).

La continuidad de 2 y de y en ty implica que

Iim Az = 1 to+ At) —x(tg)) =0y lim Ay =0.
Ay Ar = fim(wlto + Af) —o(to) =0y lim, Ay
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(for)(to) =
fz(x(to), y(to)) Az + fy(x(to), y(to)) Ay + e1ldx + e2Ay

= lim

At—0 A At A R R
= ar x Y
= Jim, (Felolto) () 35 + Ffatto) u(to) 55 + 21 55 + 2257

Como Az = x(tg + At) — x(to) y Ay = y(to + At) — y(to) por ser x(t) y
y(t) derivables en tg,

z x(to + At) — z(to) _ Ay
Amo A = Ay A =a/(to) y Mm - =y (to).

La continuidad de 2 y de y en ty implica que

Iim Az = 1 to+ At) —x(tg)) =0y lim Ay =0.
Ay Ar = fim(wlto + Af) —o(to) =0y lim, Ay

En consecuencia, l1m 1= lim ea =0y
At—0 At—0
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(for)(to) =
fz(x(to), y(to)) Az + fy(x(to), y(to)) Ay + e1ldx + e2Ay

= lim

At—0 A At A R R
— 755 i y
= Jim, (Felolto) () 35 + Ffatto) u(to) 55 + 21 55 + 2257

Como Az = x(to + At) — z(to) y Ay = y(to + At) — y(to) por ser () y
y(t) derivables en tg,

z(to + At) — x(to)

. Ay /
A oy fim Ry =yl

T
Iim — = lim
At—0 At At—>0

La continuidad de 2 y de y en ty implica que

Iim Az = 1 to+ At) —x(tg)) =0y lim Ay =0.
Ay Ar = fim(wlto + Af) —o(to) =0y lim, Ay

En consecuencia, hm €1 = hm ea =0y
At—0 —0

(for)(to) = fe(x(to), y(to))2' (to)+ fy (x(to), y(t0))y' (o) +-0-2' (o) +-0-y/ (to)-
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Regla de la cadena: otros casos

Teorema

Sea f una funcién definida y diferenciable en D C R? y sea

r(t) = (z(t),y(t),2(t)), a <t <b, una funcién de t tal que la imagen de r
estd incluida en D y tal que r es derivable en [a,b]. Entonces f or es
derivable en [a,b] y

W08 1) = o0 (), 20)a/(0) + Fy (8), 90, =)/ 0) +

f(2(t), y (1), 2(1)2' ().

SIN DEMOSTRAR t
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Regla de la cadena: otros casos

Teorema

Sea f una funcion definida y diferenciable en D C R® y sea

r(s,t) = (x(s,t),y(s,t), z(s,t)) una funcion de s y t tal que la imagen de r
estd incluida en D y tal que las funciones componentes x(s,t), y(s,t) y z(s,t)
son diferenciables en (s, t). Entonces f or es una funcién derivable con
respecto a t y con respecto a s en (s,t) y

(f ) r)s(s, t) = fm(x(sa t>> y(s’ t)) Z(S? t))ms(s, t)
+fy(@(s,1), y(s,), 2(5,1)ys (s, 1) + f=(x(s, 1), y(s, 1), 2(s, £)) 25 (s, t);

(f © r)t(svt) = fx(x(sat)ry(Sat%Z(s’t))xt(Svt)
+fy(x(s,t),y(s,t), 2(5,1)ye(s, 1) + fa((s,8), y(s, t), 2(s,t)) (s, 1)

w

SIN DEMOSTRAR ¢ d
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Regla de la cadena: otros casos

Teorema

Sea f una funcion definida y diferenciable en D C R? y sea
r(s,t) = (z(s,t),y(s,t)) una funcién de s y t tal que la imagen de r est3
incluida en D y tal que las funciones componentes (s, t) y y(s,t) son

diferenciables en (s,t). Entonces f or, es una funcién derivable con respecto a
s y con respecto a t en (s,t) y

5(1; : r) (s,t) = fula(s,t), y(s,t))zs(s,t) + Fy(@(s,t), y(s,t))ys(s, b);

NI (5,1) = Fulalo 1) 5, )wel,1) + 5,815, D)l 1)

a W

SIN DEMOSTRAR ¢ T
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Regla de la cadena: otros casos

Teorema

Sea f una funcion definida y diferenciable en D C R y sea r(s,t) = x(s,t)
una funcion diferenciable en (s,t), tal que la imagen de r esta incluida en

D . Entonces f or, es una funcién derivable con respecto a s y con
respecto at en (s,t) y

d(for) o . d(for) o
T(Sﬂt) - f (x(57t))x8(37t)7 T(S7t) - f (x(s7t))xt(5’t)'

v

SIN DEMOSTRAR
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La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.
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La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.

Ejemplo: (resistencias conectadas en paralelo). La resistencia total w, si se
conectan en paralelo tres resistores de resistencias z, y y z, es

1 1 1 1

wooxr Yy Z

Hallar Ow/dy cuando = = 3012, y = 45Q y z = 9012.
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La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.

Ejemplo: (resistencias conectadas en paralelo). La resistencia total w, si se
conectan en paralelo tres resistores de resistencias z, y y z, es

1 1 1 1

wooxr Yy Z

Hallar Ow/dy cuando = = 3012, y = 45Q y z = 9012.

1 ow 1
=% _0- = 40
w? Jy y2jL
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La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.

Ejemplo: (resistencias conectadas en paralelo). La resistencia total w, si se
conectan en paralelo tres resistores de resistencias z, y y z, es

1 1 1 1

wooxr Yy Z

Hallar Ow/dy cuando = = 3012, y = 45Q y z = 9012.

1 ow 1
g~ 1o
w? Jy y2jL
ow _ v
oy >
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La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.

Ejemplo: (resistencias conectadas en paralelo). La resistencia total w, si se
conectan en paralelo tres resistores de resistencias z, y y z, es

1 1 1 1

wooxr Yy Z

Hallar Ow/dy cuando = = 3012, y = 45Q y z = 9012.

1 ow 1
—— "= 0—- 5 +0
w? Jy y? -
ow _ v
dy  y?
2
9% 30, 45,90) = (s)
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La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.

Ejemplo: (resistencias conectadas en paralelo). La resistencia total w, si se
conectan en paralelo tres resistores de resistencias z, y y z, es

1 1 1 1

wooxr Yy Z

Hallar Ow/dy cuando = = 30Q, y = 45Q y z = 90Q.
t=r(z,y2) =3+, +5w=f(t)=1

z Ty
1 ow 1
= 20— = +0
w? Jy Y2 *
ow _ v
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2
9% 30, 45,90) = (s)
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La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.

Ejemplo: (resistencias conectadas en paralelo). La resistencia total w, si se
conectan en paralelo tres resistores de resistencias z, y y z, es

1 1 1 1

wooxr Yy Z

Hallar Ow/dy cuando = = 30Q, y = 45Q y z = 90Q.
t=r(z,y2) =3+, +5w=f(t)=1

z Ty
10 1
_726710 :0_7+O Ow df(r(m 2)) 81'(33 2)
w . T i1 » Yy 7 LY,
8y Y oy = " 5BV
w w
oy 2
2
9% 30, 45,90) = (s)
oy T 452
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La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.

Ejemplo: (resistencias conectadas en paralelo). La resistencia total w, si se
conectan en paralelo tres resistores de resistencias z, y y z, es

1 1 1 1

wooxr Yy Z

Hallar Ow/dy cuando = = 3012, y = 45Q y z = 9012.
1,1 1., _ 1
t=r(z,y2)=g+,+5w=[f(t)=1

1 ow 1
—— 20— +0 ow d or
w? Oy y? — = l(r(x,y,Z)) - (z,9,2)
5 9 oy dt oy
vl — (@) [~
) :l(/ )2 - t2 Y,z y2
1
ow w+1+355
3 Z=(30,45,90) = o

AMII Unidad 2 2026 88 / 115



La derivacién implicita funciona para las derivadas parciales de la misma
manera que para las derivadas ordinarias.

Ejemplo: (resistencias conectadas en paralelo). La resistencia total w, si se
conectan en paralelo tres resistores de resistencias z, y y z, es

1 1 1 1

wooxr Yy Z

Hallar Ow/dy cuando = = 30Q, y = 45Q y z = 90Q.
t=r(z,yz)=2+i+Lw=f(t)=1

1 Ow 1
= 0- =40 ow df or
2 2 . L
w gy ) Yy 9y di (r(z,y,2)) 9y (x,y, 2)
ow _ = 1 1
oy y = —;Q(r(x,y, 2) )|~
1 )2 Y
Ow s0+a5+ao - 1 <1>
e 4 — 30735790/ = . .
5y (30:45,90) 152 (% il %>2 2
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Ejemplo para derivacion implicita
Dada y implicitamente como funcién de x por
sen(y) —x? —y =0

podemos derivar ambos miembros y obtener

cos(y)y —2x —y' =0

AMII Unidad 2 2026

89 / 115



Ejemplo para derivacion implicita
Dada y implicitamente como funcién de x por
sen(y) —x? —y =0

podemos derivar ambos miembros y obtener

2z

cos(y)y =2z —y =0=1y = W.
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Ejemplo para derivacion implicita
Dada y implicitamente como funcién de x por
2 _
sen(y) —z*—y =20
podemos derivar ambos miembros y obtener

2z

cos(y)y =2z —y =0=1y = W.

Si la funcién y(x) se puede expresar implicitamente como F(x,y) = 0,

podemos derivar parcialmente con respecto a x para obtener
0= Fo(z,y) + Fy(z,y)y (x)
de donde si F}, # 0,
y'(x) = Z;;
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Derivacién implicita

Teorema

Supongamos que F' es una funcién de x y de y, que las derivadas parciales
F, y F, son continuas en una region abierta R C R? que contiene al punto
(%0, y0), que F(zo,y0) = ¢, para alguna constante ¢, y que Fy(xo,y0) # 0.
Entonces la ecuacion F(x,y) = c define a y implicitamente como una

funcién derivable de x en un entorno de x( y la derivada de esta funcién y
estd dada por
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Derivacién implicita

Teorema

Supongamos que F' es una funcién de x y de y, que las derivadas parciales
F, y F, son continuas en una region abierta R C R? que contiene al punto
(%0, y0), que F(zo,y0) = ¢, para alguna constante ¢, y que Fy(xo,y0) # 0.
Entonces la ecuacion F(x,y) = c define a y implicitamente como una
funcién derivable de x en un entorno de xq y la derivada de esta funcion y
estd dada por

DEMOSTRACION: sélo probamos la férmula asumiendo las hipétesis.
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Supongamos que F' es una funcién de x y de y, que las derivadas parciales
F, y F, son continuas en una region abierta R C R? que contiene al punto
(%0, y0), que F(zo,y0) = ¢, para alguna constante ¢, y que Fy(xo,y0) # 0.
Entonces la ecuacion F(x,y) = c define a y implicitamente como una
funcién derivable de x en un entorno de x( y la derivada de esta funcién y
estd dada por

DEMOSTRACION: sélo probamos la férmula asumiendo las hipétesis.
Si F(x,y) = c define a y implicitamente como funcién de z, derivando
ambos miembros con respecto a x y aplicando la regla de la cadena,

OF  OFdy _

9 T ayds O A
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Derivacién implicita

Teorema

Supongamos que F' es una funcién de x y de y, que las derivadas parciales
F, y F, son continuas en una region abierta R C R? que contiene al punto
(%0, y0), que F(zo,y0) = ¢, para alguna constante ¢, y que Fy(xo,y0) # 0.
Entonces la ecuacion F(x,y) = c define a y implicitamente como una
funcién derivable de x en un entorno de x( y la derivada de esta funcién y
estd dada por

DEMOSTRACION: sélo probamos la férmula asumiendo las hipétesis.
Si F(x,y) = c define a y implicitamente como funcién de z, derivando
ambos miembros con respecto a x y aplicando la regla de la cadena,

OF OF dy . dy F,

—+ —-—==0. Asi, = =——

Oor Oy dx dx F,

AMII Unidad 2 2026 90 / 115



Derivacién implicita

Teorema

Si F' es una funcion de tres variables y las derivadas parciales F,, F,, y F,
son continuas en una region abierta R C R® que contiene al punto

(o, Y0, 20) ¥ si F(xo,y0,20) = ¢, para alguna constante ¢, y si

F.(z0, Y0, 20) # 0, entonces la ecuacion F(x,y,z) = c define a z
implicitamente como una funcién derivable de x y de y en un entorno de
(x0,Y0) y las derivadas parciales de esta funcién = estan dadas por

0z Fi(z,y,2) 0z Fy(z,9,2)

9r  F(ny,2) 0 0y F(ny2)

DEMOSTRACION: sélo probamos la férmula asumiendo las hipétesis.
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%_ FZ(IE,y,Z)’ y @_ Fz(x,y,z)'

DEMOSTRACION: sélo probamos la férmula asumiendo las hipétesis.
Si F(z,y,z) = c define a z implicitamente como funcién de = y de y,

derivando impicitamente,
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Si F(z,y,z) = c define a z implicitamente como funcién de = y de y,

} L OF OF 0z
derivando impicitamente, — + —— = 0.

ox 0z Ox
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Derivacién implicita

Teorema

Si F' es una funcion de tres variables y las derivadas parciales F,, F,, y F,
son continuas en una region abierta R C R® que contiene al punto
(o, Y0, 20) ¥ si F(xo,y0,20) = ¢, para alguna constante ¢, y si
F.(z0, Y0, 20) # 0, entonces la ecuacion F(x,y,z) = c define a z
implicitamente como una funcién derivable de x y de y en un entorno de
(x0,Y0) y las derivadas parciales de esta funcién = estan dadas por

0z Fi(z,y,2) 0z Fy(z,9,2)

%_ FZ(IE,y,Z)’ Y %_ Fz(l’,y,Z)'

DEMOSTRACION: sélo probamos la férmula asumiendo las hipétesis.

Si F(z,y,z) = c define a z implicitamente como funcién de = y de y,

F OF F,
derivando impicitamente, or + OF 0= = 0. Asi, 9z =_*

Ox 0z Ox ox F,
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Derivacién implicita

Teorema

Si F' es una funcion de tres variables y las derivadas parciales F,, F,, y F,
son continuas en una region abierta R C R® que contiene al punto
(o, Y0, 20) ¥ si F(xo,y0,20) = ¢, para alguna constante ¢, y si
F.(z0, Y0, 20) # 0, entonces la ecuacion F(x,y,z) = c define a z
implicitamente como una funcién derivable de x y de y en un entorno de
(x0,Y0) y las derivadas parciales de esta funcién = estan dadas por

0z Fi(z,y,2) 0z Fy(z,9,2)

%_ FZ(IE,y,Z)’ y %_ Fz(x,y,z)'

DEMOSTRACION: sélo probamos la férmula asumiendo las hipétesis.

Si F(z,y,z) = c define a z implicitamente como funcién de = y de y,

derivando impicitamente 8—F 4 @% — 0. Asi % _ _&
P "9xr  0z0x ' ox  F,
Similarmente % = —&
1 ay - FZ.
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Recorrido

@ Derivada direccional y vector gradiente
@ Derivada direccional
@ Vector gradiente
@ Estimacién del cambio en una direccién especifica
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@ Definiciones

@ Representaciones
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Derivada direccional

Definicién

La derivada direccional de un campo escalar f con dominio D C R?, en la

direccién de un vector unitario u = (u1,ug), en un punto
P(x1,x9) € int D, viene dada por

Duf(P) := lim f(x1 + huy, 2 + hug) — f(g;th)’
h—0 h

si el limite existe.
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Derivada direccional

Z

(xo + sup, ¥ + Suz)
Po(xo, yg) u= uli -+ l‘z]
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Derivada direccional

Z

(xg + 58y, yp + sup)
Po(xo, yo) u= uli -+ l‘zj

AMII Unidad 2

Interpretacién
como
pendiente y
como razén de
cambio.
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Ejemplo

Sea f(x,y) = xy, icuanto vale la tasa instantanea de cambio de f en el
punto P(1,2), en la direccién del vector v = (3,4)7
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Ejemplo

Sea f(x,y) = xy, icuanto vale la tasa instantanea de cambio de f en el
punto P(1,2), en la direccién del vector v = (3,4)7

0
AMII

Eje X
Unidad 2
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Ejemplo

Sea f(x,y) = xy, icuanto vale la tasa instantanea de cambio de f en el
punto P(1,2), en la direccién del vector v = (3,4)?

v 3 4
u=—=|(-,-|.
|v] 55
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Ejemplo

Sea f(x,y) = xy, icuanto vale la tasa instantanea de cambio de f en el
punto P(1,2), en la direccién del vector v = (3,4)?

v 3 4
u=—=|(-,-|.
|v] 55

Duf(P) = ,ILIL% f(P+h1;L)*f(P)
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Ejemplo

Sea f(x,y) = xy, icuanto vale la tasa instantanea de cambio de f en el
punto P(1,2), en la direccién del vector v = (3,4)?

v 3 4
u=—=|(-,-|.
|v] 55

Duf(P> — l{m f(P+h1;L)*f(P)

h—0
— Qi L2 HA3/54/5)-F(.2)
h—0 h
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Ejemplo

Sea f(x,y) = xy, icuanto vale la tasa instantanea de cambio de f en el
punto P(1,2), en la direccién del vector v = (3,4)?

v 3 4
u=—=|(-,-|.
|v] 55

Duf(P> _ ,ILIL% f(P+h1;L)*f(P)
— i J02000G/5:4/5)102)

(1+2h)(2+2h)—2

AMII Unidad 2 2026 97 / 115



Ejemplo

Sea f(x,y) = xy, icuanto vale la tasa instantanea de cambio de f en el
punto P(1,2), en la direccién del vector v = (3,4)?

v 3 4
u=—=|(-,-|.
|v] 55

Duf(P> _ ,ILIL% f(P+h1;L)*f(P)
— i J02000G/5:4/5)102)
h—0

~ im (1+2h)(2+2h)—2

h=0 6 4h 1272
_ qpyy ZEEMHEh N2
h—0
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Ejemplo

Sea f(x,y) = xy, icuanto vale la tasa instantanea de cambio de f en el
punto P(1,2), en la direccién del vector v = (3,4)?

v 3 4
u=—=|(-,-|.
|v] 55

Duf(P> — l{m f(P+hu)—f(P)

h—0 h
i £Q2403/5.4/5) - £(1.2)
h—0 h

(1+2h)(2+2h)—2

= lim I

h—0 6 4 1232
gy ZEERHER N2

h—0
e

h—0 h
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Ejemplo

Sea f(x,y) = xy, icuanto vale la tasa instantanea de cambio de f en el
punto P(1,2), en la direccién del vector v = (3,4)?

v 3 4
u=—=|(-,-|.
|v] 55

Duf(P> — l{m f(P+hu)—f(P)

h—0 h
— lim F((1,2)+h(3/5,4/5))—f(1,2)
h—0 5 4h
— lim (14+2h)(2+2h)—2
h=0 6 4h 12
— lm 2+ 2h+sh+32h%—2
h—0 h
oy PR ERR)
h—0 h
=2
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Ejemplo

Sea f(x,y) = xy, icuanto vale la tasa instantanea de cambio de f en el
punto P(1,2), en la direccién del vector v = (3,4)7

Eje Z

2 3 4 5 8
Eje X : 9ac
AMII Unidad 2
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Derivada direccional

Definicién

La derivada direccional de un campo escalar f con dominio D C R?, en la
direccién de un vector unitario u = (u1,u2,u3), en un punto
P(x1,29,23) € int D, viene dada por

Duf(P) = lim f(x1 + huy, xo + hug, 3 + hus) — f($1,$271'3)7
h—0 h

si el limite existe. )

Interpretacién como razén de cambio.
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@ Funciones de varias variables
@ Definiciones

@ Representaciones

© Limites y continuidad en dimensiones superiores
© Derivadas parciales

@ Introduccién

@ Derivadas parciales de orden superior

@ Diferenciabilidad
© Regla de la cadena

@ Derivada direccional y vector gradiente
@ Derivada direccional
@ Vector gradiente
@ Estimacién del cambio en una direccién especifica
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Vector gradiente

Definicién

El gradiente de una funcién f en un punto Py de su dominio es el vector
formado por las derivadas parciales de f en Py, si existen.

Se denota por V.
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Vector gradiente

Definicién

El gradiente de una funcién f en un punto P, de su dominio es el vector
formado por las derivadas parciales de f en Py, si existen.
Se denota por V f.

Observacién: el simbolo V representa a un operador matematico que se
llama nabla.
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Vector gradiente

Definicién

El gradiente de una funcién f en un punto Py de su dominio es el vector
formado por las derivadas parciales de f en Py, si existen.

Se denota por V.

Observacién: el simbolo V representa a un operador matematico que se
llama nabla.
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Ejemplo

Dada f(x,y) = 2 4+ xy? y sus representaciones:

4
3 3 %
X
°
QOB %%
N 2
ol %
oty h
o s \
w 7 0 1 |
s /
GRS
SISl -1
KL
-2
3 §
-4
-4 1 2 3 4
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Ejemplo

Dada f(z,v)

54555
Vir272225%

Ejez

77
7,

2

El gradiente de [ es:

AMII

I,

sl
FEEEEELL

i
o

G 5SS
SESSS
S

= 23 4 27 y sus representaciones:

I
ggg”;’”/r
i)

4420017

%, ),

Z s

o
"

Vf(z,y) = (32" +y°, 2zy).
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Ejemplo

Dada f(x,y) = 2 4+ xy? y sus representaciones:

oty

"/"‘?W:" enii1rt)
Y s,
y =
W ) ////

Ejez

Z
7
SIS ]
002030020204,
et

%03
9520, 00 A
(XL
0%,/

El gradiente de [ es:
Vf(z,y) = (32 +y*, 2xy).
Por ejemplo,

V(1 —1) = (4, -2).
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Derivada direccional: férmula de calculo

Teorema (La derivada direccional como producto escalar)

Si f es un campo escalar definido en D C R"™, diferenciable en P € D,

entonces la derivada direccional de f en P existe en todas las direcciones.
Y si u € R™ es un vector unitario, entonces

Duf(P) = V#(P)-u.

DEMOSTRAR
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Derivada direccional: férmula de calculo

Teorema (La derivada direccional como producto escalar)

Si f es un campo escalar definido en D C R"™, diferenciable en P € D,

entonces la derivada direccional de f en P existe en todas las direcciones.
Y si u € R™ es un vector unitario, entonces

Duf(P) = V#(P)-u.

DEMOSTRAR
.. f(P+hu)— f(P)
AMII
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Derivada direccional: férmula de calculo

Teorema (La derivada direccional como producto escalar)

Si f es un campo escalar definido en D C R"™, diferenciable en P € D,

entonces la derivada direccional de f en P existe en todas las direcciones.
Y si u € R™ es un vector unitario, entonces

Duf(P) = V#(P)-u.

DEMOSTRAR
Dy f(P) = lim J(P 4 hu) = J(P) r(t)=P+tu;teR; r'(t) =u
h—0 h
AMII
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Derivada direccional: férmula de calculo

Teorema (La derivada direccional como producto escalar)

Si f es un campo escalar definido en D C R"™, diferenciable en P € D,

entonces la derivada direccional de f en P existe en todas las direcciones.
Y si u € R™ es un vector unitario, entonces

Duf(P) = V#(P)-u.

DEMOSTRAR
D,f(P) = }lllg(l) J(P =+ hl;l) —/(P) r(t)=P+tu;teR; r'(t) =u
o () — ()
h—0 h
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Derivada direccional: férmula de calculo

Teorema (La derivada direccional como producto escalar)

Si f es un campo escalar definido en D C R"™, diferenciable en P € D,

entonces la derivada direccional de f en P existe en todas las direcciones.
Y si u € R™ es un vector unitario, entonces

Duf(P) = V#(P)-u.

DEMOSTRAR
D,f(P) = }lllg(l) J(P =+ hl;l) —/(P) r(t)=P+tu;teR; r'(t) =u
o F(e() — £(x(0)
h—0 h
d
= dt(f or) -
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Derivada direccional: férmula de calculo

Teorema (La derivada direccional como producto escalar)

Si f es un campo escalar definido en D C R"™, diferenciable en P € D,

entonces la derivada direccional de f en P existe en todas las direcciones.
Y si u € R™ es un vector unitario, entonces

Duf(P) = V#(P)-u.

DEMOSTRAR
D,f(P) = }lllg(l) J(P =+ hl;l) —/(P) r(t)=P+tu;teR; r'(t) =u
o () — ()
h—0 h
d
= dt(f or) -

— V£(x(0)) - ¥'(0)
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Derivada direccional: férmula de calculo

Teorema (La derivada direccional como producto escalar)

Si f es un campo escalar definido en D C R"™, diferenciable en P € D,

entonces la derivada direccional de f en P existe en todas las direcciones.
Y si u € R™ es un vector unitario, entonces

Duf(P) = V#(P)-u.

DEMOSTRAR
D,f(P) = }lllg(l) J(P =+ hl;l) —/(P) r(t)=P+tu;teR; r'(t) =u
o () — ()
h—0 h
d
=5 for) s
— Y/ ((0)) - 1'(0)
= V/f(P)-u
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Derivada direccional: férmula de calculo

Ejemplo: halle las derivadas direccionales de g(x,y) = xy? en el punto
(27 _1)'
@ en la direccién de un vector u unitario genérico.

@ En la direccién que da la maxima derivada direccional. Indique cual es
esta direccién y cuanto vale esta derivada direccional maxima.
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Derivada direccional: férmula de calculo

Ejemplo: halle las derivadas direccionales de g(x,y) = xy? en el punto
(27 _1)'

@ en la direccién de un vector u unitario genérico.

@ En la direccién que da la maxima derivada direccional. Indique cual es
esta direccién y cuanto vale esta derivada direccional maxima.

© Recordar que por ser g un polinomio es diferenciable en (z,y) y, en
este caso, la derivada direccional es

Dug(z,y) = Vg(z,y) - u,
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Derivada direccional: férmula de calculo

Ejemplo: halle las derivadas direccionales de g(x,y) = xy? en el punto
(27 _1)'

@ en la direccién de un vector u unitario genérico.

@ En la direccién que da la maxima derivada direccional. Indique cual es
esta direccién y cuanto vale esta derivada direccional maxima.

© Recordar que por ser g un polinomio es diferenciable en (z,y) y, en
este caso, la derivada direccional es

Dug(z,y) = Vg(z,y) - u,

calculamos Vg(z,y) = (2, 2zy), Vg(2,—1) = (1,—4), y
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Derivada direccional: férmula de calculo

Ejemplo: halle las derivadas direccionales de g(x,y) = xy? en el punto
(27 _1)'

@ en la direccién de un vector u unitario genérico.

@ En la direccién que da la maxima derivada direccional. Indique cual es
esta direccién y cuanto vale esta derivada direccional maxima.

© Recordar que por ser g un polinomio es diferenciable en (z,y) y, en
este caso, la derivada direccional es

Dug(z,y) = Vg(z,y) - u,

calculamos Vg(z,y) = (2, 2zy), Vg(2,—1) = (1,—4), y
Dug(2,-1) = Vg(2,-1) - (w1, u2) = (1, —4) - (w1, u2) = L.ug — 4dus.
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Derivada direccional: férmula de calculo

Ejemplo: halle las derivadas direccionales de g(x,y) = xy? en el punto
(2,-1),

@ en la direccién de un vector u unitario genérico.

@ En la direccién que da la maxima derivada direccional. Indique cual es
esta direccién y cuanto vale esta derivada direccional maxima.

[ <)

Recordar que por ser g un polinomio es diferenciable en (z,y) v, en
este caso, la derivada direccional es

Dug(z,y) = Vg(z,y) - u,

calculamos Vg(z,y) = (2, 2zy), Vg(2,—1) = (1,—4), y
Dug(2,-1) = Vg(2,-1) - (w1, u2) = (1, —4) - (w1, u2) = L.ug — 4dus.

@ La maxima derivada direccional es
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Derivada direccional: férmula de calculo

Ejemplo: halle las derivadas direccionales de g(x,y) = xy? en el punto

(2> -

o
2]

[ <)

1),
en la direccién de un vector u unitario genérico.

En la direccion que da la maxima derivada direccional. Indique cuél es
esta direccién y cuanto vale esta derivada direccional maxima.

Recordar que por ser g un polinomio es diferenciable en (z,y) v, en
este caso, la derivada direccional es

Dug(z,y) = Vg(z,y) - u,

calculamos Vg(z,y) = (2, 2zy), Vg(2,—1) = (1,—4), y
Dug(2,-1) = Vg(2,-1) - (w1, u2) = (1, —4) - (w1, u2) = L.ug — 4dus.

La maxima derivada direccional es /17 y se da en la direccion
- (L __4
v (m m)
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Vector gradiente y derivada direccional

Teorema

Si f es diferenciable en P y V f(P) # 0, la derivada direccional Dy f(P),
es maxima cuando u es un miltiplo positivo del gradiente en el punto.

DEMOSTRAR
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Vector gradiente y derivada direccional

Teorema

Si f es diferenciable en P y V f(P) # 0, la derivada direccional Dy f(P),
es maxima cuando u es un miltiplo positivo del gradiente en el punto.

DEMOSTRAR
Por ser f diferenciable en P:

Duf(P) = Vf(P)-u
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Vector gradiente y derivada direccional

Teorema

Si f es diferenciable en P y V f(P) # 0, la derivada direccional Dy f(P),
es maxima cuando u es un miltiplo positivo del gradiente en el punto.

DEMOSTRAR
Por ser f diferenciable en P:

Duf(P) = Vf(P)-u

Duf(P) = [IVF(P)lllulfcos(er) = [V f(P)]| cos(e),
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Vector gradiente y derivada direccional

Teorema

Si f es diferenciable en P y V f(P) # 0, la derivada direccional Dy f(P),
es maxima cuando u es un miltiplo positivo del gradiente en el punto.

DEMOSTRAR
Por ser f diferenciable en P:

Duf(P) = Vf(P)-u

Duf(P) = [IVF(P)lllulfcos(er) = [V f(P)]| cos(e),

maxima cuando o = 0.
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Vector gradiente y derivada direccional

Teorema

Si f es diferenciable en P y V f(P) # 0, la derivada direccional Dy f(P),
es maxima cuando u es un miltiplo positivo del gradiente en el punto.

DEMOSTRAR
Por ser f diferenciable en P:

Duf(P) = Vf(P)-u

Duf(P) = [IVF(P)lllulfcos(er) = [V f(P)]| cos(e),

maxima cuando o = 0.

Si el vector gradiente no es nulo, apunta en la direccién de maximo
crecimiento de la funcién.

™ = = = vyt
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Gradiente y direcciéon de maximo crecimiento

Ver gif.
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente

de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a P.

DEMOSTRAR:
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente
de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a P.

DEMOSTRAR:

Digamos que Py € D(f) C R?, f(Py) = ¢, Vf(Py) # 0, S es una curva
de nivel

S={PeD(f): f(P)=c}>F
parametrizada por r(t), t € I (suave), y existe ty € I, tal que r(t9) = Fp.
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente
de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a P.

DEMOSTRAR:

Digamos que Py € D(f) C R?, f(Py) = ¢, Vf(Py) # 0, S es una curva
de nivel

S={PeD(f): f(P)=c}> Py

parametrizada por r(t), t € I (suave), y existe ty € I, tal que r(t9) = Fp.
Por tratarse de una curva de nivel, para todo t € I, f(r(t)) =cy,
derivando,

0= or)(t)
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente
de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a P.

DEMOSTRAR:

Digamos que Py € D(f) C R?, f(Py) = ¢, Vf(Py) # 0, S es una curva
de nivel

S={PeD(f): f(P)=c}> Py

parametrizada por r(t), t € I (suave), y existe ty € I, tal que r(t9) = Fp.
Por tratarse de una curva de nivel, para todo t € I, f(r(t)) =cy,
derivando,

0= %U or)(t) = Vf(r(t))-r'(t), paratodot € I.
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente
de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a P.

DEMOSTRAR:
Digamos que Py € D(f) C R?, f(Py) = ¢, Vf(Py) # 0, S es una curva
de nivel

S={PeD(f): f(P)=c}>F
parametrizada por r(t), t € I (suave), y existe ty € I, tal que r(t9) = Fp.
Por tratarse de una curva de nivel, para todo t € I, f(r(t)) =cy,
derivando,
_ %(f or)(t) = V£ (x(t)) - ¥'(¢), para todo ¢ € I.

En particular, Vf(Py) = Vf(r(to)) es ortogonal a r'(ty), que es tangente
alacurva S.

0
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente
de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a P.

DEMOSTRAR:
Digamos que Py € D(f) C R?, f(Py) = ¢, Vf(Py) # 0, S es una curva
de nivel

S={PeD(f): f(P)=c}>F
parametrizada por r(t), t € I (suave), y existe ty € I, tal que r(t9) = Fp.
Por tratarse de una curva de nivel, para todo t € I, f(r(t)) =cy,
derivando,
_ %(f or)(t) = V£ (x(t)) - ¥'(¢), para todo ¢ € I.
En particular, Vf(Py) = Vf(r(to)) es ortogonal a r'(ty), que es tangente
a la curva S. Luego, Vf(Py) es normal a la curva de nivel en P.
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto
Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente

de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a Fy.

DEMOSTRAR:
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente

de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a Fy.

DEMOSTRAR:
Digamos que Py € D(f) C R?, f(Py) =¢, Vf(Py) #0, S es el
conjunto de nivel: S = {P € D(f): f(P)=c} 3> P,

r(t), t € I, parametriza una curva suave incluida en Sy existe to € I, tal
que r(tg) = P.
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente
de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a Fy.

DEMOSTRAR:

Digamos que Py € D(f) C R?, f(Py) =¢, Vf(Py) #0, S es el
conjunto de nivel: S = {P € D(f): f(P)=c} 3> P,

r(t), t € I, parametriza una curva suave incluida en Sy existe to € I, tal

que r(tg) = Py. Por tratarse de un conjunto de nivel, para todo ¢ € I,
f(x(t)) = cy, derivando,
d

0= (for)(t)
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente
de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a Fy.

DEMOSTRAR:
Digamos que Py € D(f) C R?, f(Py) =¢, Vf(Py) #0, S es el

conjunto de nivel: S = {P € D(f): f(P)=c} 3> P,

r(t), t € I, parametriza una curva suave incluida en Sy existe to € I, tal
que r(tg) = Py. Por tratarse de un conjunto de nivel, para todo ¢ € I,
f(x(t)) = cy, derivando,

0= %(f or)(t) =V f(r(t))-r'(t), paratodot € I.
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El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente
de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a Fy.

DEMOSTRAR:
Digamos que Py € D(f) C R?, f(Py) =¢, Vf(Py) #0, S es el

conjunto de nivel: S ={P € D(f): f(P) =c} 3> P,
r(t), t € I, parametriza una curva suave incluida en Sy existe to € I, tal
que r(tg) = Py. Por tratarse de un conjunto de nivel, para todo ¢ € I,
f(x(t)) = cy, derivando,

0 d (for)(t)=Vf(r(t)) -r'(t), paratodot e I.

Tt

En particular, Vf(Py) = Vf(r(t)) es ortogonal a r’(tg), que es tangente a
la curva incluida en S;

AMII Unidad 2 2026 108 / 115



El gradiente es normal al conjunto de nivel en cada punto

Teorema

Si f es una funcién con derivadas parciales continuas en D(f), el gradiente
de f en un punto Py € D(f) es normal al conjunto de nivel de f que
contiene a Fy.

DEMOSTRAR:
Digamos que Py € D(f) C R?, f(Py) =¢, Vf(Py) #0, S es el

conjunto de nivel: S = {P € D(f): f(P)=c} 3> P,

r(t), t € I, parametriza una curva suave incluida en Sy existe to € I, tal
que r(tg) = Py. Por tratarse de un conjunto de nivel, para todo ¢ € I,
f(x(t)) = cy, derivando,
d

0= ﬁ(f or)(t) =V f(r(t))-r'(t), paratodot € I.
En particular, Vf(Py) = Vf(r(t)) es ortogonal a r’(tg), que es tangente a
la curva incluida en S; dado que esto sucede con todas las curvas incluidas
en S que pasan por Py, Vf(Py) es normal al conjunto de nivel S en B.
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f(xay) = xy2, Vf($7y) =

«O>» «F>» «E» «E>» Q>



f(xay) = acy2, Vf(xay) = (y2,2$y), Vf(2, _1) =

«O>» «F>» «E» «E>» Q>



f(xay) = acy2, Vf(xay) = (y2,2$y), Vf(2, _1) = (17 _4)



Ejemplo

f(x,y)zny, Vi(x,y) = (y 2zy), Vf(2,-1)

3
z 2
30 4
1 1

1 %ﬁ

=] = = = £ DA
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Ejemplo

f(x,y)zny, Vi(x,y) = (y 2zy), Vf(2,-1)

-10 4 p :
h 2 -2
2 -2 -3 A
-3 -2 -1 0 1 2 \3
O «Fr x> <> T HAC
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Vector gradiente, funcién de tres variables

Superficies de nivel.
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Propiedades algebraicas del vector gradiente

Proposicién (Propiedades algebraicas del vector gradiente)

Dadas dos funciones f y g cuyos vectores gradientes estén definidos en un
punto P € D(f) N D(g), entonces en P se tiene

1. Sumayresta V(f+tg)=Vf+Vyg

2. Producto V(fg) =gVf+ fVyg

3. Cociente \Y% (5) = W, si g(P) # 0.

DEMOSTRAR: TAREA
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Recorrido

@ Derivada direccional y vector gradiente

@ Estimacién del cambio en una direccién especifica
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Estimacién del cambio en una direccién especifica

Sea f diferenciable en (a,b). Entonces:

Dy f(a,b) = lim f(a+ hui, b+ hug) — f(a,b)
h—0 h

=Vf(a,b) -u
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Estimacién del cambio en una direccién especifica

Sea f diferenciable en (a,b). Entonces:

f(a+ hui, b+ hug) — f(a,b)

Duf(a7 b) m = Vf(a7 b) ‘u

= 1,
h1~>0 h

Sih#0:
f(a+ huy, b+ hug) — f(a,b)
h

~Vf(a,b)-u
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Estimacién del cambio en una direccién especifica

Sea f diferenciable en (a,b). Entonces:

— lim f(a+ huy,b+ hug) — f(a,b)
_h~>0 h

Dy f(a,b)

Sih#0:
f(a+ huy, b+ hug) — f(a,b)
h

~Vf(a,b)-u

fla+ huy, b+ hug) — f(a,b) = (Vf(a,b)-u)h
Af(a,b) = (Vf(a,b)-u)h.
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Estimacién del cambio en una direccién especifica

Sea f diferenciable en (a,b). Entonces:

Duf(a,b) = }Lli% f(a+hu1,b+hhuQ) — f(a,b) _Vf(ab) u

Sih#0:
fla+ hul,b—l-hhuQ) — f(a,b) ~Vf(ab) u
fla+ huy, b+ hug) — f(a,b) = (Vf(a,b)-u)h
Af(aa b) ~ (Vf(a> b) ' u)h
Ejemplo:

Aproxime el cambio en el valor de f(x,y) = 622 — 22 + 62y + 3y? cuando
se mueve del punto (1,0) una distancia de 0,1 en la direccién de

u= (%, %)
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Estimacién del cambio en una direccién especifica

Sea f diferenciable en (a,b). Entonces:

Dy f(a,b) = lim f(a+ hui, b+ hug) — f(a,b)
h—0 h

=Vf(a,b) -u

Sih#0:
fla+ hul,b—l-hhuQ) — f(a,b) ~Vf(ab) u
fla+ huy, b+ hug) — f(a,b) = (Vf(a,b)-u)h
Af(aa b) ~ (Vf(a> b) ' u)h
Ejemplo:

Aproxime el cambio en el valor de f(x,y) = 622 — 22 + 62y + 3y? cuando
se mueve del punto (1,0) una distancia de 0,1 en la direccién de
_ (3 4
u = (ga 5)
Rta: Af(1,0) =~ 0, 84.
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Ejemplo

Un dron vuela en una regién en que la
temperatura en cada punto es

T(z,y,z) = /160000 — (22 + y2 + 22).
Aproxime el cambio en la temperatura
que experimenta el dron, cuando su
posicion cambia desde

Po(l‘o, Yo, Zo) == (10, 0, 0),
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Ejemplo

Un dron vuela en una regién en que la
temperatura en cada punto es

T(z,y,z) = /160000 — (22 + y2 + 22).
Aproxime el cambio en la temperatura
que experimenta el dron, cuando su
posicion cambia desde

Po(l‘o, Yo, Zo) == (10, 0, 0),

@ una distancia h en la direccién del vector unitario

el

u= (Ul,UQ,Ug) =
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Ejemplo

Un dron vuela en una regién en que la
temperatura en cada punto es

T(z,y,z) = /160000 — (22 + y2 + 22).
Aproxime el cambio en la temperatura
que experimenta el dron, cuando su
posicion cambia desde

Po(l‘o, Yo, Zo) == (10, 0, 0),

@ una distancia h en la direccién del vector unitario

i)
AT(Py) =T(Py+ hu) — T(Py) =~ (VT(Fy) - u)h

u= (Ul,UQ,Ug) =
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Ejemplo

Un dron vuela en una regién en que la
temperatura en cada punto es

T(z,y,z) = /160000 — (22 + y2 + 22).
Aproxime el cambio en la temperatura
que experimenta el dron, cuando su
posicion cambia desde

Po(l‘o, Yo, Zo) == (10, 0, 0),

@ una distancia h en la direccién del vector unitario

i)
AT(Py) =T(Py+ hu) — T(Py) =~ (VT(Fy) - u)h

u= (Ul,UQ,Ug) =

10 11
AT(10,0,0) ~ (—,0,0)(, ,o> h &~ —0,025h.
/160000 — 100 2" V2
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Ejemplo

Un dron vuela en una regién en que la
temperatura en cada punto es

T(z,y,z) = /160000 — (22 + y2 + 22).
Aproxime el cambio en la temperatura
que experimenta el dron, cuando su
posicion cambia desde

Po(l‘o, Yo, Zo) == (10, 0, 0),

@ una distancia h en la direccién del vector unitario

i)
AT(Py) =T(Py+ hu) — T(Py) =~ (VT(Fy) - u)h

u= (Ul,UQ,Ug) =

10 11
AT(10,0,0) ~ <—,0,0)'(, ,o> h &~ —0,025h.
/160000 — 100 2" V2

@ Cantidades Az, Ay y Az:
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Ejemplo

Un dron vuela en una regién en que la
temperatura en cada punto es

T(z,y,z) = /160000 — (22 + y2 + 22).
Aproxime el cambio en la temperatura
que experimenta el dron, cuando su
posicion cambia desde

Po(l‘o, Yo, Zo) == (10, 0, 0),

@ una distancia h en la direccién del vector unitario
=y = 0
V2 V2
AT(Py) =T(Po+ hu) — T(Ry) = (VT'(FRy) -u)h
1 1
AT(10,0,0) ~ <—0,0, ) ( —.,0) h &~ —0,025h.
4/160000 — 100

@ Cantidades Az, Ay y Az w = (Ax, Ay, Az) = Hw||l
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