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Recorrido

@ Linealizacion y diferencial total de una funcién
Planos tangentes y rectas normales

@ Linealizacién de una funcién en un punto

@ Diferencial total de una funcién en un punto
°

°

[

Aplicaciones
Férmula de Taylor para dos variables

© Valores extremos y puntos de silla

@ Conceptos y definiciones
@ Criterio de la derivada primera para valores extremos locales
@ Criterio de la derivada segunda para valores extremos locales

@ Extremos de funciones en regiones acotadas y no acotadas
@ Regiones cerradas y acotadas

@ Extremos condicionados

© Anexo: Ejemplos varios
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Recorrido

@ Linealizacion y diferencial total de una funcién
Planos tangentes y rectas normales

@ Linealizacién de una funcién en un punto

@ Diferencial total de una funcién en un punto
°

°

[

Aplicaciones
Férmula de Taylor para dos variables
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Recorrido

@ Linealizacion y diferencial total de una funcién
@ Planos tangentes y rectas normales
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Definicién (Plano tangente y recta normal a una superficie de nivel)

Si f es una funcién diferenciable en (xo, y0,20) ¥y V f(x0,v0, 20) # (0,0,0),
el plano tangente a la superficie de nivel de f que contiene al punto

(0, Y0, 20), en dicho punto, es el plano que pasa por (zo, y0, 20) Y €S
normal al vector V f(z0, 4o, z0). Similarmente, la recta normal a la
superficie de nivel de f que contiene al punto (zg, Yo, 20), en dicho punto,
es la recta que pasa por (xg, Yo, z9) con vector director V f(xo, o, 20)-

z
] The surface

Py(1,2,4) /"1+yz+179:0
\j/ Normal line
\Tangenl plane

/ s \V\y

x
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
punto de la misma, Py(xo,yo, 20), tal que V f(Fy) # 0,

fz(Po)(z — xo) + fy(Po)(y — yo) + f=(Po)(z — 20) = 0.
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
punto de la misma, Py(xo,yo, 20), tal que V f(Fy) # 0,

fz(Po)(z — xo) + fy(Po)(y — yo) + f=(Po)(z — 20) = 0.

Ecuacidn de la recta normal a la superficie de nivel f(x,y,2) = cen un
punto de la misma, Py(xq,yo, 20), tal que Vf(FPy) # 0,:

(xayaz):PO‘i‘tVf(PO): teR.
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
punto de la misma, Py(xo,yo, 20), tal que V f(Fy) # 0,

fz(Po)(z — xo) + fy(Po)(y — yo) + f=(Po)(z — 20) = 0.

Ecuacidn de la recta normal a la superficie de nivel f(x,y,2) = cen un
punto de la misma, Py(xq,yo, 20), tal que Vf(FPy) # 0,:

(xayaz):PO‘i‘tVf(PO): teR.

Ejemplo: f(z,y,2) = 2% + y? + 22, punto (1,0,0).
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
punto de la misma, Py(xo,yo, 20), tal que V f(Fy) # 0,

fz(Po)(z — xo) + fy(Po)(y — yo) + f=(Po)(z — 20) = 0.

Ecuacidn de la recta normal a la superficie de nivel f(x,y,2) = cen un
punto de la misma, Py(xq,yo, 20), tal que Vf(FPy) # 0,:

(‘rayaz):PO‘i‘tVf(PO): teR.

Ejemplo: f(z,y,2) = 2% + y? + 22, punto (1,0,0).
La superficie de nivel de f que pasa por el punto (1,0,0) es
flx,y,2) = £(1,0,0): 2 +y* 4 2% = 1;
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
punto de la misma, Py(xo,yo, 20), tal que V f(Fy) # 0,

fz(Po)(z — xo) + fy(Po)(y — yo) + f=(Po)(z — 20) = 0.

Ecuacidn de la recta normal a la superficie de nivel f(x,y,2) = cen un
punto de la misma, Py(xq,yo, 20), tal que Vf(FPy) # 0,:

($7yaz):P0+tVf(P0)a teR.

Ejemplo: f(z,y,2) = 2% + y? + 22, punto (1,0,0).

La superficie de nivel de f que pasa por el punto (1,0,0) es
f(z,y,2) = f(1,0,0): 2% + y* + 22 = 1;

Ecuacién plano tangente (a sup. nivel en (1,0,0)): z = 1.
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
punto de la misma, Py(xo,yo, 20), tal que V f(Fy) # 0,

fz(Po)(z — xo) + fy(Po)(y — yo) + f=(Po)(z — 20) = 0.

Ecuacidn de la recta normal a la superficie de nivel f(x,y,2) = cen un
punto de la misma, Py(xq,yo, 20), tal que Vf(FPy) # 0,:

($7yaz):P0+tVf(P0)a teR.

Ejemplo: f(z,y,2) = 2% + y? + 22, punto (1,0,0).

La superficie de nivel de f que pasa por el punto (1,0,0) es
f(z,y,2) = f(1,0,0): 2% + y* + 22 = 1;

Ecuacién plano tangente (a sup. nivel en (1,0,0)): z = 1.
Ecuacién recta normal (a sup. nivel en (1,0,0)):

r(t) = (1+2t,0,0), teR.
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
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punto de la misma, Py(xq,yo, 20), tal que Vf(FPy) # 0,:

(xayaz):PO‘i‘tVf(PO): teR.

Ejemplo: f(z,y,2) = 2% + y? + 22,
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Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
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Ejemplo: f(z,y,2) = 2% + y? + 22, punto (0,0,0).
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
punto de la misma, Py(xo,yo, 20), tal que V f(Fy) # 0,

fz(Po)(z — xo) + fy(Po)(y — yo) + f=(Po)(z — 20) = 0.

Ecuacion de la recta normal a la superficie de nivel f(x,y,2) = cen un
punto de la misma, Py(xq,yo, 20), tal que Vf(FPy) # 0,:

(xayaz):PO‘i‘tVf(PO): teR.

Ejemplo: f(z,y,2) = 2% + y? + 22, punto (0,0,0).
El conjunto de nivel de f que pasa por el punto (0,0,0) es
f(z,y,2) = £(0,0,0) = 0: 22 + 4% + 22 = 0; es un punto
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
punto de la misma, Py(xo,yo, 20), tal que V f(Fy) # 0,

fz(Po)(z — xo) + fy(Po)(y — yo) + f=(Po)(z — 20) = 0.

Ecuacion de la recta normal a la superficie de nivel f(x,y,2) = cen un
punto de la misma, Py(xq,yo, 20), tal que Vf(FPy) # 0,:

($7yaz):P0+tVf(P0)a teR.

Ejemplo: f(z,y,2) = 2% + y? + 22, punto (0,0,0).

El conjunto de nivel de f que pasa por el punto (0,0,0) es
f(z,y,2) = £(0,0,0) = 0: 22 + 4% + 22 = 0; es un punto y
V£(0,0,0) = (0,0,0).
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Planos tangentes y rectas normales a superficies de nivel

Ecuaciones de plano tangente y recta normal

Ecuacidn del plano tangente a la superficie de nivel f(x,y,z) = c en un
punto de la misma, Py(xo,yo, 20), tal que V f(Fy) # 0,

fz(Po)(z — xo) + fy(Po)(y — yo) + f=(Po)(z — 20) = 0.

Ecuacion de la recta normal a la superficie de nivel f(x,y,2) = cen un
punto de la misma, Py(xq,yo, 20), tal que Vf(FPy) # 0,:

($7yaz):P0+tVf(P0)a teR.

Ejemplo: f(z,y,2) = 2% + y? + 22, punto (0,0,0).

El conjunto de nivel de f que pasa por el punto (0,0,0) es

f(z,y,2) = £(0,0,0) = 0: 22 + 4% + 22 = 0; es un punto y

vV £(0,0,0) = (0,0,0).

Plano tangente: no existe el plano tangente (a sup. nivel en (0,0, 0)).
Recta normal: no existe recta normal (a sup. nivel en (0,0,0)).
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
Dada f(z,y), se considera

9(z,y,2) = f(z,y) — =
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
Dada f(z,y), se considera

9(z,y,2) = f(z,y) — =

El grafico de f coincide con la superficie de nivel g(x,y, z) = 0.
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
Dada f(z,y), se considera

g(x,y,Z) = f(xay) - Z.
El grafico de f coincide con la superficie de nivel g(x,y, z) = 0.

Plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto
P0(3707y07 f($07y0)):

9:(Po)(x — 20) + gy(Po)(y — vo) + 9:(Fo)(z — 20) = 0.
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?

Dada f(z,y), se considera
g(x,y,Z) = f(xay) - Z.
El grafico de f coincide con la superficie de nivel g(x,y, z) = 0.

Plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto
P0(3707y07 f($07y0)):

9:(Po)(x — 20) + gy(Po)(y — vo) + 9:(Fo)(z — 20) = 0.

fe(®0,y0)(x — w0) + fy(z0,%0)(y — %0) — (2 —20) =0.
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
Dada f(z,y), se considera

g(x,y,Z) = f(xay) - Z.
El grafico de f coincide con la superficie de nivel g(x,y, z) = 0.

Plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto
P0($07y07 f(CCO,yO)):

9:(Po)(x — 20) + gy(Po)(y — vo) + 9:(Fo)(z — 20) = 0.
fe(®0,y0)(x — w0) + fy(z0,%0)(y — %0) — (2 —20) =0.

Ejemplo: plano tangente al grafico de f(z,y) = 2% + y? en P(1,0,1).
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
Dada f(z,y), se considera

g(x,y,Z) = f(xay) - Z.
El grafico de f coincide con la superficie de nivel g(x,y, z) = 0.

Plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto
P0($07y07 f(CCO,yO)):

9 (Po) (@ — o) + gy (Fo) (Y — vo) + 92(Fo)(2 — 20) = 0.
fa(z0,90) (@ — x0) + fy(0,90)(y — ¥0) — (2 —20) =0.
Ejemplo: plano tangente al grafico de f(z,y) = 2% + y? en P(1,0,1).

220(x — 20) + 2y0(y — yo) — (2 — 20) = 0,
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
Dada f(z,y), se considera

g(x,y,Z) = f(xay) - Z.
El grafico de f coincide con la superficie de nivel g(x,y, z) = 0.

Plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto
P0($07y07 f(CCO,yO)):

92(Po)(x — m0) + gy (Fo)(y — vo) + 9-(Fo)(z — 20) = 0.
fa(@o,y0)(x — x0) + fy(@0,90)(y — yo) — (2 —20) = 0.
Ejemplo: plano tangente al grafico de f(z,y) = 2% + y? en P(1,0,1).
2z0(z — o) + 2yo(y — yo) — (2 — 20) = 0,
2z —-1)4+0—-(2—1)=0,
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
Dada f(z,y), se considera

g(x,y,Z) = f(xay) - Z.
El grafico de f coincide con la superficie de nivel g(x,y, z) = 0.

Plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto
P0($07y07 f(CCO,yO)):

92(Po)(x — m0) + gy (Fo)(y — vo) + 9-(Fo)(z — 20) = 0.
fa(@o,y0)(x — x0) + fy(@0,90)(y — yo) — (2 —20) = 0.
Ejemplo: plano tangente al grafico de f(z,y) = 2% + y? en P(1,0,1).
2z0(z — o) + 2yo(y — yo) — (2 — 20) = 0,
2z —1)+0—(2—1)=0, z=2z-1
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
Recta normal a la superficie z = f(x,y) en el punto
PO(:U07 Yo, f(IO) ?/0)):

x =z + fo(To,90)1

y=yo+ fy(zo,yo)t (t €R)
z=2zy—t
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
Recta normal a la superficie z = f(x,y) en el punto
PO(:U07 Yo, f(IO) ?/0)):

x =z + fo(To,90)1
y=yo+ fy(zo,yo)t (t €R)
z=2zy—t

Ejemplo: Ecuacién de la recta normal al grafico de f(z,y) = 2% + y? en
P(1,0,1).
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Planos tangentes y rectas normales

Caso especial: jcomo se aplica al caso de una funcién f de dos variables?
Recta normal a la superficie z = f(x,y) en el punto
PO(:U07 Yo, f(IO) ?/0)):

x =z + fo(To,90)1
y=yo+ fy(zo,yo)t (t €R)

z=2zy—t
Ejemplo: Ecuacién de la recta normal al grafico de f(z,y) = 2% + y? en
P(1,0,1).
r=1+4+2t
y=0 (teR)
z=1—-1
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Hipersuperficies

Dados un conjunto abierto A CR", f: A—Ryce f(A) =im(A), el
conjunto de puntos

S = {("11‘17.-. 7xn) EA:f(xlg“' 73;”) :C}
se llama hipersuperficie en R™, si V f # 0 en todos los puntos de S.
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Hipersuperficies

Dados un conjunto abierto A CR", f: A—Ryce f(A) =im(A), el

conjunto de puntos

S={(z1, - ,xn) €A: f(x1, - ,2) =}

se llama hipersuperficie en R", si Vf # 0 en todos los puntos de S. La

ecuacién del hiperplano tangente a una hipersuperficie

f(z1, -+ ,zy) =cen Py(ar,--- ,ay,) es
X1 — ax
vf(ah 7an) =0
Ty — Qn
AMII Unidad 2 2026
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Hipersuperficies

Dados un conjunto abierto A CR", f: A—Ryce f(A) =im(A), el

conjunto de puntos

S={(z1, - ,xn) €A: f(x1, - ,2) =}

se llama hipersuperficie en R", si Vf # 0 en todos los puntos de S. La

ecuacién del hiperplano tangente a una hipersuperficie

f(z1, -+ ,zy) =cen Py(ar,--- ,ay,) es
1 — al
Vi(ai, - ,an)- =0.
Ty — Qn

Ejemplo: f : R* — R dada por f(z,y,2,t) = f(x) = € + 3y — 2t.
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Hipersuperficies

Dados un conjunto abierto A CR", f: A—Ryce f(A) =im(A), el
conjunto de puntos
S: {("11‘17.-. ,xn) EA:f($17... ,xn) :C}

se llama hipersuperficie en R", si Vf # 0 en todos los puntos de S. La
ecuacién del hiperplano tangente a una hipersuperficie

f(z1, -+ ,zy) =cen Py(ar,--- ,ay,) es
1 — al
Vi(ai, - ,an)- =0.
Ty — Qn

Ejemplo: f : R* — R dada por f(z,y,2,t) = f(x) = € + 3y — 2t.
Py(0,1,2,3) € S = {x € R* : &” 4+ 2y — 2t = —2}; Vf(x) = (e%,3, —,2).

AMII Unidad 2 2026 10 / 66



Hipersuperficies

Dados un conjunto abierto A CR", f: A—Ryce f(A) =im(A), el

conjunto de puntos

S={(z1, - ,xn) €A: f(x1, - ,2) =}

se llama hipersuperficie en R", si Vf # 0 en todos los puntos de S. La

ecuacién del hiperplano tangente a una hipersuperficie

f(z1, -+ ,zy) =cen Py(ar,--- ,ay,) es
1 — al
Vi(ai, - ,an)- =0.
Ty — Qn

Ejemplo: f : R* — R dada por f(z,y,2,t) = f(x) = € + 3y — 2t.
Py(0,1,2,3) € S = {x € R* : &” 4+ 2y — 2t = —2}; Vf(x) = (e%,3, —,2).
Ec. hiperplano tangente a S en Po:

Vf(P) - (x—P) =0,
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Hipersuperficies

Dados un conjunto abierto A CR", f: A—Ryce f(A) =im(A), el
conjunto de puntos
S: {("11‘17.-. ,xn) EA:f($17... 73;”) :C}

se llama hipersuperficie en R", si Vf # 0 en todos los puntos de S. La
ecuacién del hiperplano tangente a una hipersuperficie

f(z1, -+ ,zy) =cen Py(ar,--- ,ay,) es
1 — al
Vi(ai, - ,an)- =0.
Ty — Qn

Ejemplo: f : R* — R dada por f(z,y,2,t) = f(x) = € + 3y — 2t.
Py(0,1,2,3) € S = {x € R* : &” 4+ 2y — 2t = —2}; Vf(x) = (e%,3, —,2).
Ec. hiperplano tangente a S en Po:

1 z—0

_ 3 y—1
Vi(P)-(X—Py) =0, 3 . . =r+3y—32+2t—3=0.

2 t—3
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Recorrido

@ Linealizacion y diferencial total de una funcién

@ Linealizacién de una funcién en un punto
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Linealizacion o Aproximacion Lineal Estandar de una funcién
f en un punto

Recordemos que, si f es derivable en © = x,

y = f(zo) + f'(z0)(z — z0) Ecuacién recta tangente.
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Linealizacion o Aproximacion Lineal Estandar de una funcién

f en un punto
Recordemos que, si f es derivable en © = x,

y = f(zo) + f'(z0)(z — z0) Ecuacién recta tangente.

L(z) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) Linealizacién de f en xq.
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Linealizacion o Aproximacion Lineal Estandar de una funcién
f en un punto

Recordemos que, si f es derivable en © = x,

y = f(zo) + f'(z0)(z — z0) Ecuacién recta tangente.

L(z) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) Linealizacién de f en xq.

Si f es una funcién de dos variables y existen las derivadas parciales de f
en P,

z = f(xo,90) + fo(z0,90)(® — x0) + fy(0,Y0)(y — Yo)-

1 Ecuacién plano tangente al grafico de f en (zo, yo, f(x0,v0))-
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Linealizacion o Aproximacion Lineal Estandar de una funcién
f en un punto

Recordemos que, si f es derivable en © = x,

y = f(zo) + f'(z0)(z — z0) Ecuacién recta tangente.

L(z) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) Linealizacién de f en xq.

Si f es una funcién de dos variables y existen las derivadas parciales de f
en P,

z = f(xo,90) + fo(z0,90)(® — x0) + fy(0,Y0)(y — Yo)-

1 Ecuacién plano tangente al grafico de f en (zo, yo, f(x0,v0))-

L(z,y) = f(zo,y0) + Vf(zo,y0) - <x _ x0>7
Y—Y0
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Linealizacion o Aproximacion Lineal Estandar de una funcién
f en un punto

Definicién
Si f es una funcién de dos variables y existen las derivadas parciales de f
en un punto Py del interior del dominio de f, se define la linealizacién de f

en Py por

L(z,y) = f(x0,0) + fz(T0, Y0)(x — o) + fy(z0,Y0)(Yy — Yo)-

(a,b,0) z=L(x,y)
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Linealizacién de una funcién de dos variables en un punto

L(z,y) = f(xo,y0) + fz(z0,v0)(x — 20) + fy(w0,y0)(y — yo)
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Linealizacién de una funcién de dos variables en un punto

L(z,y) = f(xo,y0) + fz(z0,v0)(x — 20) + fy(w0,y0)(y — yo)

AL(x0,yo)
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Linealizacién de una funcién de dos variables en un punto

L(z,y) = f(xo,y0) + fz(z0,v0)(x — 20) + fy(w0,y0)(y — yo)

(a, z=L(x,y)
(o + Az, yo + Ay) — L(zo, yo)

AL(zo,90) =1L
= f(zo,v0) + fe(w0,y0)Az + f,(0,%0)Ay — f(w0,50) —0 -0
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Linealizacién de una funcién de dos variables en un punto

L(z,y) = f(xo,y0) + fz(z0,v0)(x — 20) + fy(w0,y0)(y — yo)

= L(xo + Az, yo + Ay) — L(x0, y0)
= f(xo,y0) + fo(z0,y0) Az + fy(x0,y0)Ay — f(x0,50) —0—0
= fo(%0,y0)Az + f(20,%0) Ay

AL(x0,yo)
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Linealizacién de una funcién de dos variables en un punto

L(z,y) = f(xo,y0) + fz(z0,v0)(x — 20) + fy(w0,y0)(y — yo)

L(xg 4+ Az, yo + Ay) — L(zo, yo)
= f(w0,%0) + fe(z0,y0)Az + fy(x0,y0)Ay — f(20,%0) —0 -0
fl (I(M UO)AI + ft/(IO yO)AU

AL(x0,yo)

Af(xo,y0) = fo(z0,y0) Az + [y (20, y0) Ay +e1(Az, Ay) Az +e2(Ax, Ay)Ay.
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Linealizacién de una funcién de dos variables en un punto

L(z,y) = f(xo,y0) + fz(z0,v0)(x — 20) + fy(w0,y0)(y — yo)

= L(xzo + Az, yo + Ay) — L(zo,yo)
= f(x0,y0) + fo(x0,y0)Az + fy(z0,y0)Ay — f(20,50) —0—0
= fe(z0,y0)Az + fy(w0,%0)Ay

AL(x0,yo)

Af(zo,y0) = fo(xo, yo) Az + fy(xo, y0) Ay +e1(Ax, Ay)Ax + e2(Ax, Ay)Ay.

Observacion: si f es diferenciable en Py, L provee una buena
aproximacién de f en un entorno de F.
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Linealizacion y funciones diferenciables

Observacion: si f es diferenciable en Py, L provee una buena
aproximacién de f en un entorno de P.

f(wo + Az, yo + Ay) = f(xo,y0) + fz(x0,¥0) Az + fy(x0,y0) Ay + 18z + e2Ay
fzy)

L(xo 4+ Az, yo + Ay) = f(z0,y0) + fe(xo,y0) Az + f,(x0, y0)Ay.
L(z,y)
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Linealizacién de una funcién de tres variables en un punto

Definicién

Si f es una funcién de tres variables y existen las derivadas parciales de f en un
punto Py del interior del dominio de f, se define la linealizacién de f en Py por

L(.’E,y, Z) = f($07y0720)+
+ fo (20, Y0, 20) (x — o) + fy(T0, Y0, 20) (Y — yo) + f=(x0, Yo, 20) (2 — 20)-

T — 2o
L(z,y,2) = f(z0,%0,20) + Vf(z0,%0,20) - | ¥— w0
zZ— 20

No contamos con una representacién grafica conveniente de este caso.
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Linealizacién de una funcién de tres variables en un punto

L(fE,y,Z) = f($07y0,20)+
+ fz (0, Yo, 20)(x — x0) + fy(x0, Y0, 20) (¥ — Yo) + f=(x0, Yo, 20) (2 — 20,

L(P) = f(P) + Vf(R) (P - P)
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Linealizacién de una funcién de tres variables en un punto

L(fE,y,Z) = f($07y0,20)+
+ fz (0, Yo, 20)(x — x0) + fy(x0, Y0, 20) (¥ — Yo) + f=(x0, Yo, 20) (2 — 20,

L(P) = f(P) + Vf(R) (P - P)

AL(F) L(xzo + Az, yo + Ay, 20 + Az) — L(x0, yo, 20)
(Po) + fo(Po)Az + f,(Po)Ay + f.(Po)Az — f(Po) — 0

f
J2(Po)Ax + f,(Po)Ay + f.(Py)Az
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Linealizacién de una funcién de tres variables en un punto

L(fE,y,Z) = f($07y0,20)+
+ fz (0, Yo, 20)(x — x0) + fy(x0, Y0, 20) (¥ — Yo) + f=(x0, Yo, 20) (2 — 20,

L(P) = f(P) + Vf(R) (P - P)

AL(F) L(xzo + Az, yo + Ay, 20 + Az) — L(x0, yo, 20)
(Po) + fo(Po)Az + f,(Po)Ay + f.(Po)Az — f(Po) — 0

f
J2(Po)Ax + f,(Po)Ay + f.(Py)Az

+e1Ax + g9 Ay + e3Az.
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Linealizacién de una funcién de tres variables en un punto

L(xvyvz) = f($07y0,20)+
+ fz (0, Yo, 20)(x — x0) + fy(x0, Y0, 20) (¥ — Yo) + f=(x0, Yo, 20) (2 — 20,

L(P) = f(P) + Vf(R) (P - P)

AL(Py) = L(xzo+ Ax,yo + Ay, 20 + Az) — L(x0, yo, 20)
= f(Po) + fz(Po)Az + f,(Po)Ay + f.(Po)Az — f(FPy) — 0
= fo(Po)Az + fy(Po)Ay + f.(Fo)Az

+e1Ax + g9 Ay + e3Az.

Observacién: si f es diferenciable en Py, L provee una buena
aproximacion de f en un entorno de F.
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Recorrido

@ Linealizacion y diferencial total de una funcién

@ Diferencial total de una funcién en un punto
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Diferencial de una funcién de dos variables

Definicién
Si f es una funcién de dos variables diferenciable en un punto P, interior a
su dominio, la diferencial o diferencial total de f en P es la

transformacién lineal dada por

df = fz(Po)dx + f,(FPo)dy.
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Diferencial de una funcién de dos variables

Definicién

Si f es una funcién de dos variables diferenciable en un punto P, interior a
su dominio, la diferencial o diferencial total de f en P es la
transformacién lineal dada por

df = fz(Po)dx + f,(FPo)dy.

Si f es diferenciable en Py(xo,y0):

f(zo+ Az, y0 + Ay) = f(20,y0) + f(T0,Y0) Az + fy(70,Y0) Ay + c142 + &
L(zg + Az, yo + Ay) = f(zo,y0) + fz (w0, y0) Az + fy(x0,y0)Ay.

df (wo o) (dT, dy) = fe(®0,y0)dz + f,(z0,Y0)dy.
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Diferencial de una funcién de tres variables

Definicién

Si f es una funcién de tres variables diferenciable en un punto Py interior a
su dominio, la diferencial o diferencial total de f en P es la
transformacién lineal dada por

df = fo(Po)dx + f,(Po)dy + f-(Po)dz.

Si f es diferenciable en Py(xq, yo, 20):

f(@o + Az, yo + Ay, 20 + Az) =
f(PO) + fx(PO)A.fU + fy(PO)Ay + fZ(PO)AZ + e1Ax + egAy 4+ e3Az

Ly py(2,y,2) = f(Po) + fo(Po) (@ — x0) + £, (Po)(y — o) + f2(Fo) (2 — 20)-
df(po) (d:C, dy, dz) = fr(Po)dx-i- fy(Pg)dy—l— fZ(Po)dZ.
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Ejemplo

f(z,y) = 622 + 3y + 6xy f(1,2) =30
Vf(x,y) = (122 + 6y, 6y + 6x) V£(1,2) = (24,18)
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Ejemplo

f(z,y) = 622 + 3y> + 6zy f(1,2) =30
Vi(z,y) = (122 + 6y, 6y + 6z) V£(1,2) = (24,18)

Como f es diferenciable en R?,

fA+ Az, 2+ Ay) — f(1,2) = 24Azx + 18Ay + 1 Az + e2Ay
Af(1,2)

donde ¢; y e tienden a cero cuando (Az, Ay) — (0,0).
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Ejemplo

f(z,y) = 622 + 3y> + 6zy f(1,2) =30
Vi(z,y) = (122 + 6y, 6y + 6z) V£(1,2) = (24,18)

Como f es diferenciable en R?,

fA+ Az, 2+ Ay) — f(1,2) = 24Azx + 18Ay + 1 Az + e2Ay
Af(1,2)

donde ¢; y e tienden a cero cuando (Az, Ay) — (0,0). El cambio
Af(1,2) se puede aproximar por df(; 2)(dx, dy) = 24dx + 18dy.

AMII Unidad 2 2026 21 / 66



Ejemplo

f(z,y) = 622 + 3y> + 6zy f(1,2) =30
Vi(z,y) = (122 + 6y, 6y + 6z) V£(1,2) = (24,18)

Como f es diferenciable en R?,

fA+ Az, 2+ Ay) — f(1,2) = 24Azx + 18Ay + 1 Az + e2Ay
Af(1,2)

donde ¢; y e tienden a cero cuando (Az, Ay) — (0,0). El cambio
Af(1,2) se puede aproximar por df(; 2)(dx, dy) = 24dx + 18dy.

f(1,2) = 30; L .9)(1,2) = 30; df(1,2)(0,0) =0
f(lv]-v 179) = 307637 Lf,(1;2)(17]-; ]-79) = 30767 df(l;?) (0)17 _071) = 0)6
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@ Linealizacion y diferencial total de una funcién
@ Planos tangentes y rectas normales
@ Linealizacién de una funcién en un punto
@ Diferencial total de una funcién en un punto
@ Aplicaciones

@ Formula de Taylor para dos variables

© Valores extremos y puntos de silla
@ Conceptos y definiciones

@ Criterio de la derivada primera para valores extremos locales
@ Criterio de la derivada segunda para valores extremos locales

@ Extremos de funciones en regiones acotadas y no acotadas
@ Regiones cerradas y acotadas

@ Extremos condicionados

© Anexo: Ejemplos varios

«Or «Fr o«

it
v
a

DA



Ejemplo: estimacion del error en el volumen de una lata
cilindrica

El volumen V = 712k de un cilindro circular recto va a calcularse a partir

de los valores de r y h. Suponga que las mediciones que se tiene de r y h
estan sujetas a error.
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Ejemplo: estimacion del error en el volumen de una lata
cilindrica

El volumen V = 712k de un cilindro circular recto va a calcularse a partir
de los valores de r y h. Suponga que las mediciones que se tiene de r y h
estan sujetas a error.

V = 7r?h

AV =V, Ar+Vy,Ah+e,Ar+e,Ah =~ V. Ar +V,Ah = 2nrhAr +7r2Ah
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Ejemplo: estimacion del error en el volumen de una lata
cilindrica

El volumen V = 712k de un cilindro circular recto va a calcularse a partir
de los valores de r y h. Suponga que las mediciones que se tiene de r y h

estan sujetas a error.
V =mr?h

AV =V, Ar+Vy,Ah+e,Ar+e,Ah =~ V. Ar +V,Ah = 2nrhAr +7r2Ah

Si los valores nominales r y h estan fijos, pequefios errores Ar y Ah
influyen de distinta manera en AV, segin los valores de 7 y h:

AMII Unidad 2 2026 23 / 66



Ejemplo: estimacion del error en el volumen de una lata
cilindrica

El volumen V = 712k de un cilindro circular recto va a calcularse a partir
de los valores de r y h. Suponga que las mediciones que se tiene de r y h

estan sujetas a error.
V =mr?h

AV =V, Ar+Vy,Ah+e,Ar+e,Ah =~ V. Ar +V,Ah = 2nrhAr +7r2Ah

Si los valores nominales r y h estan fijos, pequefios errores Ar y Ah
influyen de distinta manera en AV, segin los valores de 7 y h:

AV =~ wr2hAr + w2 Ah
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Ejemplo: estimacion del error en el volumen de una lata
cilindrica

El volumen V = 712k de un cilindro circular recto va a calcularse a partir
de los valores de r y h. Suponga que las mediciones que se tiene de r y h

estan sujetas a error.
V =mr?h

AV =V, Ar+Vy,Ah+e,Ar+e,Ah =~ V. Ar +V,Ah = 2nrhAr +7r2Ah

Si los valores nominales r y h estan fijos, pequefios errores Ar y Ah
influyen de distinta manera en AV, segin los valores de 7 y h:

AV =~ wr2hAr + w2 Ah

Si r > 2h, Ah tiene mas peso; si 2h > r, Ar influye mas en AV
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Recorrido

@ Linealizacion y diferencial total de una funcién

@ Férmula de Taylor para dos variables

AMII Unidad 2 2026 24 / 66



Formula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden n + 1 son continuas en una regién abierta D.
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Formula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden n + 1 son continuas en una regién abierta D.

Dados (a,b) € D y h, k tales que (a + h,b+ k) € D,
definimos r(t) = (a+th,b+tk), t € R,
que pasa por (a,b) ypor (a+h,b+k).
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Formula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el

orden n + 1 son continuas en una regién abierta D.

Dados (a,b) € D y h, k tales que (a + h,b+ k) € D,
definimos r(t) = (a+th,b+tk), t € R,

que pasa por (a,b) ypor (a+h,b+k). Entonces:

flat+hb+k)=f(e(1);  fla,b)= f(r(0))
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Formula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden n + 1 son continuas en una regién abierta D.

Dados (a,b) € D y h, k tales que (a + h,b+ k) € D,

definimos r(t) = (a+th,b+tk), t € R,

que pasa por (a,b) ypor (a+h,b+k). Entonces:
fla+hb+k)=f(x());  fla,b) = f(r(0)).

Definimos la funcién compuesta w por

w(t) == f(r(t)); asi:  f(a+h,b+ k) =w(l); f(a,b) =w(0).
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Formula de Taylor para dos variables

Sea f una funcién de dos variables tal que sus derivadas parciales hasta el
orden n + 1 son continuas en una regién abierta D.
Dados (a,b) € D y h, k tales que (a + h,b+ k) € D,

definimos r(t) = (a+th,b+tk), t € R,
que pasa por (a,b) ypor (a+h,b+k). Entonces:
fla+hb+k)=f(x());  fla,b) = f(r(0)).

Definimos la funcién compuesta w por

w(t) == f(r(t)); asi:  f(a+h,b+ k) =w(l); f(a,b) =w(0).

Recordando la férmula de Taylor para w alrededor de 0:

w®(),  w(e)

w(t) = w(0) +w'(0)t +--- + — (n+1)!

n+1
2N

para algin centre O y ¢.
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Formula de Taylor para dos variables

, centre 0y t.
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Formula de Taylor para dos variables

(n) (n+1)
_ / w™(0) | W) g
w(t) =w(0) +w (0)t+---+ - "+ CEw] t"" centre 0y t.
(n) (n+1)
, w™(0)  w c
w(l) = w(0) +w'(0) +--- + ot CEEE centre 0y
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Formula de Taylor para dos variables

w(n+1)(c)

n! (n+1)!

, centre 0y t.

w(n)(o) w(n+1)(c)
+ )
n! (n+1)!
Como f y sus derivadas parciales hasta orden n + 1 son continuas en una
region rectangular abierta R C D con centro en (a,b), entonces en R:

w(l) = w(0) + w'(0) + -+

centre Oy 1.
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Formula de Taylor para dos variables

w(n+1)(c)

n! (n+1)!

, centre 0y t.

w(n)(o) w(n+1)(c)
+ )
n! (n+1)!
Como f y sus derivadas parciales hasta orden n + 1 son continuas en una
region rectangular abierta R C D con centro en (a,b), entonces en R:

w(l) = w(0) + w'(0) + -+

centre Oy 1.

fla+h b+ k)=
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Formula de Taylor para dos variables

(n) (n+1)
_ / w (0) n w (C) n+1
w(t) =w(0) +w (0)t+--- + o t" + CES] t", centre 0y t.
(n) (n+1)
w(1) = w(0) +w/(0) 4+ L@ L W) e 0y 1,

2 Tt

Como f y sus derivadas parciales hasta orden n + 1 son continuas en una
region rectangular abierta R C D con centro en (a,b), entonces en R:

fla+h,b+k)= f(a,b) +..7
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Formula de Taylor para dos variables

" n+1
B , w”(0) w™(0)  wtD(c
w(1) = w(0) +w'(0) + 51 + ] + CESI

centre(y 1,
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Formula de Taylor para dos variables

" n+1
B , w”(0) w™(0)  wtD(c
w(1) = w(0) +w'(0) + 51 + ] + CESI

centre(y 1,

w(t) = f(r(t)) = f(a+ th,b+ tk)
o) wl)
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Formula de Taylor para dos variables

" n+1
B , w”(0) w™(0)  wtD(c
w(1) = w(0) +w'(0) + 51 + ] + CESI

centre(y 1,

w(t) = f(r(t)) = f(a+ th,b+ tk)
o) wl)
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Formula de Taylor para dos variables

" n+1
B , w”(0) w™(0)  wtD(c
w(1) = w(0) +w'(0) + 51 + ] + CESI

centre(y 1,

w(t) = f(r(t)) = f(a+ th,b+ tk)
o) wl)
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Formula de Taylor para dos variables

w(1) = w(0) +w'(0) + L0y 1O

w(n+1) C)

2! n!

w(t) = f(r(t)) = f(a+ th,b+ tk)
o) wl)

t) = fo(r(t)a'(t) + fy(r()y'(t)

g\
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Formula de Taylor para dos variables

w" w(n) w(n+1) c
w(1) = w(0) +w'(0) + 2(!0) et n!(O) My 1()!>’

centre(y 1,

wit) = f(r(t) = fla+ thy b+ th)
z(t)  y()
w(0) = f(a,b)
w/(t) = L) (1) + £, (x(E)y (1)
= fula+th,b+ th)h + f,(a + th,b+ th)k
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Formula de Taylor para dos variables

w" w(n) w(n+1) c
w(1) = w(0) +w'(0) + 2(!0) et n!(O) My 1()!>’

centre(y 1,

w(t) = f(r(t)) = f(a+ th,b+ tk)
o) wl)

()) () + £y (x(®)y' (1)

falr
= fola+th,b+th)h + f,(a + th,b+ th)k
w'(0) = fo(a,b)h + fy(a, b)k
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Formula de Taylor para dos variables

w”(0) w™ (0)

B , w(n+1)(c>
w(1) = w(0) +w'(0) + 51 R ] + CESI

centre(y 1,

w(t) = f(r(t)) = f(a+ th,b+ tk)
o) wl)

fa(r ()) () + fy(x ()Y (t)
= fola+th,b+th)h + fy(a+ th,b+ th)k
(

w'(0) = fa(a,b)h + fy(a,b)k
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Formula de Taylor para dos variables

w” w™ wm D (¢
W) = w(0) + o0+ L4 O O

w(t) = f(r(t)) = flat th,b+ tk)
2(t) oyl
w(0) = f(a,b)
w'(t) = fo(r(t)2'(t) + f,(x(t)y ()
= fola+th,b+th)h + f,(a +th,b+ tk)k
"(0) = fu(a,b)h + f,(a,b)k
"(t) = frula+th,b+th)h? +

S

S
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Formula de Taylor para dos variables

" n+1
_ / w”(0) w(©0)  w"(e)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + " + CESE centre0y 1

w(t) = f(r(t)) = f(a+ th,b+ tk)
o) wl)

w(0) = f(a,b)

w'(t) = fo(r(t)2'(t) + f,(x(t)y ()

= fola+th,b+th)h + f,(a +th,b+ tk)k

"(0) = fu(a,b)h + f,(a,b)k

"(t) = frula+thyb+thk)h? + fu,(a+th,b+ tk)hk

S

S
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Formula de Taylor para dos variables

" n n+1
_ / w”(0) w(©0)  w"(e)
w(l) =w(0) +w'(0) + 51 + " + CESE centre0y 1

w(t) = f(x(t)) = f(a+ th,b+tk)
a(t) oy
w(0) = f(a,b)
w'(t) = fulr(t)z'(t) + f(x(t))y' (1)
= fo(a+th,b+thk)h + f,(a+th,b+th)k
'(0) = fula,b)h + f,(a,b)k
"(t) = frula+thyb+thk)h? + fu,(a+th,b+ tk)hk
+ fye(a +th, b+ th)kh + fyy(a+ th,b+ th)k?

S

S
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Formula de Taylor para dos variables

w” w™ wm D (¢
W) = w(0) + o0+ L4 O O

w(t) = f(r(t)) = f(a+ th,b+ tk)
o) wl)

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fo(r(t)2'(t) + f,(x(t)y ()
= fula+th,b+ th)h + f,(a + th,b+ th)k

fz(a,b)h + fy(a,b)k

'(0)

S

S

w"(0) = fra(a,b)h® + 2 fuy(a, b)hk + fyy(a, b)k?

AMII Unidad 2

centre(y 1,

"(t) = fox(a+th, b+ th)h% + fo(a -+ th, b+ tk)hk
+ fyu(a+th, b+ th)kh + fy(a + th,b+ tk)k*
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Formula de Taylor para dos variables

w” w™ wm D (¢
W) = w(0) + o0+ L4 O O

w(t) = f(r(t)) = f(a+ th,b+ tk)
o) wl)

w(0) = f(a,b)
w'(t) = fo(r(t)2'(t) + f,(x(t)y ()
= fula+th,b+ th)h + f,(a + th,b+ th)k

fz(a,b)h + fy(a,b)k

'(0)

S

S

"(0) = frala,b)h? + 2fuy(a,b)hk + fyy(a, b)k>

) o \?
= (ah+ o) !

w

(a,b)

AMII Unidad 2

centre(y 1,

"(t) = fox(a+th, b+ th)h% + fo(a -+ th, b+ tk)hk
+ fyu(a+th, b+ th)kh + fy(a + th,b+ tk)k*
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Formula de Taylor para dos variables

1/ 0 9\
ath k) = f(a,b)+(hfotk T <h +l<:) .,
+— | h— +k> + (h +k>
n! ( ox 33/ f (a,b) (n + 1)' Ox 8y f (a+ch,b+ck)
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Formula de Taylor de primer orden, para dos variables

Si f y sus derivadas parciales hasta orden 2 son continuas en una regién
rectangular abierta R con centro en (a,b), entonces en R:
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Formula de Taylor de primer orden, para dos variables

Si f y sus derivadas parciales hasta orden 2 son continuas en una regién
rectangular abierta R con centro en (a,b), entonces en R:

h,b+k) = b)+(hfz+k ! ha ka i
o bek) = et ks | gy (ng vy ) s

(a+ch,b+ck)

para cierto c entre 0 y 1.
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Formula de Taylor de primer orden, para dos variables

Si f y sus derivadas parciales hasta orden 2 son continuas en una regién
rectangular abierta R con centro en (a,b), entonces en R:

h,b+k) = b)+(h k ! ha ka i
o bek) = et ks | gy (ng vy ) s

(a+ch,b+ck)

para cierto c entre 0 y 1.

Observacion: la linealizacién de f en (a,b) coincide con la férmula
de Taylor de primer orden sin el término de error.
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Ejemplo de Férmula de Taylor, dos variables

Sea f(x,y) = e”sen(y). Buscamos las Férmulas de Taylor de segundo
orden y de primer orden centradas en (a,b) = (0,0); estudiamos el error
que se comete por usar el polinomio de Taylor en lugar de f.

AMII Unidad 2 2026 30 / 66



Ejemplo de Férmula de Taylor, dos variables

Sea f(x,y) = e”sen(y). Buscamos las Férmulas de Taylor de segundo
orden y de primer orden centradas en (a,b) = (0,0); estudiamos el error
que se comete por usar el polinomio de Taylor en lugar de f.

1 2
—i—(ha —I—ka) f
(a,b) oxr 0Oy

1 B, o\?3
3 (h@+kay> f

fla+h,b+ k)= f(a,b) + (hfz +kfy)

(a,b)

(a+ch,b+ck)
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Ejemplo de Férmula de Taylor, dos variables

Sea f(x,y) = e”sen(y). Buscamos las Férmulas de Taylor de segundo
orden y de primer orden centradas en (a,b) = (0,0); estudiamos el error
que se comete por usar el polinomio de Taylor en lugar de f.

1/, 8 9\
Bl NG
(a7b)+2! ( or 8y) !
1/, 8 0\?
3\ Oz oy (a+ch,b+ck)
1/, 8 d\?
Bl NG
(0,0) ’ 2 < O ’ 8y) !

1 ) o\
+3!<hax+kay>f

Unidad 2

fla+h,b+ k)= f(a,b) + (hfz +kfy)

(a,b)

f(hvk) = f(0,0) + (hfx + kfy)

(0,0)

(ch,ck)
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Ejemplo de Férmula de Taylor, dos variables

1/, 0 0\ >
+ o (h T k> f
0oy 2!\ 9z 0y (0,0

1 B o\?
+3!<ha+k8y> f

f(hvk) = f(0,0) + (hf:c + kfy)

(ch,ck)
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Ejemplo de Férmula de Taylor, dos variables

1 < ) a>2
+—=(h=—+k f
2' 3 ay (0,0)

1 B o\?
<ha+l~cay> f

f(hvk) = f(0,0) + (hf:c + kfy)

(0,0)

(ch,ck)

fz(z,y)=e®sen(y) fzx(z,y)=e® sen(y) fraz(x,y)=e” sen(y)
fry(z,y)=e" cos(y) fray(z,y)=€” cos(y)
fy(zy)=e®cos(y) fyy(zy)=—e®sen(y) fyyz(z,y)=—e"sen(y) fyyy(@,y)=—e" cos(y)

f2(0,0)=0 f22(0,0)=0 frwz(ch,ck)=e" sen(ck)
f:):l/(070):1 facxy(Chﬁk?)f COS(CkJ)
fy(0,0)=1 fyy(0,0)=0 fyya(ch,ck)=—e sen(ck)  fyyy(ch,ck)=—e" cos(ck)
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Ejemplo de Férmula de Taylor, dos variables

1 < ) a>2
+—=(h=—+k f
2' 3 ay (0,0)

1 B o\?
<ha+l~cay> f

f(hvk) = f(0,0) + (hf:c + kfy)

(0,0)

(ch,ck)

fz(z,y)=e®sen(y) fzx(z,y)=e® sen(y) fraz(x,y)=e” sen(y)
fry(z,y)=e" cos(y) fray(z,y)=€” cos(y)
fy(zy)=e®cos(y) fyy(zy)=—e®sen(y) fyyz(z,y)=—e"sen(y) fyyy(@,y)=—e" cos(y)

f2(0,0)=0 f22(0,0)=0 frwz(ch,ck)=e" sen(ck)
f:):l/(070):1 facxy(Chﬁk?)f COS(CkJ)
fy(0,0)=1 fyy(0,0)=0 fyya(ch,ck)=—e sen(ck)  fyyy(ch,ck)=—e" cos(ck)

1
f(h, k) :O+(0+k:)+§(0+2hk+0)
—i—é (hSeCh sen(ck) + 3h%ke" cos(ck) — 3hk*e" sen(ck) — k3et cos(ck))
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Recorrido

© Valores extremos y puntos de silla
@ Conceptos y definiciones

@ Extremos de funciones en regiones acotadas y no acotadas

@ Extremos condicionados
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@ Linealizacion y diferencial total de una funcién
@ Planos tangentes y rectas normales
@ Linealizacién de una funcién en un punto
@ Diferencial total de una funcién en un punto
@ Aplicaciones

@ Formula de Taylor para dos variables

© Valores extremos y puntos de silla
@ Conceptos y definiciones

@ Criterio de la derivada primera para valores extremos locales
@ Criterio de la derivada segunda para valores extremos locales

@ Extremos de funciones en regiones acotadas y no acotadas
@ Regiones cerradas y acotadas
@ Extremos condicionados

© Anexo: Ejemplos varios

«Or «Fr o«

it
v
a

DA



Definiciones de maximo local y minimo local

Local maxima
(no greater value of f nearby)

(]
]

o
—

S———
Local minimum —*
(no smaller value
of f nearby)

Definicién

Si f esta definida en una regién que contiene al punto (a,b) y

f(a,b) > f(x,y) para todos los (x,y) € D(f) de algin entorno de (a,b),
entonces f(a,b) es un (valor) maximo local de f. Ademas se dice que f
alcanza un maximo local en (a,b).

) = = = = ot
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Definiciones de maximo local y minimo local

Local maxima
(no greater value of f nearby)

(]
]

o
—

S———
Local minimum —*
(no smaller value
of f nearby)

Definicién

Si f esta definida en una regién que contiene al punto (a,b) y

f(a,b) > f(x,y) para todos los (x,y) € D(f) de algin entorno de (a,b),
entonces f(a,b) es un (valor) maximo local de f. Ademas se dice que f
alcanza un maximo local en (a,b).

Similarmente se define minimo local.

) = = = = ot
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Optimizacién de un proceso petroquimico

En una planta de refinacién, la desviacién de la eficiencia global de un
reactor se modela matematicamente mediante la funcién rendimiento:

flx,y) = 23 + 9> + 3xy? — 152 — 15y.
@ z: Desviacién normalizada de la temperatura respecto al setpoint de
disefio (AT).

@ y: Desviacion normalizada de la presion respecto al setpoint operativo
(AP).
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Optimizacién de un proceso petroquimico

En una planta de refinacién, la desviacién de la eficiencia global de un
reactor se modela matematicamente mediante la funcién rendimiento:

flx,y) = 23 + 9> + 3xy? — 152 — 15y.

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura respecto al setpoint de
disefio (AT).

@ y: Desviacion normalizada de la presion respecto al setpoint operativo
(AP).

o z3,13: Representan las asimetrias cinéticas de la reaccién exotérmica
cuando el sistema opera fuera de las condiciones nominales.
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Optimizacién de un proceso petroquimico

En una planta de refinacién, la desviacién de la eficiencia global de un
reactor se modela matematicamente mediante la funcién rendimiento:

flx,y) = 23 + 9> + 3xy? — 152 — 15y.

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura respecto al setpoint de
disefio (AT).

@ y: Desviacion normalizada de la presion respecto al setpoint operativo
(AP).

o z3,13: Representan las asimetrias cinéticas de la reaccién exotérmica
cuando el sistema opera fuera de las condiciones nominales.

e 3zy?: Término de acoplamiento termodinamico. Expresa cémo la
fluctuacién de presién amplifica drasticamente el efecto de la
temperatura en el rendimiento.

AMII Unidad 2 2026 35 / 66



Optimizacién de un proceso petroquimico

En una planta de refinacién, la desviacién de la eficiencia global de un
reactor se modela matematicamente mediante la funcién rendimiento:

flx,y) = 23 + 9> + 3xy? — 152 — 15y.

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura respecto al setpoint de
disefio (AT).

@ y: Desviacién normalizada de la presion respecto al setpoint operativo
(AP).

o z3,13: Representan las asimetrias cinéticas de la reaccién exotérmica
cuando el sistema opera fuera de las condiciones nominales.

e 3zy?: Término de acoplamiento termodinamico. Expresa cémo la
fluctuacién de presién amplifica drasticamente el efecto de la
temperatura en el rendimiento.

e —15x, —15y: Coeficientes de penalizacion lineal asociados al gasto
energético de los sistemas de bombeo y enfriamiento para corregir las

desviaciones.
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Analisis de estabilidad y optimizacion

El objetivo del equipo de ingenieria de procesos es determinar los valores
criticos de desvio (x,y) = (AT, AP) que maximizan el rendimiento neto
del sistema, identificando ademas las regiones de inestabilidad operacional
(puntos de silla) donde el proceso podria volverse incontrolable.

Este enfoque es fundamental para la sintonizacién de controladores
predictivos (MPC) en la industria moderna.
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Punto critico y punto de silla

Un punto P interior al dominio de f donde V f(P) = 0 es un punto critico
de f.

Un punto P interior al dominio de f donde V f(P) no existe, es un punto
(singular o) critico de f.

Si f es diferenciable en /7, tiene un punto de silla en P si P es un punto
critico de fy f no presenta en P un maximo local ni un minimo local.

z= (cosx)(cosy)e'v";”':
flx,y) =x*—y*

AMII Unidad 2 2026
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Criterio de la derivada primera para valores extremos locales

Teorema (Criterio de la derivada primera)

Si f tiene un valor maximo o minimo local en un punto Py interior al

dominio de f y, si las derivadas parciales de primer orden de f estan
definidas en Py, entonces V f(Py) = 0.

DEMOSTRAR
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Criterio de la derivada primera para valores extremos locales

Teorema (Criterio de la derivada primera)

Si f tiene un valor maximo o minimo local en un punto Py interior al
dominio de f y, si las derivadas parciales de primer orden de f estan
definidas en Py, entonces V f(Py) = 0.

DEMOSTRAR Supongamos que f(xg, o) es un valor extremo local de f.

Entonces la funcién f(x,yo), como funcién de una variable independiente,
también tiene un extremo en x = x(. Por el criterio de la derivada primera
para funciones de una variable, si la derivada existe en xy debe ser cero.
Luego fz(z0,y0) = 0.

Similarmente se prueba que f,(xo, o) = 0.
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura respecto al setpoint de
disefio (AT).

@ y: Desviacién normalizada de la presién respecto al setpoint operativo
(AP).
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura respecto al setpoint de
disefio (AT).
@ y: Desviacién normalizada de la presién respecto al setpoint operativo
(AP).
@ f es la desviacidn de la eficiencia global del reactor :
fz,y) = 2> + 3> + 3zy* — 152 — 15y.
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura respecto al setpoint de
disefio (AT).
@ y: Desviacién normalizada de la presién respecto al setpoint operativo
(AP).
@ f es la desviacidn de la eficiencia global del reactor :
fz,y) = 2> + 3> + 3zy* — 152 — 15y.

Vi(z,y) = (32 + 3y* — 15, 3y> + 62y — 15)
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura respecto al setpoint de

disefio (AT).

@ y: Desviacién normalizada de la presién respecto al setpoint operativo

(AP).
@ f es la desviacidn de la eficiencia global del reactor :
flx,y) = 23 + 4 + 3xy? — 152 — 15y.

Vi(z,y) = (32 + 3y* — 15, 3y> + 62y — 15)
3y> +6zy —15 =0

{ 322 +3y2—-15 =0
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura respecto al setpoint de

disefio (AT).

@ y: Desviacién normalizada de la presién respecto al setpoint operativo

(AP).
@ f es la desviacidn de la eficiencia global del reactor :
flx,y) = 23 + 4 + 3xy? — 152 — 15y.

Vi(z,y) = (32 + 3y* — 15, 3y> + 62y — 15)

3y 4+ 6y —15 =0
Puntos criticos: (0,v/5), (0, —v/5), (2,1) y (=2, -1).

{Bx +3y2-15 =0
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Criterio de la derivada segunda para valores extremos locales

Matriz hessiana asociada a una funcién f (cuando esta definida) y hessiano:

Jzz(a,b) fyfv(aa b)

; = - a,b))?.
Jay(a,b)  fyy(a,b) |’ Hy(a,b) = fza(a.b) fyy(a, ) = (fry(a,b))
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Criterio de la derivada segunda para valores extremos locales

Matriz hessiana asociada a una funcién f (cuando esta definida) y hessiano:

fﬂcx(av b) fy;v(a, b)
fay(a,b)  fyy(a,b)

; Hf(a,b) = frz(a,0) fyy(a,b) — (fay(a, b))2-

Teorema (DEMOSTRAR)

Suponga que f y sus derivadas parciales de primero y segundo orden son

continuas en un disco con centro en (a,b) y que V f(a,b) = (0,0).
Entonces,

@ f tiene un maximo local en (a,b) si Hy(a,b) >0y fyz(a,b) <O0;
@ f tiene un minimo local en (a,b) si Hy(a,b) >0y fyz(a,b) > 0;
© f tiene un punto de silla en (a,b) si Hy(a,b) < 0;

Q el criterio no es concluyente si H¢(a,b) = 0.
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura.
@ y: Desviacién normalizada de la presion.

o f(z,y) = 23+ 4> + 3xy? — 152 — 15y: desviacién de eficiencia global.
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura.

@ y: Desviacién normalizada de la presion.

o f(z,y) = 23+ 4> + 3xy? — 152 — 15y: desviacién de eficiencia global.
Puntos criticos: (0,v/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura.

@ y: Desviacién normalizada de la presion.

o f(z,y) = 23+ 4> + 3xy? — 152 — 15y: desviacién de eficiencia global.
Puntos criticos: (0,v/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).

6x 6y

Hyle,y) = ‘ 6y 6 + Gy

| = 62(6x + 6y) — (6y)*
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura.

@ y: Desviacién normalizada de la presion.

o f(z,y) = 23+ 4> + 3xy? — 152 — 15y: desviacién de eficiencia global.
Puntos criticos: (0,v/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).

| b7 6y . _ 2
Hyto) =| oo 6, %, | = 6o(6s-+ 00 - (00
Hp(0,£v5) =-36-5<0
Hp(2,1) =12-18 — 36 = 180 > 0; fez(2,1)=12>0
Hp(—2,-1) =—12-(-18) =36 =180 > 0; fuu(—2,—1) = —12<0
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura.

@ y: Desviacién normalizada de la presion.

o f(z,y) = 23+ 4> + 3xy? — 152 — 15y: desviacién de eficiencia global.
Puntos criticos: (0,v/5), (0, —/5), (2,1) y (=2, —1).

| b7 6y . _ 2
Hyto) =| oo 6, %, | = 6o(6s-+ 00 - (00
Hp(0,£v5) =-36-5<0
Hp(2,1) =12-18 — 36 = 180 > 0; fez(2,1)=12>0
Hp(—2,-1) =—12-(-18) =36 =180 > 0; fuu(—2,—1) = —12<0

Puntos de silla: (0,v/5, —10v/5) y (0, —v/5,10v/5).
Minimo local: f(2,1) = —30; maximo local: f(—2,—1) = 30.
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Optimizacién de un proceso petroquimico
@ x: Desviacién normalizada de la temperatura.

@ y: Desviaciéon normalizada de la presion.

o f(x,y) =23+ y> + 3zy? — 152 — 15y: desviacién de eficiencia global.
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura.
@ y: Desviaciéon normalizada de la presion.

o f(x,y) =23+ y> + 3zy? — 152 — 15y: desviacién de eficiencia global.

A b b LA 6 2 v ow

4 3 2 4 0 1 2 3 4

Puntos de silla: (0,v/5, —10v/5) y (0, —v/5,10v/5).
Minimo local: f(2,1) = —30; maximo local: f(—2,—1) = 30.
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Optimizacién de un proceso petroquimico

@ x: Desviacién normalizada de la temperatura.
@ y: Desviaciéon normalizada de la presion.

o f(x,y) =23+ y> + 3zy? — 152 — 15y: desviacién de eficiencia global.

'4-3-5-161.;34 '4-3-2-%61‘23;1
Puntos de silla: (0,v/5, —10v/5) y (0, —v/5, 10v/5).
Minimo local: f(2,1) = —30; maximo local: f(—2,—1) = 30.
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Optimizacién de un proceso petroquimico
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Criterio de la derivada segunda: caso especial

Hallar los extremos y puntos de silla de f(z,y) = 2® — 3zy® + ¢
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Criterio de la derivada segunda: caso especial

Hallar los extremos y puntos de silla de f(z,y) = 3 — 3;,;y2 +y
Puntos criticos: (0,0), (3,3) y (3,—31).
Hy (3,£%) = —4 <0, dos puntos de silla: (3, £, 5); Hf(0,0) = 0.
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AMII Unidad 2

2026 44 / 66



Criterio de la derivada segunda: caso especial

Hallar los extremos y puntos de silla de f(z,y) = 3 — 3;,;y2 + y2_
Puntos criticos: (0,0), (3,3) y (3,—31).

Hy (3,£%) = —4 <0, dos puntos de silla: (3, £, 5); Hf(0,0) = 0.
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Criterio de la derivada segunda: caso especial

Hallar los extremos y puntos de silla de f(z,y) = 3 — 3;,;y2 + y2_
Puntos criticos: (0,0), (3,3) y (3,—31).

Hy (3,£%) = —4 <0, dos puntos de silla: (3, £, 5); Hf(0,0) = 0.
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Recorrido

© Valores extremos y puntos de silla

@ Extremos de funciones en regiones acotadas y no acotadas
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Valores extremos de funciones continuas en conjuntos
cerrados y acotados

Teorema

Si f es una funcién continua en un conjunto D que es cerrado y acotado,

entonces existen en D puntos en los cuales f alcanza sus valores maximo y
minimo absolutos.

SIN DEMOSTRAR
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Restricciones operacionales en el reactor

En la practica de la ingenieria, las desviaciones operacionalmente seguras
no son infinitas. El reactor cuenta con una ventana de operacién segura
controlada por valvulas de alivio y sistemas de paro de emergencia.
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En la practica de la ingenieria, las desviaciones operacionalmente seguras
no son infinitas. El reactor cuenta con una ventana de operacién segura
controlada por valvulas de alivio y sistemas de paro de emergencia.
Supongamos que las limitaciones fisicas de los materiales y del catalizador
restringen las desviaciones admisibles a la siguiente region cerrada y
acotada D:

D= {(z,y) e R? | 2 +y* < 4}.
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Restricciones operacionales en el reactor

En la practica de la ingenieria, las desviaciones operacionalmente seguras
no son infinitas. El reactor cuenta con una ventana de operacién segura
controlada por valvulas de alivio y sistemas de paro de emergencia.
Supongamos que las limitaciones fisicas de los materiales y del catalizador
restringen las desviaciones admisibles a la siguiente region cerrada y
acotada D:

D= {(z,y) e R? | 2 +y* < 4}.

e Significado de la frontera (2% + y* = 4): Representa el limite de
tolerancia de esfuerzo termo-mecanico combinado. Cruzar esta
frontera activa un protocolo de parada por riesgo de fisura o explosion.
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Restricciones operacionales en el reactor

En la practica de la ingenieria, las desviaciones operacionalmente seguras
no son infinitas. El reactor cuenta con una ventana de operacién segura
controlada por valvulas de alivio y sistemas de paro de emergencia.
Supongamos que las limitaciones fisicas de los materiales y del catalizador
restringen las desviaciones admisibles a la siguiente region cerrada y
acotada D:

D= {(z,y) e R? | 2 +y* < 4}.

e Significado de la frontera (2% + y* = 4): Representa el limite de
tolerancia de esfuerzo termo-mecanico combinado. Cruzar esta
frontera activa un protocolo de parada por riesgo de fisura o explosion.

o El problema de optimizacién restringida: Para optimizar la
eficiencia real, se debe evaluar la funcién objetivo en los puntos

criticos del interior y en la frontera de la regién D (en este ejemplo, el
disco de radio 2).
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Restricciones operacionales en el reactor: Analisis de la
frontera

Para conocer el comportamiento de la funcién objetivo en la frontera de la
regién D, se procede de distintas maneras, segln sea la descripcién que se
tiene de la misma.
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Restricciones operacionales en el reactor: Analisis de la
frontera

Para conocer el comportamiento de la funcién objetivo en la frontera de la
regién D, se procede de distintas maneras, segln sea la descripcién que se
tiene de la misma.

@ Si se cuenta con una descripcion geométrica y se puede representar
con funciones, se busca hacer sustituciones y hallar los extremos de las
funciones obtenidas.
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tiene de la misma.

@ Si se cuenta con una descripcion geométrica y se puede representar
con funciones, se busca hacer sustituciones y hallar los extremos de las
funciones obtenidas.

@ Si la frontera es una curva que se puede describir mediante una
parametrizacidn r, se puede aplicar el Teorema del Gradiente
Ortogonal.
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Restricciones operacionales en el reactor: Analisis de la
frontera

Para conocer el comportamiento de la funcién objetivo en la frontera de la
regién D, se procede de distintas maneras, segln sea la descripcién que se
tiene de la misma.

@ Si se cuenta con una descripcion geométrica y se puede representar
con funciones, se busca hacer sustituciones y hallar los extremos de las
funciones obtenidas.

@ Si la frontera es una curva que se puede describir mediante una
parametrizacidn r, se puede aplicar el Teorema del Gradiente
Ortogonal.

@ Si la frontera se puede describir como conjunto de nivel de una (o
mas) funciones diferenciables, se puede aplicar el método de
Multiplicadores de Lagrange.
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Extremos de funciones continuas en regiones cerradas y
acotadas. Ejemplo.

Buscar los extremos de f(x,y) = y* — y* — 22 en los puntos de D que es
el triangulo con vértices (2,0), (—1,0) y (—1,3) (Restriccion).

Los puntos criticos de f son (0,0), (0, @) y (0, —?) pero el tltimo de
éstos no pertenece a D y lo descartamos.

AMII Unidad 2 2026 49 / 66



Extremos de funciones continuas en regiones cerradas y
acotadas

Evaluamos [ en los puntos criticos pertenecientes a D:

o0 =0 0. %) -1

Evaluamos f en la frontera de D:
Q f(—1,00=-1; f(2,0)=—4; f(-1,3)=-8,75;
Q f(x,0)=—

@ f(-Ly =y -y -1 f(-1, ﬁ)Z—O 75;
0 f2-yy =—y'+ay-4 f(L

El valor maximo es 1 y se alcanza en (0,
se alcanza en (—1,3).

1) =
2y,

el valor minimo es —8,75 y
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@ Linealizacion y diferencial total de una funcién
@ Planos tangentes y rectas normales
@ Linealizacién de una funcién en un punto
@ Diferencial total de una funcién en un punto
@ Aplicaciones

@ Formula de Taylor para dos variables

© Valores extremos y puntos de silla
@ Conceptos y definiciones

@ Criterio de la derivada primera para valores extremos locales

@ Criterio de la derivada segunda para valores extremos locales
o

@ Regiones cerradas y acotadas
@ Extremos condicionados

© Anexo: Ejemplos varios

«Or «Fr o«

Extremos de funciones en regiones acotadas y no acotadas

DA



Extremos condicionados: restriccién en el dominio

flz,y) =2 +2y° g(z,y) =2* +y* — 1

Buscamos los extremos de f sujeta a la restriccion g(x,y) = 0.

z=x2+2y°




Teorema del gradiente ortogonal

Teorema

Suponga que f es diferenciable en una region abierta de R? y que C' es una
curva suave dentro de la misma regién. Si Py es un punto de C donde f
tiene un extremo local relativo a sus valores sobre C, entonces V f es
ortogonal a C en P,.

DEMOSTRAR
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Teorema del gradiente ortogonal

Teorema

Suponga que f es diferenciable en una region abierta de R? y que C' es una
curva suave dentro de la misma regién. Si Py es un punto de C donde f
tiene un extremo local relativo a sus valores sobre C, entonces V f es
ortogonal a C en P,.

DEMOSTRAR

Sea C' parametrizada por r : [a,b] — R3, y sea Py = r(tp), para cierto
to € [a,b]. Si w(t) = (f or)(t) alcanza un valor extremo en t¢, por la
diferenciabilidad de f y debido a que w(ty) es extremo, se tiene:

w'(to) = Vf(Po)-r'(to) y w'(to) =0,
Luego Vf(Fy) - r'(tp) = 0.
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Teorema del gradiente ortogonal

Teorema

Suponga que f es diferenciable en una region abierta de R? y que C' es una
curva suave dentro de la misma regién. Si Py es un punto de C donde f
tiene un extremo local relativo a sus valores sobre C, entonces V f es
ortogonal a C en P,.

DEMOSTRAR

Sea C' parametrizada por r : [a,b] — R3, y sea Py = r(tp), para cierto
to € [a,b]. Si w(t) = (f or)(t) alcanza un valor extremo en t¢, por la
diferenciabilidad de f y debido a que w(ty) es extremo, se tiene:

w'(to) = Vf(Po)-r'(to) y w'(to) =0,
Luego Vf(Fy) - r'(tp) = 0.

Corolario

En R? también vale.

1
|
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APLICACION Teorema Gradiente Ortogonal

Se busca los extremos de f(x,y) = 222 + y?
sobre los puntos (z,y) del plano tales que 1
22 +y? =4, y >0, (restriccion).
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APLICACION Teorema Gradiente Ortogonal

Se busca los extremos de f(x,y) = 222 + y?
sobre los puntos (z,y) del plano tales que 1
22 +y? =4, y >0, (restriccion).

Se puede parametrizar la curva restriccion
r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t <m

y buscar los extremos de for: f(r(t)) = 4cos?(t) + 4.
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sobre los puntos (z,y) del plano tales que 1
22 +y? =4, y >0, (restriccion).

Se puede parametrizar la curva restriccion
r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t <m

y buscar los extremos de for: f(r(t)) = 4cos?(t) + 4.

d(for) , 8cos(t)\ [—2sen(t)
7 (t) =V f(r(t)r'(t) = (4 sen(t)) ( 2 cos(t) > = —8sen(t) cos(t)
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APLICACION Teorema Gradiente Ortogonal

Se busca los extremos de f(x,y) = 222 + y?
sobre los puntos (z,y) del plano tales que 1
22 +y? =4, y >0, (restriccion).

Se puede parametrizar la curva restriccion
r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t <m

y buscar los extremos de for: f(r(t)) = 4cos?(t) + 4.

d(for) , 8cos(t)\ [—2sen(t)
7 (t) =V f(r(t)r'(t) = (4 sen(t)) ( 2 cos(t) > = —8sen(t) cos(t)

—8sen(t) cos(t) = 0 t € {0, %, 7} ; LU (1) = —8(cos?(t) — sen?(t)).

d?(for d2(for d2(for) /o
g; )(0)2_8: ((1{2 )( ); ((1{2 )(5)28-
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APLICACION Teorema Gradiente Ortogonal

z
o o - ha [} = (] m -~ o
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Método de multiplicadores de Lagrange

Teorema

Supongamos que f y g son dos funciones diferenciables, que Py es un
punto del dominio de ambas funciones; supongamos que g(Py) =c y
llamemos S al conjunto de nivel de g con valor ¢ (asi Py € S).
Supongamos también que Vg(Py) # 0.

Entonces, si f restringida a S tiene un extremo local en Py, entonces existe
un namero real A (posiblemente 0) tal que

Vf(R) = AVg(FR).

SIN DEMOSTRACION
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Método de multiplicadores de Lagrange

Teorema

Supongamos que f y g son dos funciones diferenciables, que Py es un
punto del dominio de ambas funciones; supongamos que g(Py) =c y
llamemos S al conjunto de nivel de g con valor ¢ (asi Py € S).
Supongamos también que Vg(Py) # 0.

Entonces, si f restringida a S tiene un extremo local en Py, entonces existe
un namero real A (posiblemente 0) tal que

Vf(R) = AVg(FR).

SIN DEMOSTRACION
El punto Py es un punto critico de f restringida a S (puede haber mas
de uno).
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Método de multiplicadores de Lagrange

Para determinar los valores maximos y minimos locales de f sujeta a la
restriccion g(z,y, z) = 0 (si este conjunto S no es vacio), se obtienen los
valores de x,y, z y A que satisfacen en forma simultanea las ecuaciones
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Método de multiplicadores de Lagrange

Para determinar los valores maximos y minimos locales de f sujeta a la
restriccion g(z,y, z) = 0 (si este conjunto S no es vacio), se obtienen los
valores de x,y, z y A que satisfacen en forma simultanea las ecuaciones

{ Vf= AVyg
g(z,y,2) = 0.

Para funciones de dos variables, es similar.
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Método de multiplicadores de Lagrange

Se busca los extremos de f(z,y) = 222 + 32
sobre los puntos (x,y) del plano tales que z
22 4+ y% =4, y > 0 (conjunto S). :
Restriccion: g(z,y) =0, y > 0, donde
g(@,y) = 2" +y* — 4.
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Método de multiplicadores de Lagrange

Se busca los extremos de f(z,y) = 222 + 32
sobre los puntos (x,y) del plano tales que z
22 4+ y% =4, y > 0 (conjunto S). :
Restriccion: g(z,y) =0, y > 0, donde
g(@,y) = 2" +y* — 4.

{ Vf= AVyg
g(x,y) = 0.
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Método de multiplicadores de Lagrange

Se busca los extremos de f(z,y) = 222 + 32
sobre los puntos (x,y) del plano tales que
22 4+ y% =4, y > 0 (conjunto S). :
Restriccion: g(z,y) =0, y > 0, donde
g(z,y) = z? + % — 4.

{ st -
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Método de multiplicadores de Lagrange

Se busca los extremos de f(z,y) = 222 + 32
sobre los puntos (x,y) del plano tales que
22 4+ y% =4, y > 0 (conjunto S). :
Restriccion: g(z,y) =0, y > 0, donde

g(z,y) = 2% + > — 4.

{ st -

AMII

Puntos criticos: (£2,0) y (0,2) ((0
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Multiplicadores de Lagrange: 2 restricciones

8 =0

\

Ve,

AMII

La curva C es la interseccién de las
superficies S (superficie de nivel g; = 0)
y Sy (superficie de nivel g, = 0). Segin
el T. del Grad. Ortogonal, si f presenta
un extremo relativo a C en Py € C, debe
ocurrir que V f(P) es ortogonal a C.
Como C es una curva en el espacio, en
Py habra un plano normal a C. Por estar
C includia en Sy, Vg1 (P) es ortogonal a
S1y asi, es ortogonal a C. Similarmente,
Vg2(Py) es ortogonal a C'. Asi, si
Vg1(FPo) y Vga(Py) son linealmente

= [hdependientes, se podra expresar

V f(Py) como combinacién lineal de
Va1 (Fo) y Vg (Fo).
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Multiplicadores de Lagrange: 2 restricciones

El planteo es:
Vf= AVg +uVga
g1 (I‘, Y, Z) =0
g2(z,y,2z) = 0.

Notar que es un sistema de 5 ecuaciones no lineales con 5 incégnitas.
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@ Linealizacion y diferencial total de una funcién
@ Planos tangentes y rectas normales
@ Linealizacién de una funcién en un punto
@ Diferencial total de una funcién en un punto
@ Aplicaciones

@ Férmula de Taylor para dos variables

© Valores extremos y puntos de silla
@ Conceptos y definiciones

@ Criterio de la derivada primera para valores extremos locales
@ Criterio de la derivada segunda para valores extremos locales

@ Extremos de funciones en regiones acotadas y no acotadas

@ Regiones cerradas y acotadas
@ Extremos condicionados

© Anexo: Ejemplos varios

«Or «Fr o«
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Ejemplo (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 2 + 2y sujeta a

Q ?+y’=1
2r = A2z
4y = Ny
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Ejemplo (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 2 + 2y sujeta a

Q ?+y’=1
2r = A2z
4y = Ny
2?4y =1

Rta: 4 puntos criticos: (£1,0) y (0, £1)
f(£1,0) =1 es minimo y f(0,£1) = 2 es maximo.
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Ejemplo (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 2 + 2y sujeta a

Q@ ?+y°=1
2z
4y
x2+y2

Rta: 4 puntos criticos: (£1,0) y (0, £1)

A2x
A2y
1

f(£1,0) =1 es minimo y f(0,£1) = 2 es maximo.

Q@Qzr+ty=1
2x
4y
r+y
AMII Unidad 2

A

2026
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Ejemplo (multiplicadores de Lagrange)

Hallar los extremos de f(x,y) = 2 + 2y sujeta a

Q ?+y’=1
2r = A2z
4y = Ny
2?4y =1

Rta: 4 puntos criticos: (£1,0) y (0, £1)
f(£1,0) =1 es minimo y f(0,£1) = 2 es maximo.

Q@Qzr+ty=1

20 = A
9 =
r+y = 1

Rta: 1 punto critico: (3, 1)
f(%, %) = % ies maximo o minimo?
Es minimo.
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Ejercicio integrador

4 .
Hallar los extremos de f(x,y) = y? - 22 en la regién (cerrada y

acotada) Dy, definida por Dy = {(z,y) € R? : 2% + y*> < 1}.
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Ejercicio integrador

4 .
Hallar los extremos de f(x,y) = y* — - 22 en la regién (cerrada y

acotada) Dy, definida por Dy = {(z,y) € R?: 2% + y* < 1}.
Planteo:
Vi(z,y) =(0,0);  (=2z,2y —y®) = (0,0).

Puntos criticos: (0,0), (0, —v/2) y (0,v/2). Los dos altimos no
pertenecen a Dj.

Para estudiar la frontera, hallamos los extremos de f en la frontera de D;
aplicando multiplicadores de Lagrange:

—2r =2z
2y —y> =22y
2?2 +y? =1

Puntos criticos: (0, —1), (0,1), (1,0) y (—1,0).
Evaluo f: f(0,0) = 0; f(0,%1) = 3/4; f(£1,0) = —1.
Concluyo: f presenta un maximo absoluto en D; de 0.75, en los puntos
(0,+£1), y un minimo absoluto de -1 en los puntos (£+1,0).
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Ejercicio integrador 2

4 .
Hallar los extremos de f(x,y) = y* — - 22 en la regién (cerrada y

acotada) Do, definida por Dy = {(z,y) € R? : 22 + 4% < 2}.
Planteo:

Vi@,y)=(0,0;  (=22,2y —y°) = (0,0).
Puntos criticos: (0,0), (0, —v/2) y (0,+/2). Los dos altimos si pertenecen
a D2.
Para estudiar la frontera, hallamos los extremos de f en la frontera de Do
aplicando multiplicadores de Lagrange:

—2r = A2z
2y —y® =2y

Puntos criticos: (0, —v/2), (0,v/2), (v/2,0) y (—v/2,0).

Evalto f: £(0,0) = 0; f(0,4£v2) =1; f(£v2,0) = —2.

Concluyo: f presenta un maximo absoluto en D5 de 1, en los puntos
(0,4£+/2), y un minimo absoluto de -2 en los puntos (+1/2,0).
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Ejercicio integrador 3

Hallar los extremos de f(x,y) = y? yz 22 en la regién (cerrada y

acotada) Dj, definida por D3 = {(z,y) € R? : 22 + ¢? < 4}.
Planteo:

Vi(z,y) = (0,05 (=22,2y—y*) = (0,0).
Puntos criticos: (0,0), (0, —v/2) y (0,4/2). Los dos altimos si pertenecen
a Dg.
Para estudiar la frontera, hallamos los extremos de f en la frontera de D3
aplicando multiplicadores de Lagrange:

—2x = A2z
2y —y> =2y
2,2 _
¥4yt =4

Puntos criticos: (0, —2), (0,2), (2,0) y (=2,0).

Evalto f: £(0,0) = 0; f(0,4+v2) = 1; f(£2,0) = —4; £(0,£2) = 0.
Concluyo: f presenta un maximo absoluto en D3 de 1, en los puntos
(0,4+/2), y un minimo absoluto de -4 en los puntos (42, 0).
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Ejemplo: Planos tangentes y rectas normales a superficie de
nivel

Ejemplo: dada f(z,y, 2) = xy? + yz% + 222, buscar la ecuacién de la
recta normal y del plano tangente a la superficie de nivel de f que pasa por
el punto indicado, en dicho punto, para los puntos (1,0,0) y (0,0,0). Sol:
la superficie de nivel f(z,y,z) = ¢ que contiene al punto (1,0,0) es
f(z,y,2) = £(1,0,0), es decir xy? + y22 + z2? = 0; el plano tangente a
esta superficie de nivel en (1,0,0) es z = 0 y la recta normal a la superfice
en ese punto es r(t) = (1,0,¢), ¢ € R. El punto (0,0,0) pertenece a la
misma superficie de nivel que (1,0,0); en (0,0,0), se tiene que

V£(0,0,0) = (0,0,0) de manera que no existe plano tangente ni recta
normal.

120
100 -
60~
60~
-

-
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