UNIDAD 3: Integrales maltiples

Facultad de Ingenieria

ANALISIS MATEMATICO I

2026
‘ UNCUYO > 2026 | A40AN '
Sunssore . OV DEINGEERIA | oo e o

AMII Unidad 3 2026 1/99



Recorrido

Integracién de funciones de dos variables

@ Integrales dobles en coordenadas rectangulares
@ Integrales dobles sobre regiones generales

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
@ Nota sobre integrales impropias

© Aplicaciones: areas, valor medio, momentos y centros de masa

o

o

Formula del cambio de variables
@ Férmula del cambio de variables
@ Integrales dobles en coordenadas polares

Integrales maltiples

@ Integrales triples en coordenadas rectangulares

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini

@ Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas
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Recorrido

@ Integracion de funciones de dos variables
@ Integrales dobles en coordenadas rectangulares

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
@ Nota sobre integrales impropias
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Recorrido

@ Integracion de funciones de dos variables
@ Integrales dobles en coordenadas rectangulares
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Definicion de funcién acotada en una region D

Definicién

Una funcién f : D C R? — R es acotada en D si existen niimeros reales m
y M tales que m < f(x,y) < M para todo (z,y) € D.

Similarmente se define funcién acotada en una regién D C R™.
Observacién: no debe confundirse el concepto de funcién acotada en una
region con el de region acotada, estudiado con anterioridad.

Veamos un par de ejemplos.
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Definicion de funcién acotada en una region D

o f(z,y) = /1 — 22— y? es una funcién acotada y su dominio es un

conjunto acotado (y cerrado).

1—z2
conjunto acotado (no cerrado).

1 ” .
o f(z,y) = ——=== es una funcién no acotada y su dominio es un
Y / _y2

o f(z,y) = cos(x) cos(y) es una funcién acotada y su dominio es R?,
que es no acotado (y cerrado).
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Y R = [a,b] X [c,d]
d +
R
ct
o a
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

R = [a,b] X [¢,d]

0 @ b

X

Una particiéon P de R = [a, b] x [c, d] esta formada por dos colecciones
ordenadas:

{wo, 21,22, .s 2} Y {Y0, Y1, 92, - - -, Un}
talessquea=zo <11 < - <zxp=byc=yo <y <---<yp=d.
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Y R = [a,b] X [c,d]

X

0 a b

Una particiéon P de R = [a, b] x [c, d] esta formada por dos colecciones
ordenadas:

{zo,z1, 22, .. 20} Y {Y0,¥1, 92, - -+ Y}
talesquea=xp <1 < - <xTR=byc=y <y1 < -+ < Ym =d.
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Y R = [a,b] X [c,d]

Una particién regular P de R = [a,b] X [c, d] esta formada por dos
colecciones ordenadas:

{fL‘Q,ﬁCl,ZEQ, cee 7xn} y {yO)ylay27 cee 7yn}

talesquea=arg <1 < - <xp=b,c=yYy <y1 < --- < yp =d,
:ci—xi_l:Aa::b*T“yyi—yi_ley:%, paratodoi=1,2,...,n.
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Y R = [a,b] X [c,d]

Una particién regular P de R = [a,b] X [c, d] esta formada por dos
colecciones ordenadas:
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

! R = [a,b] X [c,d]
d +4
R AA
/
Ayl *
Az
C 1
L . X
0 a b

Una particién regular P de R = [a,b] X [c, d] esta formada por dos
colecciones ordenadas:

{fL‘Q,ﬁCl,ZEQ, cee 7xn} y {yO)ylay27 cee 7yn}

talesquea=arg <1 < - <xp=b,c=yYy <y1 < --- < yp =d,
:ci—xi_l:Ax:b*T“yyi—yi_ley:%, paratodoi=1,2,...,n.
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Y R =[a,b] X [c,d]
d A
R AA
/
Ay e ik
Ax
C 1
+ X
0 a b

Una particién regular P de R = [a,b] X [c, d] esta formada por dos
colecciones ordenadas:

{fL‘Q,ﬁCl,ZEQ, cee 7xn} y {yO)ylay27 cee 7yn}

talesquea=arg <1 < - <xp=b,c=yYy <y1 < --- < yp =d,
:ci—xi_l:Ax:b*T“yyi—yi_ley:%, paratodoi=1,2,...,n.
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Y R = [a,b] X [c, d]
d
R AA
Ay ik
Az
{54
L N X
0 a b
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

R =[a,b] X [¢,d]
R AA

Ay

Fik

Az
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

R = [a,b] X [¢,d]
R AA

Ay

Fik

Az
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Definicién (de integral doble sobre rectangulos)

Dadas una funcién f definida y acotada en un rectangulo R y una particién
P de R, la suma de Riemann de f asociada a P es

n

Sn =) f(Pr)AA.

i=1 k=1
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Definicién (de integral doble sobre rectangulos)

Dadas una funcién f definida y acotada en un rectangulo R y una particién
P de R, la suma de Riemann de f asociada a P es

n

Sn =) f(Pr)AA.

i=1 k=1

Si el lim,, ., S, existe para cualquier eleccion de puntos Pj; en los
rectangulos R;x, se dice que f es integrable sobre R. En este caso, la
integral doble de f sobre R es el limite de las sumas S,, y se puede

representar por
//Rf(x,y)dA o //Rf(:z,y)da:dy.
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Interpretacion: si f(z,y) > 0 la integral es un volumen

(@) n=16

(b)n =64

© n =256
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Dos propiedades de la integral doble sobre rectangulos

Teorema

Toda funcién continua definida en un rectangulo cerrado R es integrable en
R.

Teorema

Sea f una funcién definida en un rectangulo cerrado R, acotada y con
valores reales. Si el conjunto de puntos donde f es discontinua esta
incluido en la unién finita de graficos de funciones continuas, entonces | es
integrable en R.
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Dos propiedades de la integral doble sobre rectangulos

A
! Break in the
surface
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Definicion de integral doble sobre otras regiones
| \
1?//
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Definicion de integral doble sobre otras regiones
| \
1?//
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Definicion de integral doble sobre otras regiones

,/A

D

~L__| |-
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Definicion de integral doble sobre otras regiones

AN
B
8
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E - z=f(y)

Altra = f (P;k)
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Definicion de integral doble sobre otras regiones

Definicién (de integral doble sobre otras regiones)

Dadas una funcién f definida y acotada en una regién cerrada y acotada R
y una particién P de R (consideramos sélo los rectangulos incluidos en R).
La suma de Riemann de f asociada a P es

Sn =Y f(Pr)AA.

i=1 k=1
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Definicion de integral doble sobre otras regiones

Definicién (de integral doble sobre otras regiones)

Dadas una funcién f definida y acotada en una regién cerrada y acotada R
y una particién P de R (consideramos sélo los rectangulos incluidos en R).
La suma de Riemann de f asociada a P es

S, = Z;ka(Pik)AA.
= =1

Si el lim,, s Sy existe para cualquier eleccién de los puntos Py en los
rectangulos R;x, se dice que f es integrable sobre R. En este caso, la
integral doble de f sobre R es el limite de las sumas S,, y se puede

representar por
//Rf(:c,y)dA o //Rf(m,y)da:dy.
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Propiedades de las integrales dobles

1 Si f es continua en una regién cerrada y acotada R, entonces f es
integrable en R.

Si fy g son funciones integrables sobre la regién cerrada y acotada R,
entonces:

2 //I%[f(x,y)ﬂLg(x,y)}dA:/Rf(x,y)dAJr//Rg(x,y)dA
3 //cf(a:,y)dA:c/ Flz,y)dA

4 Si f(z,y) < g(z,y) para todo (z,y) € R,

/fa:ydA<//( y)dA.
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Propiedades de las integrales dobles

5 Si Ry y Ry son dos regiones tales que Ry N Ry = () y f es acotada e
integrable en cada una de ellas, entonces f es integrable en R U Ry y

//Rl% fla,y)dA = //R1 f(x,y)dAJr//Rz F,y)dA.
y

Rz R'_-RIURZ

0’ " >X
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Recorrido

@ Integracion de funciones de dos variables

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
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Integrales iteradas: Principio de Cavalieri

Graph of z = f(x,y)

AMII
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Integrales iteradas: Principio de Cavalieri

Graph of z = f(x,y)

z=f(x,y)

5 40 = 4 fee,y) ay

¥ =8®
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y

@ R es rectangular (R = [a,b] X [c,d]), entonces

v - = =

AMII Unidad 3 2026 30 / 99



Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y

@ R es rectangular (R = [a,b] X [c,d]), entonces

//Rf(x,y)dA—/ab/cdf(m,y)dydx—/c.d/abf(x,y)dxdy.
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y

@ R es rectangular (R = [a,b] X [c,d]), entonces

//Rf(x,y)dA—/ab/cdf(m,y)dydx—/c.d/a.bf(x,y)dxdy.

@ R esta definida pora < x <bygi(z) <y < ga(x), con g1 y go continuas en

[a, ], entonces
b rg2()
| rewaa= [ "ty
R a Jgi(x)
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la region R y

@ R es rectangular (R = [a,b] X [c,d]), entonces

//Rf(x,y)dA—/ab/cdf(m,y)dydx—/c.d/a.bf(x,y)dxdy.

@ R esta definida pora < x <bygi(z) <y < ga(x), con g1 y go continuas en

[a, ], entonces
b rg2()
| rewaa= [ "ty
R a Jgi(x)

o R esta definida porc <y < d y hi(y) < x < ha(y), con hy y ho continuas en

[e,d], entonces
ha(y)
//f;z:ydA // f(z,y)dz dy.
hi(y)
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Ejemplo

2 1
/ / (9 — 2 — y*)dydx
0o Jo

e ;Coémo se calcula?

@ ;Qué obtengo al final del
célculo?

@ ;Cémo puedo interpretar ese
resultado?
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Ejercicios del TP3

1. Calcule:

2 4
a) / / 2zy dydx
1 Jo

d) //xycosydA, donde R= {(z,y) e R?: -1 <2<1,0<y <7}
R
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Ejemplo

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide

2z = x? + 1y y sobre la regiéon D en el plano zy, acotada por la recta
y = 2z y la parabola y = 22,
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Ejemplo

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide

2z = x? + 1y y sobre la regiéon D en el plano zy, acotada por la recta

y =2z y la parabola y = 22.

y

y =" i (2.4 2.4
e
4% [T TT T y=2x 1
IANLT 77T / J & ==y
ot et e
SANNALT 77T 7777777,
,,l‘ i 77
| .2 /
ANNAAEEZ y=x X =\y
il >
y Z D
0 1 2 X
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Ejemplo

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide

2z = x? + 1y y sobre la regiéon D en el plano zy, acotada por la recta

y = 2z y la parabola y = 22.

(2.4)

o
)
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Ejemplo

Halle el volumen del sélido que es la parte del espacio bajo el paraboloide

2z = 22 + y? y sobre la regién D en el plano zy, acotada por la recta

y = 2x y la parabola y = 22.

f(2,4)
y=2x

— 2

y=x

f(2,4)

216

Rta: — ~ 6, 17.
&35 T
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Ejercicios del TP3

©00O0 ~

Trace las siguientes regiones de integracion:
-1 <x <2, m—lgygxz.
—2<y<2yP<z <4

0<y<l1l y<z<2y.

1<z<eé? 0<y<Inz.
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Ejercicios del TP3

5. Escriba la integral iterada //dA sobre la regién descripta usando (i)
R

secciones transversales verticales y (ii) secciones transversales
horizontales.

o

al y a2 ¥

y=3x

NV i 2=

T

© Regién acotadapory =e¢ ™, y=1yx =1n3.
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Ejercicios del TP 3

10.

Trace la region de integracion y evalte la integral.

Y
d) / / 8t dtds
o Jo

w/3 sec(t)
e) / / 3cos(t) du dt
—m/3J0

Determine el volumen del sélido acotado arriba por el cilindro de
ecuacion z = 2 y abajo por la regién encerrada por la parabola
y=2—2%ylarectay =z en el plano zy.
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Ejercicios del TP3

15. Un sélido tiene su base R sobre el plano zy y esta acotado por arriba
por el paraboloide z = 22 + y2. El volumen de dicho sélido es

1 pry 2 r2—y
V= / / (2% + y?) de dy + / / (z* + y?)dz dy.
0o Jo 1 Jo

Grafique la region base R y exprese el volumen del sélido como una
integral iterada simple con el orden de integracién invertido. Luego
evalte la integral para determinar el volumen.

16. i Qué region R en el plano xy maximiza el valor de

/(4 — 2% — 2y*)dA. Justifique su respuesta.
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Recorrido

@ Integracion de funciones de dos variables

@ Nota sobre integrales impropias
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Nota sobre integrales impropias

Tipos de integrales impropias: // fdA
D
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Nota sobre integrales impropias

Tipos de integrales impropias: / fdA

© La region de integracion D es no acotada: / / dy dx.
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Nota sobre integrales impropias

Tipos de integrales impropias: // fdA
D

00 1
1

© La region de integracion D es no acotada: / / ——dydz.

1 e Yy

—x

Este es el ejercicio 14 del TP3. Similares: ejercicios 18 y 32.
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Nota sobre integrales impropias

Tipos de integrales impropias: / fdA
D
00 1 1
© La region de integracion D es no acotada: / ——dydz.
1 e Yy

—x

Este es el ejercicio 14 del TP3. Similares: ejercicios 18 y 32.

@ [ es continua en el interior de D pero no lo es en algunos puntos de

Vi—z?
su frontera: // dydw.
Viez? /1
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Nota sobre integrales impropias

Tipos de integrales impropias: / fdA

© La region de integracion D es no acotada: / / dy dx.
Este es el ejercicio 14 del TP3. Similares: ejercicios 18 y 32.

@ [ es continua en el interior de D pero no lo es en algunos puntos de

Vi—z?
su frontera: // dydw.
Viez? /1

Q fes una funcién no acotada en puntos aislados de D:

dy dzx.

//m\/m
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@ Integracion de funciones de dos variables

@ Integrales dobles en coordenadas rectangulares
@ Integrales dobles sobre regiones generales

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
@ Nota sobre integrales impropias

e Aplicaciones: areas, valor medio, momentos y centros de masa

© Formula del cambio de variables
@ Férmula del cambio de variables
@ Integrales dobles en coordenadas polares

@ Integrales maltiples
@ Integrales triples en coordenadas rectangulares
@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
@ Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas
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Areas por doble integracion

Definicién

El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A=//RdA.
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Ejercicios del TP3

20. Las siguientes integrales y sumas de integrales dan areas de regiones
en el plano xy. Trace cada regién, identifique cada curva de la
frontera con su ecuacién y obtenga las coordenadas de los puntos
donde las curvas se cortan, luego calcule el area de la region.

6 2y
a)/ -, dzdy.

00 %17 2 pl—
c) / dydz + / / dydz.
—1J-22 0o J-

2
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Ejercicios del TP3

20. Las siguientes integrales y sumas de integrales dan areas de regiones
en el plano xy. Trace cada regién, identifique cada curva de la
frontera con su ecuacién y obtenga las coordenadas de los puntos
donde las curvas se cortan, luego calcule el area de la region.

6 2y
a)/ -, dzdy.

00 %17 2 pl—
c) / dydz + / / dydz.
—1J-22 0o J-z

Se parece a lo que se resolvia con métodos de AMI.
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Areas por doble integracion

Definicién

El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A://RdA.

.Y para qué serviria?
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Areas por doble integracion

Definicién

El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A://RdA.

.Y para qué serviria? Para hallar el area de la regiéon sombreada, fuera del
circulo centrado en (0,0) y radio » = 1 y dentro de la cardioide de radio
r =1+ cos0:

Y

circunferencia: 22 + y% = 1
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Areas por doble integracion

Definicién

El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A://RdA.

.Y para qué serviria? Para hallar el area de la regiéon sombreada, fuera del
circulo centrado en (0,0) y radio » = 1 y dentro de la cardioide de radio
r =1+ cos0:

Y

circunferencia: 22 + y% = 1

cardioide: % + y* = /a2 + 92 +x
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Areas por doble integracion

Definicién

El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A://RdA.

.Y para qué serviria? Para hallar el area de la regiéon sombreada, fuera del
circulo centrado en (0,0) y radio » = 1 y dentro de la cardioide de radio
r =1+ cos0:

Y

circunferencia: 2 + % =1

cardioide: % +y* = /a2 +y2 +x
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Areas por doble integracion

Definicién

El drea de una regién plana cerrada y acotada R es

A://RdA.

.Y para qué serviria? Para hallar el area de la regiéon sombreada, fuera del
circulo centrado en (0,0) y radio » = 1 y dentro de la cardioide de radio
r =1+ cos0:

Y

circunferencia: 2 + % =1

cardioide: % +y* = /a2 +y2 +x

Veremos una forma de calcular esta
area.
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Valor medio de una funcién integrable en una regioén cerrada
y acotada R

Definicién

Sea f una funcién integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

1
Val i = A.
alor promedio de f sobre R e de B //Rfd
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Valor medio de una funcién integrable en una regioén cerrada
y acotada R

Definicién

Sea f una funcién integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

. 1
Valor promedio de f sobre R = s de /RfdA.

Grafico de f(z,y) 3
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Valor medio de una funcién integrable en una regioén cerrada
y acotada R

Definicién

Sea f una funcién integrable sobre una regién acotada R. Entonces:

. 1
Valor promedio de f sobre R = s de /RfdA.

VM_15/ f:cydyda:_OSI

Grafico de f(z,y) 2
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Ejercicios del TP3

21. Calcule el valor promedio de f(z,y) = sen(z + y) sobre
Q elrectangulo 0 <z <m, 0<y <,
@ elrectangulo 0 <z <m, 0<y < 7.

AMII Unidad 3

2026

47 / 99



Masa, centros de masa y momentos en placas planas

TABLA 15.1 Férmulas para la masa y primer momento

PLACA DE DOS DIMENSIONES

Masa: M = /fﬁ dA & = 8(x, y) es la densidad en (x, ).
R
Primeros momentos: M, = /fx 0 dA, M, = /[yS dA
R R

;'Wy _ M

Centro de masa: X = 2 i M
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Masa, centros de masa y momentos en placas planas

TABLA 15.2 Formulas de momentos de inercia (sequndos momentos)

PLACA DE DOS DIMENSIONES

Con respecto al eje x: I, = //yz 6 dA 8 = 8(x.y)
Con respecto al eje y: I, = /f ¥ 6 dA

. . _ 2 B r(x, y) = distancia desde el
Con respecto a la recta L: 7 /]i (x, y) & dA punto (x, v) hasta la recta L

Con respecto al origen [y = f (¥ +39)8da =1, + I,

(momento polar):
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Ejercicios del TP3

33.

36.

Calcule el centro de masa de una placa delgada de densidad § = 3
acotada por las rectas = 0, y = x y la parabolay =2 — 22 en el
primer cuadrante.

Calcule el centro de masa y el momento de inercia, con respecto al eje
y, de una placa rectangular delgada cortada en el primer cuadrante
por lasrectas z =6y y = 1, si 6(x,y) = z + y + 1 (plantear).
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Recorrido

© Formula del cambio de variables
@ Férmula del cambio de variables
@ Integrales dobles en coordenadas polares
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@ Integracion de funciones de dos variables

@ Integrales dobles en coordenadas rectangulares
@ Integrales dobles sobre regiones generales

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
@ Nota sobre integrales impropias

© Aplicaciones: areas, valor medio, momentos y centros de masa

© Formula del cambio de variables
@ Férmula del cambio de variables
@ Integrales dobles en coordenadas polares

@ Integrales maltiples
@ Integrales triples en coordenadas rectangulares
@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
@ Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas
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Recordemos

b
Para resolver por sustitucién la integral 7 = [ f(g(x)) ¢ (x)dz,

a

planteamos:
u=g(z); du=g'(z)dr
y hacemos
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Recordemos

b
Para resolver por sustitucién la integral 7 = [ f(g(x)) ¢ (x)dz,

a

planteamos:
u=g(z); du=g'(z)dr
y hacemos
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Transformaciones en el plano

Ejemplo:
r(p,0) = (pcosh, psenb), 0<p<1;0<6<2m.

Representar graficamente el dominio S y la imagen R de r.
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Transformaciones en el plano

Ejemplo:
r(p,0) = (pcosh, psenb), 0<p<1;0<6<2m.

Representar graficamente el dominio S y la imagen R de r.

Verificar que r(p,0), 0 < p < 1, es el segmento [0, 1] x 0; y que r(3,6),
0 < 6 < 2, es la circunferencia con centro en (0,0) y radio 3.
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Transformaciones en el plano

Ejemplo:
r(p,0) = (pcosh, psenb), 0<p<1;0<6<2m.

Representar graficamente el dominio S y la imagen R de r.

Verificar que r(p,0), 0 < p < 1, es el segmento [0, 1] x 0; y que r(3,6),
0 < 6 < 2, es la circunferencia con centro en (0,0) y radio 3.

Esta transformacién no es inyectiva en la frontera de S (todos los puntos
(0, 0) tienen imagen (0,0)), pero si lo es en el interior de S.
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Férmula del cambio de variables

Para calcular

//R f(, y)dz dy
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Férmula del cambio de variables

Para calcular

//R f(, y)dz dy

se puede definir una
transformacién

v y
r=T
S _ R
(21, 1y) T L
.\ D /. (X))
0 u 0

T:5S—R biyectiva

T(u> U) = (x7 y) = (x(ua U)a y(u> 1}))

AMII

Unidad 3 2026
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Férmula del cambio de variables

v y

Para calcular

// [z, y)dx dy WS . —‘rerl /] R
R .“\.I\_ . 7{.{_- /. (X))

se puede definir una
transformacién 0 u 0 5

T:5S—R biyectiva
T(u> U) = (x7 y) = (x(ua U)a y(u> 1}))

Se puede probar que si f es continua, x y y tienen derivadas paciales de
primer orden continuas y el jacobiano de la transformacién, J(u,v), solo se
anula en puntos aislados o nunca, entonces

//Rf(”“"’y)d”fdy://Sf(w(u,v),y(u,v))J(u,v)|dudv.
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|(Aury) x (Avry)| = |ry X ry|Aulv

«O>» «F>» «E» «E>» Q>



JACOBIANO

|(Aury) x (Avry)| = |ry X ry| AulAv

Pk or oy or  Ox

— | dz Oy — 0 _

ry X, =| 92 i 0 —'8}; gg’k_'gg g;‘k
dz Oy 0 v Ov ou  Ov
v Ov
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JACOBIANO

|(Aury) x (Avry)| = |ry X ry| AulAv

ioJ Kk or oy o ou

roxcr=| % 80 |=| g B k=] B B[k
51&0 v v du v
v Ov
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FORMULA DEL CAMBIO DE VARIABLES

Teorema

|
\

Supdngase que T es una transformacién biyectiva de S en R, tal que sus
componentes tienen derivadas parciales continuas de primer orden en S y

cuyo Jacobiano es no nulo en S. Supdéngase que f es continua en R.
Entonces:

//fxydA //f x(u,v) uv))‘gguvs‘dudv

Observacién: el teorema también vale si T' no es inyectiva en puntos
de la frontera de S.
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Recorrido

© Formula del cambio de variables

@ Integrales dobles en coordenadas polares
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Integrales dobles en coordenadas polares

FIGURA 15.21 Laregion R: g1(#) = r = g»(#), « = # = 3, esta contenida en la region con
forma de abanico 0: 0 = r = a, « = ) = 3. La particion de O mediante arcos de circunferencia
y rayos induce una particion de R.
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2 2

_ 1y
/N A4=56 2,
Ar 2
(rk/ T)/ Radio interior: 1 (r;, — £) A6

R}
Radio exterior: L (rk + ﬁ) AB.

(r* N %) AAy 2 2

Sector pequefio
FIGURA 15.22  La observacién de que

Sector grande area del sec- ) _ ( area del sec- )

Ady = ( . . ‘
tor mas grande tor mas pequena

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.
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=

Sector pequefio

Transformacion:

AMII

Sector grande

2
—_ . . . l .
k | . 1 _ ar J
2/ Radio interior: 2 (r 2 ) A6
. 1 Ar\?
ZAA, Radio exterior: 2 (rk + 2 ) AB.

FIGURA 15.22  La observacién de que
area del sec- area del sec-
AAL_ - ( ! ) B ( a n )
tor mas grande tor mas pequena

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

T(r,8) = (rcosf,rsenb)
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inerion. L[ ArY
Radio interior: 2 (r 2 ) A6

FIGURA 15.22  La observacién de que

Ads = ( area del sec- ) _ ( area del sec- )
Sk tor mas grande tor mas pequenia

Sector grande

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

Transformacion:
T(r,0) = (rcosf,rsenf)

Jacobiano:

SIS
gegy
I
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Transformacion:

Jacobiano:
oz
oy
or
AMII

SRS

Sector grande

FIGURA 15.22

Ady = (t

Radio interior: 1 (r — 7) A6

2

Radio exterior: % (rk + ﬁ) AB.

La observacion de que

area del sec- area del sec-
or mas grande tor mas pequenia

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

T(r,0) = (rcosf,rsenf)

cos
senf rcos6

Unidad 3

—rsen 6

=|rl=r

2026 60 / 99



Ejemplo

i Cémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el grafico de la funcién f(z,y) = 2? + y? y sobre el

cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano zy?
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Ejemplo

i Cémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el grafico de la funcién f(z,y) = 2? + y? y sobre el

cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano zy?

Planteo: V = [[, f(x,y)dA
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Ejemplo

i Cémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el grafico de la funcién f(z,y) = 2? + y? y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano zy?

Planteo: V = [[, f(x,y)dA
SOLUCION en coordenadas rectangulares:

1 prv1—22
/ / (xQ + yQ)dy dx
o Jo
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Ejemplo

i Cémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el grafico de la funcién f(z,y) = 2? + y? y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante

del plano zy?
Planteo: V = [[, f(x,y)dA
SOLUCION en coordenadas rectangulares:

V1—z2
V:// (2% 4 2)dy dx

- / ( 1—1‘24-(13:E2)3>d$
0

1
2 1

= /<x2 1—x2+\/1—x2)dfvzﬂ
s \3 3 8
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Ejemplo

i Coémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el grafico de la funcién f(z,y) = 2? + y? y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano zy?

Planteo: V' = [[, f(z,y) dA
SOLUCION en coordenadas polares:
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Ejemplo

i Cémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el grafico de la funcién f(z,y) = 2? + y? y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano zy?

Planteo: V' = [[, f(z,y) dA

SOLUCION en coordenadas polares:

x = rcosb, y = rsend
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Ejemplo

i Coémo se calcula el volumen del sélido que es la parte del primer octante
que se encuentra bajo el grafico de la funcién f(z,y) = 2? + y? y sobre el
cuarto de circulo centrado en el origen y de radio 1 en el primer cuadrante
del plano zy?

Planteo: V' = [[, f(z,y) dA
SOLUCION en coordenadas polares:

x = rcosb, y = rsend

Lre 2 2 2.2 Lre 3 m
V:/ / (r*cos” 6 + r*sen O)Tdﬂdrz/ / r°dfdr = —
o Jo 0o Jo 8
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Aplicacién al célculo de areas planas y acotadas

Si la regién plana R es acotada, su area es
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Aplicacién al célculo de areas planas y acotadas

Si la region plana R es acotada, su area es A= // dA.
JR
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Aplicacién al célculo de areas planas y acotadas

Si la region plana R es acotada, su area es A= // dA.
JR

Ejemplo: Hallar el area de la region sombreada, fuera del circulo centrado
en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio » = 1 + cos 6:
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Aplicacién al célculo de areas planas y acotadas

Si la region plana R es acotada, su area es A= // dA.
JR
Ejemplo: Hallar el area de la region sombreada, fuera del circulo centrado

en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio » = 1 + cos 6:
Representar y buscar intersecciones en coordenadas polares.
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Aplicacién al célculo de areas planas y acotadas

Si la region plana R es acotada, su area es A= // dA.
R

Ejemplo: Hallar el area de la region sombreada, fuera del circulo centrado
en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio » = 1 + cos 6:
Representar y buscar intersecciones en coordenadas polares.

Y

dhw
N
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Aplicacién al célculo de areas planas y acotadas

Si la regién plana R es acotada, su area es

A—//RdA.

Ejemplo: Hallar el area de la region sombreada, fuera del circulo centrado
en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio » = 1 + cos 6:
Representar y buscar intersecciones en coordenadas polares.

L~

\

AMII

<

1
\@

\

\

\

| x
l

|

|

/

/
/
/

/%

\\
|
| 2
Iy
A /
/ 4 // /
if
/\\ |
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Aplicacién a

Si la regién plana R es acotada, su area es

| calculo de areas planas y acotadas

A= //RdA.

Ejemplo: Hallar el area de la region sombreada, fuera del circulo centrado

en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio » = 1 + cos 6:

Representar y buscar intersecciones en coordenadas polares.

Y

r=1+4 cos0O
9:% 4
r=1
N
o 1 2
0=——
2
Entrajen r =1
Saleen r =1+ cos@
AMII Unidad 3 2026
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Aplicacién al célculo de areas planas y acotadas

Si la region plana R es acotada, su area es A= // dA.
JR

Ejemplo: Hallar el area de la region sombreada, fuera del circulo centrado

en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio » = 1 + cos 6:
Representar y buscar intersecciones en coordenadas polares.

Y
r=1+4 cos0O
i % 1+cos(f) =1
I =3 cos(f) =0
N b =-3
g, =1
X 2 2
0 1 2
0=——
2
Entrajen r =1
Saleen r =1+ cos@
AMII Unidad 3 2026
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Aplicacién al célculo de areas planas y acotadas

Si la regién plana R es acotada, su area es

A= //R dA.

Ejemplo: Hallar el area de la region sombreada, fuera del circulo centrado
en (0,0) y radio 7 = 1 y dentro de la cardioide de radio » = 1 + cos 6:
Representar y buscar intersecciones en coordenadas polares.

Y
r=1+4 cos0O

Entra

AMII

N

en r=1

Saleen r =1+ cos@

Unidad 3

1+cos(f) =1
cos(f) =0

0 =-5%
by =T

w/2 1+cos(0)
A= / / rdrdo.
—7n/2J1
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Ejercicios del TP3

y

describa, en coordenadas polares, la region dada.
2.(0)
9

23. (o) regiones 1,2,4 y 6 (r) 3y 5. En los ejercicios dados a continuacion,
1.(0)

¥y

3.
y
4 1
1
x L L x
0 4 -1 0 1
5.(r) 6. (o)
y y
2F~<
2
1 0 1 x
x
0 1 23
2~
AMII

Unidad 3
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Ejercicios del TP3

24. Cambie la integral cartesiana por una integral polar equivalente. Luego

evalte la integral polar.

2 pr/4—y?
0// (2% + y*)dzdy.
0o Jo
2 ry
9/ / dxdy.
Vi—y?
o [ iy
1221+ $2+y
V2r—a2?
o // e y) —5 5 dydz (plantear).

——————dydx (plantear).
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Ejercicios del TP3

27. Obtenga el area encerrada en el pétalo de una rosa r = cos(36), en
coordenadas polares (plantear).

28. Determine la altura promedio de la superficie hemisférica

z = +/a? — x? — y? sobre el disco 22 + y? < a? en el plano zy

(plantear).
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Recorrido

@ Integrales maltiples
@ Integrales triples en coordenadas rectangulares
@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
@ Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas
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Recorrido

@ Integrales maltiples
@ Integrales triples en coordenadas rectangulares
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Particién de una caja en R?

Una caja o rectangulo generalizado o prisma en R? es un conjunto
R =[a,b] x [¢,d] x [h,k].
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Particién de una caja en R?

Una particién regular P de R esta formada por tres colecciones

ordenadas:

{360,96171’2,--~,9Cn},{y07y17y2;---7yn}y{20721722,---,%}
tales que, para todo i =1,2,...,n, se verifica que:
b—a
a=ro<x1 < <xTp=b 'y xi—xi1=Ar= —
d—c
c=yo<pn<-<yp=d y yi—yi-1=Ay= —
k—nh
h=zn<zn1<-<zn=k y zi—zi1=Az= -
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Integral triple sobre un rectangulo cerrado en R3

Definicién (de integral triple sobre rectangulos)

Dadas una funcién f definida y acotada en un rectangulo R y una particién
P de R, la suma de Riemann de f asociada a P es

i=1 j=1 k=1
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Integral triple sobre un rectangulo cerrado en R3

Definicién (de integral triple sobre rectangulos)

Dadas una funcién f definida y acotada en un rectangulo R y una particién
P de R, la suma de Riemann de f asociada a P es

i=1 j=1 k=1

Si el lim,, .« S, existe para cualquier eleccién de puntos Pjjj en los
rectangulos R;;i, se dice que f es integrable sobre R. En este caso, la
integral triple de f sobre R es el limite de las sumas S, y se puede
representar por

//Rf(m,y,z)dV o //Rf(may,z)d:vdydz.
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Definicion de integral triple sobre otras

?

X Vi 2)

FIGURA 15.29 Particion de un sélido con
celdas cubicas de volumen AV},
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Definicion de integral triple sobre otras regiones

(X Vo 2
{
D . t =
- Ax,
Ay
X /
—y

FIGURA 15.29 Particion de un sélido con

celdas cubicas de volumen AV},

Dadas una funcién f, definida y acotada en una regién acotada R, y una
particion P de R, consideramos sélo los rectangulos incluidos en R.
Formamos la suma de Riemann S,, = > 1", 370 > 5y f(Pijr) AV.
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Definicion de integral triple sobre otras regiones

%

(X Vo 2

D ',h o
ol

Axy
Ay
e

x e
—

FIGURA 15.29 Particién de un sélido con
celdas cubicas de volumen AV},

Dadas una funcién f, definida y acotada en una regién acotada R, y una
particion P de R, consideramos sélo los rectangulos incluidos en R.
Formamos la suma de Riemann S,, = > 1", 370 > 5y f(Pijr) AV.

Si el limite lim,,_,~ S, existe, para cualquier eleccion de (P;j;), se dice que
f es integrable sobre R. En este caso, la integral triple de f sobre R es el
limite de las sumas S,, y se puede representar por

//R f(z,y,2)dV o //Rf(l'ayvz)dw dy dz.
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Propiedades de las integrales triples

1 Si f es continua en una regién cerrada y acotada R, entonces f es
integrable en R.

Si fy g son funciones integrables sobre la regién cerrada y acotada R,
entonces:

2 ///R[f(w,yyz)Jrg(w,y,z)]dV://Rf(w,y,z)dVJr///Rg(x,y,Z)dV
3 //cf(a:,y,z)dV:c// flz,y,2)dV

4 Si f(z,y,2) < g(x,y, z) para todo (z,y, z) € R,

//fxy, dV</// g9(x,y, 2
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Propiedades de las integrales triples

5 Si Ry y Ry son dos regiones tales que R1 N Ry =0y f es acotada e
integrable en cada una de ellas, entonces f es integrable en R; U Ry y

///RluRQ f(z,y,2z)dV = //R1 f(x,y,2)dV + //R2 F(z,y, 2)dV.
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@ Integracion de funciones de dos variables

@ Integrales dobles en coordenadas rectangulares
@ Integrales dobles sobre regiones generales

@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
@ Nota sobre integrales impropias

© Aplicaciones: areas, valor medio, momentos y centros de masa

© Formula del cambio de variables
@ Férmula del cambio de variables
@ Integrales dobles en coordenadas polares

@ Integrales maltiples
@ Integrales triples en coordenadas rectangulares
@ Integrales iteradas y Teorema de Fubini
@ Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la regién R y
® R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] X [h,k]), entonces

V.

= = = = = oy
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la regién R y
® R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] X [h,k]), entonces

//Rf(ér7y72)dv—/ab/cd/hkf(x,y,z)dzdyda;
:/cd/ab/hkf(x»y,z)dzdxdy...

= = = = oy
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la regién R y
® R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] X [h,k]), entonces

//Rf(ér7y72)dv—/ab/cd/hkf(x,y,z)dzdyda;
:/cd/ab/hkf(x»y,z)dzdxdy...

© R esta definida pora <z <b, gi(z) <y < g2(z) y hi(z,y) < z < ho(z,y),
con g1 y go continuas en [a,b], y h1 y he continuas en
{(z,y) :a <z <b, gi(x) <y < go(x)}, entonces

b rga(zx)
// f(x,y,z)dV:/ / / f(x,y,z)dzdydx.
R a Jgi(x) hi(z,y)

= = = = o
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Teorema de Fubini

Teorema

Si f es continua en la regién R y
® R es rectangular (R = [a,b] X [c,d] X [h,k]), entonces

//Rf(ér7y72)dv—/ab/cd/hkf(x,y,z)dzdyda;
:/cd/ab/hkf(x»y,z)dzdxdy...

@ R esta definida pora < x <b, g1(z) <y < gao(x) y hi(z,y) < 2z < ho(z,y),
con g1 y go continuas en [a,b], y h1 y he continuas en
{(z,y) :a <2 <b, g1(w) <y < g2(x)}, entonces

// flx,y,2)dV = //gl(z /hlly f(z,y, 2)dz dy de.

@ Hay otros casos...

= = = = oy
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Ejemplo Teorema de Fubini

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(x,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z = 9 — 2 — /2, el plano z = z, el

plano z = 2 y el plano y = 1, en el primer octante.
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Ejemplo Teorema de Fubini

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(x,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z = 9 — 2 — /2, el plano z = z, el

plano z = 2 y el plano y = 1, en el primer octante.
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Ejemplo Teorema de Fubini

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(x,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z = 9 — 2 — /2, el plano z = z, el

plano z = 2 y el plano y = 1, en el primer octante.

2 1 p9—a22—92
/ / / f(x,y, z)dzdydz.
0 JOo Jz
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Teorema de Fubini

Si F es continua en D C R3:

Enters at
y =g () y
N
\ L
x \
Leaves at
¥ = 80)
AMII Unidad 3 2026

y=g:x) fz=fx,y)
/ ] f F(x,y,z) dz dy dx.
y=gi(x) filx,y)
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Valor medio de una funcién de tres variables

Definicién

Sea f una funcién integrable sobre una region acotada R. Entonces:

1
Valor promedio de f sobre R= ————— // fdv.
volumen de R JJ/r
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Valor medio de una funcién de tres variables

Definicién

Sea f una funcién integrable sobre una region acotada R. Entonces:

1
Valor promedio de f sobre R= ————— /// fdv.
volumen de R JJ/r

i Cual es la temperatura media del planeta Tierra?
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Aplicaciones

Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su
volumen es
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Aplicaciones

Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su

/// d
D

Si tal sé6lido D tiene densidad en cada punto dada por una funcién
integrable d(z,y, z), su masa se calcula por

M://DMV
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Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su

/// d
D

Si tal sé6lido D tiene densidad en cada punto dada por una funcién
integrable d(z,y, z), su masa se calcula por

M://DMV

y las coordenadas de su centro de masa vienen dadas por (Z,y, z), donde
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Aplicaciones

Si un sélido D ocupa una regién en R3 que es cerrada y acotada, su

D

Si tal sé6lido D tiene densidad en cada punto dada por una funcién
integrable d(z,y, z), su masa se calcula por

M://DMV

y las coordenadas de su centro de masa vienen dadas por (Z,y, z), donde
:E:MW :ffsz:édV g:MM :ffnyédV ZZMW :ffszédV
M fyeav YT M T [[fyedv ST M T [, 6av

Observacion: cuando § es constante, el centro de masa se llama
centroide.

AMII Unidad 3 2026 82 /99



Momentos y centros de masa

TABLA 15.1 Formulas para la masa y primer momento

SOLIDO TRIDIMENSIONAL

Masa: M = //]5 dv & = 8(x. y, z) es la densidad en (x, y. z).
D

Primeros momentos con respecto a los planos coordenados:

My, = ]ﬂxﬁdV, M, = /fj.y'adV, My, = //]zSdV

D D D
Centro de masa:
M, My,

},‘ = E:

M’ M
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Momentos y centros de masa

TABLA 15.2 Formulas de momentos de inercia (segundos momentos)

SOLIDO DE TRES DIMENSIONES

Con respecto al eje x: I, = f]](yz +22)8dV 5 =6(ry.2)
Conrespecto al ejey: [, = /f] (X2 + 2 8dV
Con respecto al eje z: I = jj] (x* + ) 8dr

“(x, v, z) = distancia de
Con respecto a larecta L: I, = 2 8dV r(x, y, z) = distancia del
punto (x, y, z) a la recta L
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Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sélido comprendido entre las
superficies dadas por z = 22 + 3y? y z = 8 — 22 — 32, si la densidad en
cada punto viene dada por §(z,y, z) = xy + xe®.
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Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sélido comprendido entre las

superficies dadas por z = 22 +3y% y 2 = 8

— 22 — 92, si la densidad en

cada punto viene dada por d(z,y, z) = xy + xe®. SOL: (pag.862)

M

Sale en
z= fozf)-z

(2,0,4)

Entra en
y==Vd—xty2 —|

z=8—x2—y?

\

LLa curva de interseccion

P

/
/
y=Vid—x3y2

Sale en

AMII Unidad 3

~2,0,4)
\- z=x%+3y?
E 72,000
N
,//\ x+2t=4

/

2026
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Ejemplo: masa

Plantee una integral para calcular la masa del sélido comprendido entre las
superficies dadas por z = 22 +3y? y z = 8 — 22 — 9/, si la densidad en
cada punto viene dada por d(z,y, z) = xy + xe®. SOL: (pag.862)

M z
Sale en
z=8—x! 7)-2
\ r=8—xf— )2
\ ,
4 B LLa curva de interseccion
Y2 -’” S /
L 2
/ / ,t—#é%e )dz dz dy.
(]
~=2,0,4)
(2,0,4) \ LS
Entra en
=x2+ 3y — _
Entraen o = (;E, 0,0
y==Vid—xy2 - > —

(2,0,0)

S/ .
Vd L ¥

Sale en
y=Via—x%2
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Ejercicios del TP3

38. Escriba seis diferentes integrales triples iteradas que permitan calcular
el volumen de:
b) El tetraedro determinado en el primer octante por el plano
6x + 3y + 2z = 6. Evalte una de las integrales.
39. Sea D la regién acotada por los paraboloides z = 8 — 2 — 3% y
2z = x? + y2. Escriba dos integrales triples que permitan calcular el
volumen de D. Evalte una de ellas.
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Ejercicios del TP3

40. Represente el sélido correspondiente a la regién de integracion (y
calcule cada integral, en casa):

1 3—3z 3—3z—y
b) / / / dz dy dx.
0 0 0

41. La siguiente es la region de integracién de la integral

1 0 py?
/ / / dz dydzx.
0 J—-1J0

Replantee la integral como una inte-
gral iterada equivalente en el orden:

Q dydzdx.
Q dxdyd:z.
© dzdxdy.
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Ejercicios del TP3

42. Calcule el volumen de

Z

c) la regién cortada en el cilindro 22 + y? = 4 por el plano z =0 y el
plano z + z = 3 (grafico 3).

AMII

Unidad 3
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Recorrido

@ Integrales maltiples

@ Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas
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Formula del cambio de variables: coordenadas cilindricas
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Formula del cambio de variables: coordenadas cilindricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:
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Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:
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Formula del cambio de variables: coordenadas cilindricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:

g(r,0,z) = x =rcosb, h(r,0,z) =y = rsenb; k(r,0,z) =z

Jacobiano:

-
Il
~

-cos 6, y =rsenb, z=

ix o dx o ox

dr a0 oz
) . ] cosf —rsenf 0
(}.1' 13.1' (}.l'
Sr.0.z) = |=— — —| = |[sen@ rcos® 0| = ycos’d + rsen’d = r.
dr Je dz

) 0 0 1

or il oz

AMII Unidad 3 2026 91 / 99



Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:

Sea D la region acotada abajo por el cono z = \/x2 + y2 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

AMII Unidad 3 2026 92 / 99
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Ejemplo:
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paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:
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Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:

Sea D la region acotada abajo por el cono z = \/x2 + y2 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:
2 — 2% —y? = /a2 + 2
1\? 9
2 2, -\ -2
< 4+ Yy + 2) 1
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Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:

Sea D la region acotada abajo por el cono z = \/x2 + y2 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:
2 — 22 —y? = a2 42
1\* 9
2 L .24-) =2
< v +y +2) 1
?+yt=1 ?+yt=4
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Ejemplo: coordenadas cilindricas

Ejemplo:

Sea D la region acotada abajo por el cono z = \/x2 + y2 y arriba por el
paraboloide z = 2 — 22 — y2. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:
2 — 2% —y? = /a2 + 2
1\? 9
2 2,2\ 2
< xe +y +2) 1
?+yt=1 ?+yt=4
o2 pl p2—12
V:/ // rdzdrdf.
0 0 r
AMII Unidad 3 2026

92 / 99



Ejercicios del TP3

45. Evalte las siguientes integrales en coordenadas cilindricas:

2 Vi8=r2
/ / / dzrdr df y represente graficamente la regién de
2/3

|ntegraC|on

3V4—r2
/ / / zdzrdrdo.
Vai=r2

1 1—y?2 prx
48. Convierta la integral / / / (2 + y*)dz dx dy en una
-1 0

integral equivalente en coordenadas cilindricas y evalie el resultado.
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Ejercicios del TP3

49. En los siguientes ejercicios, enuncie la integral iterada para evaluar
// f(r,0,2)dzr dr df sobre la region D dada.
D

d) D es el cilindro recto sélido cuya
base es la regidn entre las
circunferencias r = cos 6 y
r = 2cosf y cuya parte superior
esta en el plano z =3 — 4.

r=2cosf
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Formula del cambio de variables: coordenadas esféricas

r; AG = p;sen ¢ Ab
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Formula del cambio de variables: coordenadas esféricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:
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Formula del cambio de variables: coordenadas esféricas

Definimos la transformacién T' a través de sus funciones componentes:

9(p,0,9) =z =psengcosd;  hip,0,¢9) =y = psenpsend;
k(p,0,¢9) =z = pcos¢

Jacobiano:
x = psen ¢ cos b, v = psend¢send, z = pcos¢
ox  9x  ox
ap  ag 09
J 0 r-'l_r r-'J_r l".l"_'l' 9
(p.6.0) = |52 o5 5| ~#isnd
9z 9z oz
r-'ﬁp {}q& a6
AMII
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:

Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 32 y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

AMII Unidad 3 2026 97 / 99



Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:

Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 32 y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:

1= a2+ y?
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:

Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 32 y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:
L= VT

2 =1
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Ejemplo: coordenadas esféricas

Ejemplo:

Sea D la regién acotada abajo por el cono z = /22 + 32 y arriba por el
plano z = 1. Plantear una integral que dé el volumen de D.

Solucién:
L= VT

2 =1

2 % psecd
V:/ / / p? sen ¢ dp de db.
o Jo Jo
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Ejercicios del TP3

50. Evalie las siguientes integrales (dadas en coordenadas esféricas) y
represente graficamente la region de integracion en cada caso.

T pm/2  p2coso
a) / / / p*sen ¢ dp de db.
0 0 0

d) /0 i /0 i /ﬁ Z2 p> sen(2¢) dé db dp.
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Ejercicios del TP3

52. Para cada uno de los siguientes sélidos, determine los limites en
coordenadas esféricas para la integral que da el volumen del sélido
dado y evalie la integral.

a) El sélido entre la esfera p = cos @ y el hemisferio p =2, z > 0 (Figura
4).
b) El sélido acotado abajo por la esfera p = 2cos ¢ y arriba por el cono

z = +/xz? +y? (Figura 5).

p=cos¢

Figura 4 Figura 5
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