‘NACIO/V
c‘? s
[ 9
e\ y ‘
N g
2™ <

Py N o Q
s ww
UNIVERSIDAD FACULTAD DE INGENIERIA
NACIONAL DE CUYO en accion continua...

ANALISIS ESTRUCTURALI

UNIDAD 2

Trabajo y Energia

Desplazamientos. Deformaciones. Teoremas Energéticos

CURSO 2.026

Mg. Ing. DANIEL E. LOPEZ



DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Introduccion

e Las estructuras cambian de forma debido a acciones externas (cargas,
movimientos impuestos, temperatura).

 Elcambio en la forma de |a estructura se debe a que los elementos que la
componen cambian sus dimensiones.

Al cambiar la forma de la estructura se dice que adquiere su
configuracion deformada o actualizada, y la linea que representa los ejes
de los elementos que la componen se denomina elastica.

e La configuracion deformada debe satisfacer las condiciones de
compatibilidad internas y externas.

 Cuando la estructura cambia de forma cada punto cambia de posicidn
con respecto a la posicion original (configuracién original).

 Ala magnitud que define el cambio de posicidn de un punto, se la
denomina desplazamiento o corrimiento, es un vector.



DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

Dimensiones Q
Reales

Ejes de
Elementos




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

YQ'

YQ

Y

Desplazamientos

XQ

XQ'

XV

Configuracion

Original

YQ'

LYo

NY

Elastica o
Configuracion
Actualizada

< W



DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

37 Configuracion
Original

Elastica o
Configuracion
Actualizada




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Definiciones

Grados de Libertad: Es la cantidad minima de desplazamientos
independientes que permite definir en forma completa la configuracion
deformada de una estructura.

Configuracion Admisible: Es toda aquella que no viola las condiciones de
compatibilidad interna y ni en el contorno.




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

A;; : Despalzamiento en la direccion de Pi provocado por Pi

A;; + Despalzamiento en la direccioén de Pi provocado por Pj



DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

0;; + Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pi,cuando Pi = 1

0, + Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pj,cuando Pj =1

Por hipdtesis de |a Teoria Clasica de las Estructuras




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

§;; : Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pi,cuando Pi = 1

0, + Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pj,cuando Pj = 1

Cuando actuan P; y P,




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

§;; : Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pi,cuando Pi = 1

0, + Despalzamiento en la direccion de Piprovocado por Pj,cuando Pj = 1

Cuando actuan P, ...P; ... P, A= Z 0, P;
j=1




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Desplazamientos

Pi se refiere a una Carga genérica. Fueza o Momento

0, se refiere a un Despalzamiento genérico, Lineal o Angular




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Deformaciones. Esfuerzos Internos

="

Resultante Acciones a la
izquierda de la Seccidn

Punto Aplicacion
R.

l

Seccion

Baricentro _
Cualquiera

Proyeccién de R, Traslacion de R,




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Deformaciones debidas a N, Q y Mf

N i N Te MC " jM
0 = |

€ H ?

L , = L |

b9, W
o N o dé
= == Q = — I — N
*TETEA y=c=p— =% AA =y

d M r_
g:d_i dn =y ds (,z_Ty 24A" =y do
N M g = 2%

_ N dn =¢Y——ds _ My -
dé EAdS GA £ 7 y
M

L N / —
AL:andS g:—ZAA dQ—EdS




DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Deformaciones debidas a variaciones de Temperatura

AT fs
\
AT .
. ds €
ctte
_ 45
&= ds
E=alAT
dé = a ATds

AL = [ a AT ds

ATs ﬂ?
b =L= {
ATi \
}a(;\ dé&,
o~ dés |\
~ 4|| \
AT g %\\\ >‘I
var - ; o,
dé;, = a AT, ds dé, = a AT ds
_d§+dé;  a (AT, + ATy)ds
¢ 2 B 2



DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Deformaciones debidas a variaciones de Temperatura

AT fs
\
AT .
. ds €
ctte
_ 45
&= ds
E=alAT
dé = a ATds

AL = [ a AT ds

ATs ds
| =L=
ATi .
:96\ ds.
o dgs—{
_C“ v —: '\‘.
AT IE é—dL g
var T Tge . dii
dé, = a AT, ds dé. = a AT ds
B dé; + dé, o« (AT; + AT )ds
¢ 2 2
a (AT; h1 + AT, h2)ds
g, = ;

d&—d§,  a (AT, - AT,)ds

do . .




TRABAJO Y ENERGIA

Introduccion

* Para el calculo de desplazamientos se requiere conocer el trabajo de las
acciones externas y la energia de deformacidén de las acciones (esfuerzos)
internas.

e Las acciones externas realizan trabajo en los desplazamientos de sus
punto o secciones de aplicacion.

e Las acciones internas desarrollan energia en las deformaciones.

 Eltrabajoy la energia seran reales si lo realizan las acciones en las
deformaciones y desplazamientos que ellas mismas provocan.

 Eltrabajoy la energia seran virtuales si lo realizan las acciones en las
deformaciones y desplazamientos provocados por otras acciones.

Al trabajo de las acciones externas los llamamos Wy a la energia de las
acciones internas U



TRABAJO Y ENERGIA

Trabajo de una Fuerza

Configuracion
Original

Cualquier Material

Configuracion
Actualizada

dW = P1 du

u
W=f P du
0

P

C WV




TRABAJO Y ENERGIA

Trabajo de una Fuerza/Par. Material Elastico

Configuracion
Original

Material Elastico

Configuracion
Actualizada




TRABAJO Y ENERGIA

Energia de Deformacion de N / Q / Mf

N

75

N/

L
\

L

T¢




TRABAJO Y ENERGIA

Aplicaciones. Calculo de Corrimientos

P
| [ M |
A § B A = M(x) = —P(L —x)
\ \} X |
t L }

| a |
A§~ B A B Q) =P
\ \ H—I \l |_ l
| L = ' '
W=uU 5 _ P? 3 L3+L3 . P2l
. . f_EI 3 lpGA
1 M V0
—pf=| =M—d —0=d
/ joz E1x+f02QGA
P13 PL

1 LPZL—XZ LPZ f=_+l/J_
5szj ( )dx+l/Jj ——dx 3EI 7 GA
o o




TRABAJO Y ENERGIA

Aplicaciones. Calculo de Corrimientos

F)
| [ M |
A§ B A \ = M(x) = —P(L — x)
. X

| L : =
} L }
A$ B ‘ ‘A§ B Qx)="P
\ \ H—I l . l
% L | ' '
P = 30.00 kN P =30.00 kN
L =10.00 m L =1.00m
b=020m b=020m 60000 P p
h = 1.00 h = 1.00
PL3  PL " " = =+ 125
f= ﬁ"‘ GA E = 21000 MPa E = 21000 MPa 3 E E
u=025m u=025m
G=040F G=040F
A=0.20%=5L—0m2 A=O.20L=§m2 f:?E-I_l/JlZ'SE

3
0.20 [ L L3 020 . L°

3
o o 4 I=——13="m
=71z (10) 60000 " 12 60




TRABAJO Y ENERGIA VIRTUALES

Desplazamiento y Deformacion Virtual

 Desplazamiento Virtual: Es todo desplazamiento pequeno, posible, que
satisface las condiciones de vinculo (contorno cinematicas) y las
condiciones de compatibilidad interna. Pueden no ocurrir.

* La configuracion de la estructura sujeta a desplazamientos virtuales en
todos sus puntos se denomina Admisible y puede ser no equilibrada.

‘ Estructura ‘ T ’ Pl
——-
‘ Elastica ‘ /\\

 Deformacion Virtual: Son las que originan los desplazamientos virtuales.
En general se designan deformaciones virtuales tanto a los
desplazamientos como a las deformaciones propiamente dichas.



TRABAJO VIRTUAL

Definiciones. Trabajo Virtual

* Trabajo Virtual. Es el que realizan |las Acciones Reales aplicadas sobre |a
estructura en Desplazamientos Virtuales originados por acciones distintas
de las reales. También se lo denomina Trabajo Virtual Externo.

« También puede ser el trabajo de Acciones Ficticias, en los

Desplazamientos debidos a las Acciones Reales aplicadas sobre Ia
estructura.

* Similarmente las Acciones Internas Reales desarrollan Energia en las

Deformaciones Virtuales. También se lo denomina Trabajo Virtual
Interno.

Sistema Equilibrado. SE

e Sistema Equilibrado. Toda estructura que se encuentra en equilibrio bajo
la accidn de las cargas externas y las reacciones de vinculo.



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Clapeyron

El trabajo real de varias fuerzas, independientemente de su orden de
aplicacion, es igual a la semisuma del producto de cada fuerza por el
desplazamiento que en su direccion provocan todas las fuerzas.

n
1
WZEZPLAL
i=1



TEOREMAS ENERGETICOS

Trabajo de un sistema equilibrado en un movimiento rigido

El trabajo de un sistema de acciones en equilibrio, que actuan sobre un sdlido
rigido, es nulo en todo desplazamiento virtual del mismo.

Traslacion

W; =P; A;= P; Acosq;




TEOREMAS ENERGETICOS

Trabajo de un sistema equilibrado en un movimiento rigido

El trabajo de un sistema de acciones en equilibrio, que actuan sobre un sdlido
rigido, es nulo en todo desplazamiento virtual del mismo.

Rotacion

\ -

Wi :Pi Ai:Pl'ACOSGfi

A= 601

W; = P; 8 OI cos a;

Wi=PiQdi

n
W=szi di
=1

Ww=20




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

Elastica
Sistema en
Equilibrio




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

Accion
Externa P

Mi

==

\
- -

Eldstica
Deformacion
Virtual

j@, >

Elastica Deformacién Virtual =)

Mov. Rigido

_|_

Deformacion



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

Roto-Traslacion Rigida Deformacion

) F



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

Pi

ool

AW = AWR + AWP

AU = AUR + AUP

AWR + AUR =0

AU = —AWR + AUP

AWR = Pi Ai + Mi 0i
AWP =0

AW = AWR



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

Pi

s @ﬁ

AW = AWR + AWP

AU = AUR + AUP

AWR + AUR =0

AU = —AWR + AUP

AWR = Pi Ai + Mi 0i Extendido a toda la Estructura
AWP =0 Y AU = =Y AWR + 3 AUP
AW = AWR YAU =0

Y AWR = ¥ AUP



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

AW = AWR + AWP

AU = AUR + AUP

AWR + AUR =0

Y AWER =¥ AUP

WR = yP




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de los Trabajos Virtuales. TTV

En todo sistema equilibrado sujeto a una deformacion virtual, el trabajo de
las acciones externas es igual a la energia (trabajo) de las acciones internas.

Te =Ti




TEOREMAS ENERGETICOS

Aplicacion TTV

Te=Ti

WR=Te=ZI3iAi+ZI\7Ii9i dUP = Ndé + Mde + Qdn
UD=Ti=]1Vd§+J1\71d9+den

Expresion general para cualquier material

ZPiAi+ZMi9i=led€+f1\7ld9+j()dn




TEOREMAS ENERGETICOS

Aplicacion TTV

ZPiAi+ZI\7Ii0i=J1Vd€+jl\7ld6+J(_Zdn

Para material eldstico

N M Q
= = — dn =y —d
d$ = 7 ds df = —ds n=words

dé = a ATds

a (AT; + AT ,)ds a (AT; — AT,)ds
dé, = do =

2 h

_ a (AT; h1 + AT h2)ds
¢ h



TEOREMAS ENERGETICOS

Aplicacion TTV

Expresion General de aplicacion de TTV. Material elastico

ZFiAi+ZI\7Ii6i=jN—ds JM—ds+1/JjQ—ds+

_a (AT; h1 + AT, h2) _a(AT — AT)
+fN A ds+jM

th—dS




METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV

Se consideran dos sistemas:

e La estructura real, con su geometria, materiales, ‘ SD ‘
cargas y vinculos.

 La misma estructura, sobre la que actua una sola
carga unitaria en la direccion del desplazamiento ‘ SE ‘
gue se desea calcular. Es una carga ficticia o virtual.

El término desplazamiento es general, pude ser:

e Corrimiento de un punto.
e Larotacion de una seccidn (eje miembro estructural).
* El corrimiento relativo entre dos puntos.

* El giro relativo entre dos secciones.



METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV

/_N m Corrimiento
Giro
La carga 1 se aplica con sentido arbitrario.
Luego de realizar los calculos, si el signo
resultante para el corrimiento es positivo, Corrimiento
relativo

el sentido supuesto para 1 coincide con el
sentido del corrimiento.

Si el signo resultante para el corrimiento
es negativo, el sentido del corrimiento es
opuesto al de 1.

Giro relativo




METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

q P
LWL l -

Calcular el corrimiento vertical del punto D.
= =g c 2.
I

)

% L a

{
T

Calcular el giro relativo de las secciones en D.
d




METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

q P
LLLLLLLLLLLOLLLLELL L) \L
A 57 =g N
L % a : a

ELq

qg
UL "
— 2 B 5 éc

LLLLLLLLLLL
-




METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

q P
LLLLLLLLLLLOLLLLELL L) \L
A 57 =g N
L % a : a

ELq

qg
UL "
— 2 B 5 éc

LLLLLLLLLLL
-

ELP P




METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

q P
LWL \L

)

nEI~__ | — £ D >

ql?/8—-Pa/2



METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

| sD | ) | SE |
q P 1
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL \,L \L
A 57 Z~5 ZaNe A 5 <5 EaNe
L a | a L y ¢, a
Corrimiento
ELq q

AM éB 5 éc

ql?/8—-Pa/2



METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

SD | 4 | SE |

q P 1
VLLLLLLLOLLLLELLLLL L) l \L
A%;\yz é B D éc A% EaN B 5 éc

Corrimiento

ql?/8—-Pa/2

o o _a (AT, h1 + AT, h2) _a(AT AT |
ZPLAL+ZMlez=fN—ds+fM ds+¢fQ—d +f1v ds+f fMt—ds

h
ZPLAL fM—ds

1 (—
AD—EJMMCZS



METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

= o o e
E Mg o Mg [Par. 27 grau a lm,‘ 29 grau Mg |par. 29 grau Mg v
I I : C tang. horiz, tang. horiz, A4 & [ 2
M - = = 2 - = = "
. M Arm Lrmimg, + My) Lrm 2 'm Lirm Tym
" M 21 mitg 1MWy + Mg > 1M, 2 1 mitg L v ming L i min
1 . Y g Y l . = 'y y _— 1_ 5 o 1 = =
/'"B - Mg " Mg 5 " Mg(My+2Mg) 31 Mghl,, 21 Mghg - " Mghg g " 1va) MM
Y A A L . Y _‘_ . Y Y 1 p AR 1 o aA _‘_ . Y l - A
?‘»{l o MM m "MaMg s My (2M, +Mg) - I"MaM 2 " MaWg — r MaMg & (+f M M
MA e - _ |2 v, 2myemg)e 1 ram T
: L myemg) él'lMA'tZMB)MB o 2“ A8 a1y MM -l (Mg 3ty IR Dy
2 g (2Mg+M4) | 3 +5Mg) Mg A +Mg (1+a)]
par. 29 grau =
m S v B 1 rai 1, = B e L o . - =
i : 3 MM il MmMg 3 " Mm(Mg*Mg) 15 " MmMm s " MmVe "M Mg r(1+afiM M
par. 2° grau Mg LM, (3M,+ b
2 1My W 5y T il s : 8 3 - == | (5-8-F)x
Mg L. MgMg - L rmgh,, I MgMg 31 mMghg -
+5Mg) 15 15 10 a
o tang. horiz. - x MgM
Ma
par, 20 grau Lo =
hori 3 4 43%) 15 A A A G ﬁ
tang. horiz, x My
par, 22 grau = =
MB Y "M 1 |‘Mﬁ8 T{IMB(MA‘ 'I'M 0 3 I'MP:!B 1 I'Mh—!B ——I’H*aoazlx
e s B v 5 BYm 6 B s ' My =
T +3Mg) 5 10 5 x MM
M AN par, 2° grau ’
i A =t = ' MM —_ -
M
- LT i ——1'15 g-px| Lrpeara?
| I - Y 1I"M[1+BIM ¢ - B {(1rax+a) x .
/\ e Tl +abign |6 il " (1afIME, 12 L v min
| wal & Ol m + (1 + ) Mg] = x Milg x Mitg ’




METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

L3
n

L]

.

-

" r3 “+7 1;___‘(%._-4'-“ _ bl . ' ’ 2° . 3
4| —* (i | ,GVA"* N7 N el Il L - L s S
S s .} . &

s - s S S 5

. . . e, 'v . = . -_/. . -!- .
1< Lks :,f.,",é.s filhek)s | fi(k-k)s 7 Lks _ 3-2-;1‘,.5 2. ks £ Lks F<ks
! . - o [ 5 - A L -
2 il L iks Fiks Fillezk)s | Li(2k-k)s E’-(H-{)x,és Fib,s = rks Liks | Fuks
Z Lk &Lk Ls Ltz Lrep)iks | L ihs L LEs L rks = sks
z £LkS . e LKsS 2-4(2.(',+k,.)5 Zitl-24)s |11 A 3 b 1 72 2o

g{'(?lfl’; *J‘;-‘}‘ é (2‘} J--‘,)i'g - - &L[(/*/d)o[( +*
s dyk s20b)s | flpn2d )b ]s || e(ten)ss] ks

-
kh 5

P . . . ! 7 ‘.
'25(4*-5:)»& Flte24) ks jﬁ(z‘,u;)é,.,s = (34454 )ks /-éf‘fz,»h,)l'.s -2?(:,444}?5

Fliz (24 wk,)- £t o o)k » J&L[J_-z (tret)-
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B 5\@4 Fiks = iks Z4i(s¢ «5h)s|Lif5h-3k)s| | 7% (5 Aiks| Z ihms £ sks -‘;"‘-".z.'és L iks
2 L§2 7 cks Z{' Liks % "(54‘3'?:55 F:‘-K’é -5k )s| Elf-f—-l-.ly.t.éﬁ !—;- £ hopy S -JL;- L ks | % cks % Lks
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| > FLks Fobs |74 (b 5t)s| 2 (36 —b)s | |2 froinc) ks Likys | Zsks Fohks | Fuks
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12| £ l:i: ‘,—-.;fs: L ihs Eelhek)s | 2i(k-2k)s ;;7"/,;/,.7,')‘;!5 Fiks Z its s shs Lits




METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

SD | 4 | SE |

q P 1
VLLLLLLLOLLLLELLLLL L) \L \L
A%;\yz é B D éc A% EaN B 5 éc

| 1 1
T T T

Corrimiento

ql?/8—-Pa/2

o o & (AT, h1 + AT, h2) _a(AT AT |
ZPLAL+ZML€1=[N—ds+fM ds+¢fQ—d +f1v ds+f fMt—ds

h
ZPLAL fM—dS

1 (—
AD=EJMMds= - " + - - - O~ >

1 gl? . 1P | 1P
g?a 3 aa 3 aaa



METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

SD | | SE |

g P _ _
LULLLLLLLLLLLL LU LLL ! AN
=S ZENg 5 \.p./

>
b
I

- B - . b
ZMl9l= Mﬁds 1
—Pala
3
1 (—
D=— | MMds= = gy =l + -l = + [
1 ql? 1 1
2L —Pa?2l —Pala



METODO DE LA CARGA UNITARIA

Calculo de Desplazamientos mediante TTV. Aplicaciones

SD |
g P
LWL \L
Aég% f;EEa D fééc

L % a : a

\LP
/\ o
WS BN
A | 5 PNy

ql?/8—-Pa/2

) | SE |
\U
=Y PN D e
l L O ) CI l
Corrimiento
/\
A%fﬁ% — B D — C
AN
A 5> g \p/ PN
Giro relativo
1+1
m
N> PN D N



TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Betti

| SE |

Pi1

Ni i Nk Pk3
Mi Mk 2k

JN;,V—AdS JM—d +l/JjQ

ij—ds+ij—ds+1,bJQk—ds

z PiAy = Z Py Ay

Wik = Wki




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Betti

| SE |

Pi2

N;
Q;
M;

El trabajo virtual de sistema de fuerzas P; en la deformacion virtual debida
a otro sistema de fuerzas Py, es igual el trabajo de P;, en las deformaciones

virtuales provocadas por P;.

Wik = Wki




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Maxwell

| SE |

Pi2

N;
Q;
M;

Z PiAy = z Py Ay

Si P; es una sola fuerza unitaria y P, también esta formado por una unica fuerza unitaria

Ok = Oy




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Maxwell

| SE |
Pi2

N; J’ v

Q;
M;

El desplazamiento en la direccion de una accion (fuerza o momento) que
actua en una seccion A, debido a una accion unitaria actuando en una
seccion B, es igual al desplazamiento en B provocado por una accion

unitaria actuando en A.

También se denomina Teorema de reciprocidad de deformaciones .

Ok = Oy




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Maxwell. Aplicaciones

5CD
d¢cp= Opc
6co | ' |sp |
Spc C 1 D | sD |




TEOREMAS ENERGETICOS

Teorema de Maxwell. Aplicaciones

C™ D
A B A - B
Ocp Opc
Ocp= Opc
Ocp | | sD | 1 | SE |
S S
T voC )
Spc | | sD | i | SE |
1\ D C, VD
s = 7=




TEOREMAS ENERGETICOS

Teoremas de Castigliano

dPi

v

| - U
U(P;) Utotar = U(Py) +dU = U(Py) + 5p. A
l

6U_J NON MM Q8Q)
57, ) \Easp, TEisp, T ¥ Gase )



TEOREMAS ENERGETICOS

Teoremas de Castigliano

Pi dPi
P1 F:ﬂ/ %
N  rap %
| - oU.
U(P) Utorar = U(P)) + dU = U(P) + <> dP;
l
dPi | Pi
! s o
+(P;...R) \ '
1 _ 1
U= EdPl d5l Utotal — Edpld6l + U(Pl) + dPi6i
oU 1 oU
U(Pl)+—dpl :—dPl d6l+U(Pl)+dPl5l —dPl :dPl5l
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TEOREMAS ENERGETICOS

Teoremas de Castigliano
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TEOREMAS ENERGETICOS

1° Teorema de Castigliano

La derivada de la energia de deformacion de una estructura (sobre
la que actuan n cargas) respecto de cualquier desplazamiento es
igual a la carga que actua en la direccion de ese desplazamiento.

SU

— =P U=U(dyd>, ..., d,;)
5d;

2° Teorema de Castigliano

La derivada de la energia de deformacion de una estructura (sobre
la que actuan n cargas) respecto de cualquier carga es igual al
desplazamiento en la direccion de esa carga.

SU

6_Pl- = §; U=U(P,P,,..,P)




TEOREMAS ENERGETICOS

Aplicacion de TTV. Estructuras Hiperestaticas

v




TEOREMAS ENERGETICOS

Aplicacion de TTV. Estructuras Hiperestaticas
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M es una ordenada genérica del diagrama de momentos del SE en el hiperestatico

M es una ordenada genérica del diagrama de momentos del SD en el hiperestatico
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Aplicacion de TTV. Estructuras Hiperestaticas
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Aplicacion de TTV. Estructuras Hiperestaticas
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Aplicacion de TTV. Estructuras Hiperestaticas




TEOREMAS ENERGETICOS

Aplicacion de TTV. Estructuras Hiperestaticas




POTENCIAL TOTAL

La Teoria de las Estructuras tiene un conjunto de ecuaciones que la gobiernan:

Ec. de Equilibrio
VEI VEE

Ec. Constitutivas

Ec. de Compatibilidad Geométrica
VCI VCE

Condiciones de Contorno Estat. y Cinem.

Para relacionarlas se usa una funcion de funciones o funcional.
En Ingenieria Estructural el funcional mas usado es el Potencial Total.



POTENCIAL TOTAL
Definicion

U: Energia deformacion interna

n=U+W

W' Trabajo acciones externas

La potencial total es un escalar que caracteriza a toda la estructura.
Representa la energia total en la estructura.

m = f(u) trr

De todas las configuraciones
deformadas, nos interesan las de
equilibrio.

Interesa la estacionalidad de Ia
energia potencial total respecto
de variaciones pequenasy

v

admisibles de los desplazamientos

El equilibrio debe ser estable, el punto estacionario debe ser un minimo.



MINIMIZACION POTENCIAL TOTAL

ESTACIONALIDAD DEL POTENCIAL TOTAL

U: Energia deformacion interna
n=U+W

W' Trabajo acciones externas

Principio de Estacionalidad de la Energia Potencial

De todas las configuraciones admisibles de un sistema conservativo, aquellas
qgue satisfacen el equilibrio hacen la energia potencial estacionaria.




MPT. Ejemplos: Sistemas un grado de libertad

Estructura

Energia Interna

d
U= J Fitdu = jl(udu

0
1 1
U=—-Kd? = —Ku?
2 U=3Ku

Energia Externa

d d
w =erxtdu = deu
0 0



MPT. Ejemplos: Sistemas de un grado de libertad

Potencial Total Condicion de Equilibrio
1 dm
m=—=Ku“+ Pu —=Ku+P=0
2 du
Ku+P=20

(Ku+P)su=0 T.T. V.

Desp. de Equilibrio Cond. de Estabilidad del eq.
_—P d’m
Deq — 7 d 12 =K>0



MPT. Ejemplos: Sistemas de n grados de libertad

Potencial Total Condicion de Equilibrio
dm
m=mn(uy,uy, ..., Uy) il
dn = 2% g+ 2 gt 42 duy, =
T = E Uq 1, Uy,+... o U, = ¢
Zn: on dy. =
_ aui W= d)
=1
Desp. de Equilibrio Cond. de Estabilidad del Equilibrio
dm D d?m B
av_? 2 De i =K>0¢



