NACIG

& 0

o > )

_,?,:_-..*/'ﬁ"« %) 4 2
ISl ¥ o &
= b,
2 [N 2
Bly w5 ., /O
\ =

%4 _and

UNIVERSIDAD FACULTAD DE INGENIERIA
NACIONAL DE CUYO en accion continua...

ANALISIS ESTRUCTURAL I

UNIDAD 3

METODOS CLASICOS

Parte |

Curso 2.026

Mg. Ing. DANIEL E. LOPEZ



ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS

Introduccion

Hospital L. Lagomaggiore. Mza.
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ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS

Introduccion

Nave Bodega Catena Zapata. Mendoza




GRADO DE HIPERESTATICIDAD

Introduccion

GH=1—-FE

GH : Grado de hiperestaticidad.
I : Cantidad de Incognitas hiperestaticas.

E : Ecuaciones de la estatica.

GH < 0 : Estructura Hipostatica GH < 0 - Estructura Inestable

GH = 0 : Estructura Isostatica GH > 0 - Condicién necesaria

GH > 0 : Estructura Hiperestatica Estructura Estable



GRADO DE HIPERESTATICIDAD

Introduccion

GH=1—-FE

GH : Grado de hiperestaticidad.
I : Cantidad de Incognitas hiperestaticas.

E : Ecuaciones de la estatica.

I=Vs+B+2A'+ 3R +4A? E=3N+2V
VVs: Vinculos simples N: Numero Chapas
B : Barras traccion/compresion IV : Numero Vértices

Al: Articulacién de 1° especie
R : Recintos cerrados / Unidn rigida

A?: Articulacion de 2° especie



GRADO DE HIPERESTATICIDAD

Introduccion

GH=1—-FE

|=Vs+B+2A'+ 3R +4 A?

IVs: Vinculos simples

B : Barras traccion/compresion

Al: Articulacidn de 1° especie

R : Recintos cerrados / Uniodn rigida

A?: Articulacion de 2° especie

E=3N+2V

N: Numero Chapas

V : NUmero Vértices

Inestable
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GRADO DE HIPERESTATICIDAD

Introduccion

GH=1—-FE

|=Vs+B+2A'+ 3R +4 A?

IVs: Vinculos simples

B : Barras traccion/compresion

Al: Articulacidn de 1° especie

R : Recintos cerrados / Uniodn rigida

A?: Articulacion de 2° especie
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E=3N+2V

N: Numero Chapas

V : NUmero Vértices

Inestable
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TEORIA DE LAS ESTRUCTURAS. METODOS CLASICOS

Introduccion

TEORIA DE LAS ESTRUCTURAS

!

ESTRUCTURAS
HIPERESTATICAS
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METODOS CLASICOS

METODO DE
LAS FUERZAS

l

¢F? éu?

METODO DE
LOS DESPLAZAMIENTOS

!

ECUACIONES DE
COMPATIBILIDAD

SOL. SISTEMA

A4

ECUACIONES DE
EQUILIBRIO

A

" EC. ALGEBRAICAS




TEORIA DE LAS ESTRUCTURAS. METODOS CLASICOS

Introduccion. Diagrama de Tonti

Var. Estaticas

Var. Internas ¥ Var. Externas

Ec. Constituivas

Var.
Cinematicas

Ec.
Navier




TEORIA DE LAS ESTRUCTURAS. METODOS CLASICOS

Introduccion. Diagrama de TONTI

ENFOQUE ENFOQUE
ESTATICO @ CINEMATICO
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METODO DE LAS FUERZAS METODO DE LOS DESPLAZAMIENTOS



METODO DE LAS FUERZAS

Estractara | LLLLLLLLLLLLL |
Original
sitorma | LLLLLLILLLLLL |
Fundamental B

> A

Sistema Fundamental: Se obtiene de la estructura original, eliminando
vinculos (int/ext) hasta obtener una estructura isostatica estable.



METODO DE LAS FUERZAS

Estractara | LLLLLLLLLLLLL |
Original
sitorma 1 LLLLLLILLLLLL |

Fundamental




METODO DE LAS FUERZAS

Estructura
Original

LULLLILLLLLL

AR RARRRARY



METODO DE LAS FUERZAS

Estructura
Original

S. Isostatico
Equivalente

Pi

LULLLILLLLLL

Pi

WWLILLILLILL]

X1

X2

Los valores de las incégnitas X; deben ser tales que restauren condiciones
cinematicas de la estructura original. Condiciones de Compatibilidad



METODO DE LAS FUERZAS

Estructura
Original

S. Isostatico
Equivalente

LULLLILLLLLL

WWLILLILLILL]

X1




METODO DE LAS FUERZAS

WWLILLILLILL]

S. Isostatico
Equivalente




METODO DE LAS FUERZAS

Pi

WWLILLILLILL]

S. Isostatico
Equivalente

X2

A=0; Ay=0; Az=0 | | PIASE

A]_: 0 — AlO + All + A12 + A13: 0
Azz O — AZO + A21 + Azz + A23: O

A3: O — Ago + A31 + A32 + A33: O

A;;: Desplazamiento en la direccion de X; provocado por una accion que actua
en la direccion X;




METODO DE LAS FUERZAS

S. Isostatico
Equivalente

Desplazamientos provocados por PO: A;p; Az0; Azp

PO

WWLILLILLILL]

¢ Donde ?




METODO DE LAS FUERZAS

WWLILLILLILL]

S. Isostatico
Equivalente

X2

Desplazamientos provocados por PO: A;p; Az0; Azp

PO ‘ q Pi
WLLLLLLLLLL

Sistema
Fundamental




METODO DE LAS FUERZAS

Desplazamientos provocados por X1, X, , X3 : A;;

‘Xlz?i Xp=7, X3:?‘ 5= ‘ Ay =0, X;

A Sistema
Fudamental




METODO DE LAS FUERZAS

Desplazamientos provocados por X1, X, , X3 : A;;

‘ X]_:?, Xzz?, X3:? ‘ ‘ Aij=6inj

A Sistema
Fudamental

d;;: Desplazamiento en la direccion de la incdgnita X; provocado
por el valor unitario de la inconita X;




METODO DE LAS FUERZAS

Ecuaciones de Compatibilidad
A=0 > Ajg+A; +A, +A3=0
Ay=0 > Ayg+Ayy +Ayy + Aya=0
Az=0 - Azg+A31 + A3, + A33=0
Como sabemos que A, = &, X;

Ecuaciones de Compatibilidad - Sistema de Ecuaciones
A]_: O — AlO + 511X1 ~+ 612X2 + 613X3 —_ 0
A2: O — Azo + 621X1 + 522X2 ~+ 623X3 —_ 0

A3= 0 - Ago + 631X1 + 532X2 + 633X3 =0



METODO DE LAS FUERZAS

Generalizacion n Incégnitas

A1= 0 - AlO + 511X1 + 612X2 + -+ 51an =0

A2: O — AZO + 621X1 + 622X2 + .-+ 52an —_ 0
+ - + - F .4 : =0

An: O — ATlO + 6n1X1 + 6n2X2 + .-+ 571an —_ 0

Notacion Matricial

[Ai0] + [8:5] [X;] = 0



METODO DE LAS FUERZAS

Generalizacion n Incégnitas

[Ai0] + [8:5] [X;] = 0

[A;o]: Vector de términos independientes.
Desplazamientos en la direccion de las incognitas, provocados por el sistema
de cargas, actuando sobre el sistema fundamental.

[5ij]3 Matriz de Flexibilidad.
Desplazamientos en la direccion de las incégnitas, provocados por los valores
unitarios de estas, actuando sucesivamente sobre el sistema fundamental.

Independiente de las cargas sobre la estructura.

Depende del material, la geometria y de las condiciones de vinculo del sistema
fundamental.

Es una matriz cuadrada.

Es una matriz simétrica §;; = 6j; (Teorema de Maxwell)

En general es diagonal dominante, pero no siempre. 6;; > |6l-j|
Es positiva definida. Es inversible.

[Xj]: Vector de Incognitas.
Fuerzas en vinculos externos y/o internos. Reacciones y/o Esfuerzos Internos



APLICACION METODO DE LAS FUERZAS

Pasos

1. Determinar el GH

Definir el sistema fundamental. SF

Definir las incognitas. SIE

Plantear las ecuaciones de compatibilidad. A;= 0

Calcular A; aplicando TTV

o U & W N

Calcular 6;; aplicando TTV
7. Resolver el SEL. [A;o] + [6ij] [Xj] =0

8. Calcular los diagramas de esfuerzos internos.



APLICACION METODO DE LAS FUERZAS

Calculo de Esfuerzos Internos

PIASE

M = M(O) +M(1) +M(2) + '"+M(n)

M = M(O) + m(l)Xl + m(z)Xz + .-+ m(n)Xn

M py: Momentos (esfuerzos) debidos al sistema PO actuando sobre el SF.

m(;: Momentos (esfuerzos) debidos a los valores unitarios de las incognitas,
actuando sobre el sistema fundamental.

X; :Valor de la incégnita.



EJEMPLO. VIGA CONTINUA

p q
~L PLLLLILLLLLLTLLLLL L) v\

=5 =z =< =
A B C D
Ry 2
1 L1 . L2 1 L3 .
P q M P q M
SI1E L UL ™ AT RS
s BT C = —~ QJéJ gég =
A T D A X1 X2 D

X2

|A1=0; A2=0 |

A10+ A11+A12=0 A10+ 0611 X1 +012X2=0

A20+ A21 +A22 =0 A20 + 0621 X1 +022X2=0



EJEMPLO. VIGA CONTINUA

P q M
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EJEMPLO. VIGA CONTINUA

F—jIV N+Ti+TS d+J QQd +JMM+TL'—TS d+j1\7ItMtd
n= ) Ngpt—o —@)dxt | vepdat | Mlgt— @)t | e ™
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EJEMPLO. VIGA CONTINUA

Ti+Ts

P jN<N+
]7:
. \EF

QQ _ (M Ti—Ts
a)dx+JL1/Jﬁdx+JLM( +

Ej

| Mo ‘N/é\@ _/Aiwlhé
A pL1 B 2 ¢ M .
rLl qL2 2
4 8
B C
M1 _ X ) 7aN =
X1=1| * O
B C
M2 | K PN =

MtMt
a) dx+J d
L

Gt

MO
A10 = j

EJ

M2MOQ
A20 = j d

Ej

M1M1
511 = j d

Ej

517 — j M1M?2
— 7

MZM1
021 = j d

Ej

MZM?
022 = j d

Ej

dx

X

X

dx

X

X



EJEMPLO. VIGA CONTINUA

P q M - n [ &~
l HLLLLLLLLLLLLIIL N @ =] =9 =
B e A / L B C
A B c D PL qlL? M
*L} I,L{. T ? 2
L1 L2 L3
t f t $ B C
L1=L2=L3= 4.00m, LA=LD=2.00m A @ = 1 - ?
P=20 kN, gq=30kN/m, M=120 kNm
P q M
Lo gl N vy _ 8 ;e
P B £ C 2 J = . AN ® 1 i
A x}{l J &xz J D A ‘\ D
A10 = . PL1L+ L (a 1L—1(20+80)—1OO
" 4F] 4 3EJ]\ 8 " EJ] - EJ]
A20 = L (b 1L+ . MlL—1(80+20)—100
- 3EJ\ 8 12E] 2 EJ] - EJ
511 = - 11L+1 11L—8 512 = 111L—2
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EJEMPLO. VIGA CONTINUA
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EJEMPLO. VIGA CONTINUA

X1 q X2 M
A N N e
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apfa a |
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X2
L
M
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1
tl
;

=3 =X o2

RA = 2.50kN (1)

RB = 77.50kN (1)
RC = 97.50kN (1)
RD = 37.50kN ()



EJEMPLO. VIGA CONTINUA

X1 X2 N
fl JlMlllljlllmiL \ A X1 = —30kNm
- Qé/ {é/ 5 X2 = —30kNm

o] N\
5o 2
D

45 RA = 2.50kN (1)

60
EI - RB = 77.50kN (1)

#o = \_ = RC = 97.50kN (1)
A 17.5 ) °
60 RD = 37.50kN (1)




APLICACION METODO DE LAS FUERZAS

Pasos

1. Determinar el GH

Definir el sistema fundamental. SF

Definir las incognitas. SIE

Plantear las ecuaciones de compatibilidad. A;= 0

Calcular A; aplicando TTV

o U & W N

Calcular 6;; aplicando TTV
7. Resolver el SEL. [A;o] + [6ij] [Xj] =0

8. Calcular los diagramas de esfuerzos internos.



VARIACION DE TEMPERATURA

ts ts

577 tizts = tizts = =
A B C D
1 11 1 L2 1 13 1
77 ti#ts é tizts Cé =
: \-X J \»XzJ >
A10 2
’ 7N
A B c D
Wi o —jIV N tl-l-tS d+j d+JMM+ti_tS i
=) Y\EF T T2 v C\E T T )"
7o jM<ti—tS )d J;_\ -
= a X - @ =1 —
L h A
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= | —Vtadx — — | Vtadx = | —Vtadx
p1 L1 L2 L2 12 L2
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VARIACION DE TEMPERATURA

ts ts

577, tizts = tizts = =
A B C D
1 L1 1 L2 1 13 1
77 ti#ts é tizts Cé =
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A10 2
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M 6 =jLM T dx ﬁ?r‘:—. PN PN
A10 * Vtad +j (1 )th A20 * Vtad
= | —Vtadx — — | Vtadx = | —Vtadx
p1 L1 L2 L2 12 L2



VARIACION DE TEMPERATURA

ts ts L1=L2=L3= 4.00m
e = e = =S h=0.50m, b=0.20m
1 B 1 , 1 ;5 1 J=2.083x103 m?
' ' ' ' ts=50 eC
ti= 20 °C
ts / ~ \ ts / R \ — a=1.5x105 1/2C
. tizts géJ ti#ts géd = E= 20000 MPa

Vt_ZO—SOQC_ 60
05 m

°C
m

X X L L
A10 = j —Vtadx + j (1 — —) Vtadx = aVt|=+—=]| = aVtL = —0.0036
. L L L 2 2

X L
A20 = J ZVtadx = aVt== —0.0018
L

2
1 1 8 1 2
1 2 1 1 8
02l=—7=11L = — 022 =—7=11L+=—11L = —

6L] 3E] 3E] 3E] 3E]



VARIACION DE TEMPERATURA

ts ts

tizts

L1 L2

ﬁ’) tizts
% L3
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8 2
— X1 +—X2 = 0.0036
36 T 3E

2 8
—_ X1+ -—X2 =0.0018
351 T 3E)

s /1 N\ s /1 \
’”;"}’- ti#ts %éd ti#ts géJ ‘%
X1 X1 fl X1 x1 '])51 X2 XZT
L L L L L A
X2 X2 "
L L

L1=L2=L3= 4.00m
h=0.50m, b=0.20m
J=2.083x103 m*
ts= 50 ¢C

ti= 20 ¢C

o= 1.5x10> 1/°C

E= 20000 MPa

X1 =55.12kNm

X2 = 15.75kNm

RA = 13.78kN (1)
RB = 26.63kN (1)
RC = 591kN (1)
RD = 3.94kN (1)



VARIACION DE TEMPERATURA

NN
? tizts \.é'! tizts &éd =

|
o

15.75

55.12

13.78

ol

5.91

X1 =55.12kNm

X2 = 15.75kNm

RA = 13.78kN (1)
RB = 23.63kN (1)
RC = 591kN (1)
RD = 3.94kN (1)



DESCENSO DE APOYOS

AB () AC (L)
577, T s -
A B C D
. L1 . L2 . 13 \
P gé '/ gé ./ =
A D
X1 X2
2

>
A'10

N
AB“CTS)
O

ING

s

AC

x

AHI

AB AB — AC
L1 L2

A10 = A"10 + A"10 = — ( +

AB —AC AC
A20 = + -

L2 L3



RETICULADOS

AF

>
N

A10 + A11 =0 A10 + A11 = X1L/(EA)

A10+ 4611 X1 =0 A10 + 611 X1 = X1L/(EA)



RETICULADOS

A10+A11 =0

A10+4611X1 =0

| Barras

i=1,..,n
k=j=1,..,

SikSio

AKO = 3=
l

L;

h

Incdgnitas

S; =Sy + Sy X1+ + S, Xn

A10 + A11 = —X1L/(EA)

A10 + [611 + L/(EA)]X1 =

SlkSl] 2
Okj = L;
J =L 7y E A
Temperatura Akt = alAt) S L;



PORTICOS

q
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A10+ 611 X1 +612X2+ 4613 X3 =0

A20 + 621 X1 + 622 X2+ 623 X3 =0

A30 + 631 X1 +632X2+4633X3 =0
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PORTICOS. SIMETRIA y ANTISIMETRIA

Simétrica Antisimétrica
ANA
q2 ! g2 !
P2 LLLLLLILILILL VLI _ P2/2  LLILLILLLILILLLLLLLLLLL ) P2/2 P2/2 | P2/2
Fd | VZ F 4 | * r r
O ol ¢
ql ql
P1 NRRRRARRARARRARANRARRNAnsN - P1/2 VWLLLLLLLLD UL LY, Pa/2 P1/2 P1/2
_) V1 T p— _) S + 7 7
3 | =
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PORTICOS. SIMETRIA y ANTISIMETRIA

PANVAN N
a2 | XIN va 'y
P2 LLLULILILILLILELLELLLLL _ Tf\ ﬁ
I V2 x> xs\i
X1
S gl <
ol XN _x6 X6
PL  BLLULILILILLILLLLELLLLLL 1 Tﬁ | ﬁ
l - /?5 xg\i
X2
g ~f =

——
—

En una estructura simétrica con cargas simétricas los desplazamientos
relativos antisimétricos en el plano de simetria son nulos.

En una estructura simétrica con cargas simétricas las incégnitas antisimétricas
en el plano de simetria son nulas.



PORTICOS. SIMETRIA y ANTISIMETRIA

‘ Simétrica \ | Antisimétrica

Lol

2 = = ®
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| Antisimétrica | |Simétrica |

"1T X4 X4
@ l ® ®
X1




PORTICOS. SIMETRIA y ANTISIMETRIA

| Simétrica |

q2 !
P2/2 , HlllllllllllllUUUHHH (_P2/2
ql

P1/2  RLILULILILILLILILILLLLY | PL/2

A B
b b
A10 = A20 =0

A30,...,A60 # 0

| Antisimétrica |

P2/2 | P2/2
P1/2 | P1/2
A 3
TR T
A10,A20 # 0
A30 =--=A60=0

77

AN
XlT X4 | X4
5?3 xs CJ’M
XZT X6 | X6
5?5 xg CJ, .

611,612,622 + 0

013,
023,

033,

.
] ) nun

063,

.., 016 =0
.., 026 =0
.., 036 # 0
, ¢ #=0
.., 066 = 0

A



PORTICOS. SIMETRIA y ANTISIMETRIA

P2/2

P1/2 |
r

|Simétrica | | Antisimétrica |
q2 !
, llllllLHilllIlllLHlllllll (__52/2 P2/2 ) P2/§
ql
LU Ly, a2 paj2 P1/2
A B A B
AR TR b TEZE

A10 + 811X1 + 612X2 =0
A20 + §21X1 + 622X2 =0
A30 + 833X3 + 634X4 + §35X5 + 636X6 =0
A40 + §43X3 + 644X4 + §45X5 + 646X6 = 0
A50 + 853X3 + 654X4 + §55X5 + 656X6 = 0
A60 + §63X3 + 664X4 + §65X5 + 666X6 = 0
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