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METODOS CLASICOS
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METODOS MATRICIALES

Introduccion

Los métodos matriciales tienen su origen en la década de 1940. Levy (1947) publica el
método de la Flexibilidad o Fuerzas.

Turner, Clough y Martin (1956) publican el método de la Rigidez o Desplazamientos

Las ideas propuestas y el desarrollo en informatica provocan un gran avance en el
ambito del analisis de estructuras de barras.

En nuestros dias se considera un tema cerrado desde el punto de vista de la
investigacion.



METODOS MATRICIALES

Introduccion

Los métodos matriciales, entre ellos el de la Rigidez Directa, consisten en reemplazar
la estructura real por un modelo de analisis discreto, constituido por elementos de
propiedades conocidas que pueden ser resumidas en forma de matrices.

Luego las propiedades de toda la estructura se resumen en una unica matriz por
ensamblaje de las matrices elementales.

Para obtener el campo de corrimientos incognita (lineales y/o angulares) se resuelve
un sistema de ecuaciones algebraicas.

Finalmente, conocidos los corrimientos se pueden calcular esfuerzos internos,
reacciones y otras variables de interés.



PPIO. CONGRADIENCIA O DUALIDAD ESTATICO CINEMATICA

Introduccion

Var. Internas ¥ Var. Externas

Var.
Estaticas
: Ec.
- - - - - - - - - - ---Z) Ec_COnstituivaS — :::::::::;:!::::::::: - ¢ .
/| Navier
V ::
ar. y
Cinematicas ‘ [5] ‘ _"'_):! | [u]
Ec. Cinem.
Compatib
Iy

Iy
Diagrama de TONTI



PPIO. CONGRADIENCIA O DUALIDAD ESTATICO CINEMATICA

Enunciado
ry
Var. Internas :: Var. Externas
Var.
Estaticas
r:::::::::::::::::::::::::::_l
Var.

Cinematicas

Si existe una matriz [a] t que vincula VEE con VEI
la misma matriz [a] vincula VCI con VCE.

Principio



PPIO. CONGRADIENCIA O DUALIDAD ESTATICO CINEMATICA

Enunciado
I
Var. Internas :: Var. Externas
]
N
|
|
Var. ;
Estaticas :
:
|
ooy D] [k] ey
Var.

Cinematicas

[F]=[a]*[O] [F] = [a] *[D][a] [u]

(0] =[D] [€]

[k] = [a]*[D][a]

le] = [a] [u]



PPIO. CONGRADIENCIA O DUALIDAD ESTATICO CINEMATICA

Ejemplo
62
y q “ax
[M] < |_|[ q] \
KO
El ?
/ \ /\ x v
E | — [x] ’IT]]
62
[a]=[a] * [M] [M] =[EI] [X] [X ]=1[a]l [n] " ox2?
0% 02
q=-352M q=—75Elx
0?2 0%
M =EI —
& 1 0x?2 El 0x2 1
0% 4



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA
Hipotesis

Trabajamos con Pequenas Deformaciones y Pequenos Desplazamientos.

Ecuaciones Cinematicas o Compatibilidad son Lineales
Existe Linealidad Geométrica

Trabajamos en el ambito de la Ley de Hooke.

Ecuaciones Constitutivas son Lineales
Existe Linealidad Mecanica

Las secciones planas y perpendiculares al eje de la barra antes de la deformacion
permanecen planas y perpendiculares al eje de la barra deformada.

Elementos de Euler-Bernoulli



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Discretizacion
Las estructuras de barras estan compuestas por nodos y elementos de barra.

Los nodos constituyen puntos caracteristicos de las estructuras.

Nodos:

Extremos de barras

Puntos donde concurren dos o mas barras

Puntos de aplicacidon de cargas




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Discretizacion
Las estructuras de barras estan compuestas por nodos y elementos de barra.
Los nodos constituyen puntos caracteristicos de las estructuras.

Los elementos de barra poseen una dimension preponderante frente a las otras dos.
Su posicidn coincide con el eje definido por el baricentro geométrico de las secciones
transversales a lo largo de la barra.

El campo incégnita esta constituido por desplazamientos nodales.
La solucion se expresa a través de las variables nodales.
Las variables nodales estan constituidas por desplazamientos y fuerzas.

Las variables de barra son esfuerzos internos y deformaciones.



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Pasos del Método

Identificacion estructural
Determinacion de la Matriz de Rigidez de Barra
Coordenadas Locales
Coordenadas Globales
Ensamblaje de la Matriz de Rigidez Global de |a Estructura
Ensamblaje del Vector de Cargas
Introduccién de las Condiciones de Contorno (apoyos)
Solucién del Sistema de Ecuaciones (obtencidon de corrimientos)
Calculo de Reacciones

Determinacion de Esfuerzos Caracteristicos y Deformaciones



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Identificacion Estructural

Identificacion de nodos y elementos para el modelo de analisis.
Definicidon de Sistemas de Coordenadas Locales, uno por barra.
Definicion del Sistema de Coordenadas Global, uno para toda la estructura

Identificacidon de los grados de libertad de la estructura.

Conjunto de corrimientos linealmente independientes

Grados de . .. . .,
. necesarios para definir en forma completa la configuracion
Libertad )
actualizada de la estructura.
Estructuras reticuladas planas: GL =2 n, (donde n es el nimero de nodos)

Estructuras reticuladas 3D: GL=3 n

Estructuras porticos planos: GL=3n

Estructuras porticos 3D: GL=6n



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Identificacion Estructural

Identificacion de nodos y elementos para el modelo de analisis.
Definicidon de Sistemas de Coordenadas Locales, uno por barra.
Definicion del Sistema de Coordenadas Global, uno para toda la estructura

Identificacidon de los grados de libertad de la estructura.

Definicion de Conectividades

zﬂ
3




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Identificacion Estructural

Identificacion de nodos y elementos para el modelo de analisis.
Definicidon de Sistemas de Coordenadas Locales, uno por barra.
Definicion del Sistema de Coordenadas Global, uno para toda la estructura

Identificacidon de los grados de libertad de la estructura.

Definicion de Conectividades

zﬂ
3

Nodos
Barra




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Convencion de Signos

Cantidades de Barras (SCL)

Estructuras de Nodos Articulados:
Esfuerzos Traccion (+)

Estructuras de Nodos Rigidos 2D y 3D

Esfuerzos Traccion (+), Momentos Mano derecha (+)

Cantidades Nodales (SCG)

Fuerzas (+) : direccidn y sentido coincide con la del semieje global (+)

Corrimientos Lineales (+) direcciéon y sentido coincide con la del semieje global (+)
Corrimientos Angulares (giros) (+) cuando el vector giro (perp. al plano del giro) coincide

con el semieje global (+) (Mano derecha)



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de Rigidez de Barra en Coordenadas Locales

y J k X
| : |
I B




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de Rigidez de Barra en Coordenadas Locales

y
AE
—_— —
_j > k Fk -k
u, 5 x Uy

X
A

Ec. Constitutivas ( direccion x )

o=FEe¢
Fy Uy, — U; )
Z:E L J k=—T(aJ—ka)

Equilibrio Local ( direccion x )



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de Rigidez de Barra en Coordenadas Locales

y
AE
—  m— >
ﬂi Fx] / L ‘ ka aicc ¥
l J
"~ “1
Matricialmente [ ] [1 _1] [ ]

Extendida a las dos direcciones locales

7 JA
Fe 10 -1 0] [%
E/{_EAlo o o of|z
Fk[ L |=1 0 1 0f|g
“k L0 0 0 o).k
Fy | Uy |




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de Rigidez de Barra en Coordenadas Globales

Ec. Equilibrio ( nodo k)

k _ pk _ Fk
FEe = E; cos 0 — E;senf [ka] - [cos@
_ _ Fk|  lsen6
Ef = Efsenf + Ff cos 0 g

—Sen0] ka
cos 6 'F;‘



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de Rigidez de Barra en Coordenadas Globales

J

Extendida a los dos Nodos

T i _
x cosf@ —senf
Fy] _ |senf  cosH
ka 0 0
K 0 0
_Fy il

0

0
cos 6
sen6

—senf |’

cos 6 |




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de Rigidez de Barra en Coordenadas Globales

Ec. Cinematicas - (a]
_ F —] ©
[u] = la] [u] .
l (ke l [ke]
Reemplazando [F1 = | k] [u] [F] = [a]® [F] [u] |——— I[u]

[a]

[F] = [a]* | k| [a]

Reemplazando [i] = [a] [u]

[F] = [a]* [ k.| [a] [u]




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Ensamblaje Matriz de Rigidez Global

Condicion de Equilibrio

1= 151

[a] *

[F] [« I[F]

l [ke] l [ke]

[u] | [u]

[a]

[p] [[k},] ] [[u]]

[Kiej] [kkk]

[F}]:[ J] [u]]+[ k] U] B]



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Ensamblaje Matriz de Rigidez Global

Condicion de Equilibrio

1= 151

[a]f

! kel _ I[lﬂ kel
(il [t il e+

(] = { U1+ L]+ A )
o] g+ + (KB T




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Ensamblaje Matriz de Rigidez Global

Considerando toda la estructura

-[P1]- -[u1]-
[P] = |[Pi] [U] = | [w]
[P.]] [ur]
[ke] [ke] [K]
- T e
[u] - | [u] | " > [U]




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Ensamblaje Matriz de Rigidez Global

Considerando toda la estructura

[Py]] [uq]]
[P] = | [P] [U] = | [u]

_[Pn]_ _[un]_
A f— o J—— ]

[ke] [ke] l (K]
[u] I_I[ U]_II I \




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Ensamblaje Matriz de Rigidez Global

Considerando toda la estructura

[Py]] [[uy]
[P] =|[P] [U] = | [w]
[P [un]]

[a] * [b]
[F] [ &——— I[F] j&=—— [P

l[kE] l [ke] l [K]

[u] |—————> [u] | [U]
[a] [b]

Condicién de Equilibrio Global
P11 [[Kiad - [Klj] . [Kinl] [LULDT

Pl{=K.] - (K] - [Kwl||lU]] [P] = [K] [U]

Pl K] - (K] - [Knd) LU



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Estructuras Autodeformadas

Son aquellas sometidas a esfuerzos internos debidos al efecto de la temperatura o por

razones constructivas.

_ a At
E=E€ € = A_l
A L
fs=EAc¢

Coordenadas Locales

/5| = EAe

y
AE
=
_j ]
B J L

Coordenadas Globales

/] = la] t[fB] = [a] ‘EAe

ko fk x
;
[ cos @ |
— EAe senf
—cos 6@
| —send |




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Ensamblaje Matriz de Rigidez Global

Esquematicamente

K
15253
Uy Uz, Us u4: Us Ug
‘O (o SO (o
| H 4| 4
10 O 10
| ol 4| H
o |O
| 4 # 4 o o
O |0
+| | 4 # Ol O
O I© [0 [0 K K
o] O
O o [o K K
O] O




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Ensamblaje Vector de Cargas

Consiste en introducir las cargas aplicadas sobre los nodos de la estructura segun los
grados de libertad en el sistema de referencia global.

Si las cargas tienen direcciones distintas de las del sistema global de referencia se
debe aplicar la transformacidn de coordenadas [a]t.

Si las cargas estan aplicadas sobre las barras se deben transformar en acciones
nodales equivalentes.

Px Px




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Condiciones de Contorno

Las condiciones de contorno se expresan en términos de corrimientos nodales
conocidos, pueden ser traslaciones y/o rotaciones. Por ello se las denomina condiciones
de contorno cinematicas.

Si los valores prescriptos de los corrimientos nodales son nulos, las condiciones de
contorno se denominan HOMOGENEAS. Caso de apoyos

Si los valores prescriptos de los corrimientos nodales son distintos de cero, las
condiciones de contorno se denominan INHOMOGENEAS. Caso de corrimientos

impuestos
(
= 0 Apoyos Cond. Homogéneas
Conocidos
U =< # 0 Corrim. impuestos (desc. ap.) Cond. Inhomogéneas
. Incognitas

Corrimientos conocidos [Uf]

Corrimientos incognita [U]]



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Condiciones de Contorno

De la ecuacién de equilibrio global

[Kul  [Kif]
(K| K]

[[Pl]

3 [ [ Ul] Incognitas
[P]]

[Uf ] Apoyos o Corr. impuestos

[Pl = [Kyl (U] + [Klf] [Uf] = U]

[Pr] = [Kpu] (0 + [Krs ] [UF]



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Condiciones de Contorno

Esguematicamente




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Calculo de Reacciones

Con los corrimientos incégnita

[Pr] = [Kri] (0 + [Krs ] [UF]

Otra forma. Con las condiciones de Contorno

[Ul] — [ch]_l [Pcc]

|P¢] = [K][U] — [P]



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Calculo de Esfuerzos Internos

D.E.C.

[F]
l [ke]

[a] [b]




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Ejemplos



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Pasos del Método

Identificacion estructural
Determinacion de la Matriz de Rigidez de Barra
Coordenadas Locales
Coordenadas Globales
Ensamblaje de la Matriz de Rigidez Global de |a Estructura
Ensamblaje del Vector de Cargas
Introduccién de las Condiciones de Contorno (apoyos)
Solucién del Sistema de Ecuaciones (obtencidon de corrimientos)
Calculo de Reacciones

Determinacion de Esfuerzos Caracteristicos y Deformaciones



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

MRD. DEC
= [al [b]* [ke]l = [a]® [ke] la]
[F] j&—— [F] |[&=— [P]
l[k"*] l a l YK =[b]¢ [k [b] = [b] ¢ [a] [ k] [a] [B]
U] |——— [u] |/ [U]
. " [K] = E}2[Ke]
[P] = [K] [U]

[P] = (K] U]+ |Kie] [UF] = (U]
[Pr] = [Kpi] (U + [Krs ] [Uf]

[F] = [ke] [a] [b] [U]



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Estructuras de Nodos Rigidos

No deducimos la matriz de rigidez en coordenadas locales

Utilizamos las expresiones conocidas



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de rigidez de Barra en Coordenadas Locales. (NR)

al i) ¢ uf uy br
EA 0 EA 0 0
L L
El El El El
0 1255 65 0 -12.3 63
0 El 4‘EI 0 6EI EI
[]-{ ] _ L? L L?
€ EA 0 0 EA 0 0
L L
El El El El
0 -1255 —6-3 12— 67
0 El 2EI 0 El 4-EI
L? L L? L




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de rigidez de Barra en Coordenadas Locales. (NR)

LZ



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Influencia de la Deformacion por Corte

EIl

4— =

L

El

L

p

JEI(2+4F
L\1+28

6x

EI{1-8
zL(

1+ 28

EIl
GAL?

)
)

El El

12— =12

L3 L3

El El

1
(14—23

1

L—2:>6L2

(

1+ 28

)

)



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de rigidez de Barra en Coordenadas Globales. (NR)

Las componentes de corrimientos en el SL en funcidn de las correspondientes al SG

R | J

Uy = Uy cos 8 + uysend
| J

Uy, = uy(—send) + u; cos 6

b;j = P

Matricialmente

- ]
Uy [cos@ sen6 O] u

ajf; = |—senf cosf O
0 0 1

| Do




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de rigidez de Barra en Coordenadas Globales. (NR)

Ecuacion de Compatibilidad o Cinematica

- cosf senf 0 0
—senf cosf 0 0
0 0 0 0

cos 6 sen @
—senf cosé@

0 0

o O O o O

SO O R, OO

0 0
0 0
0 0



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Matriz de rigidez de Barra en Coordenadas Globales

Aplicando las relaciones conocidas
[a] *

[F] fe———o I
[F] = [ke]| [a] [F] =[a]® [F] [i] = [a] [u] l [ke) l [ke]

[u] | [u]

[F] = [a]* [ke] [a] .



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Cargas Sobre Barras

Cargas Puntuales
1 P
Ji k

Cargas Distribuidas
q

Cuando transformamos cargas en
barras a cargas nodales debemos
restar esas cargas nodales de los
esfuerzos calculados en esas barras

q




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Barras con Extremos Infinitamente Rigidos

En algunas estructuras aparecen barras que se encuentran adyacentes a otras con
propiedades geométricas muy distintas.

En estos casos puede ser conveniente considerar los extremos de las barras como
infinitamente rigidos.




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Barras con Extremos Infinitamente Rigidos

Geometria y Cinematica




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Barras con Extremos Infinitamente Rigidos

Geometria y Cinematica

=] — o] J
Uy = Uy cos 8 + uysenb

jo_ j r o
uy, = uy(—send) + w;, cos 6 + ¢;dj

b = ¢;

[u] = [a] [u]




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Barras con Extremos Infinitamente Rigidos

Geometria y Cinematica

=] — o] J
Uy = Uy cos 8 + uysenb

jo_ j r o
uy, = uy(—send) + w;, cos 6 + ¢;dj

bj = Q;j
[2] = [a] [u]

" cosf senf O 0 0
—senf cosO dj 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 cosf senb
0 0 0 —senf cosb
0 0 0 0 0

S
!

R OO0 oCOo




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Propiedades de la Matriz de Rigidez

* Fisicamente representa las fuerzas necesarias para crear un campo de
desplazamientos especifico.

 Envirtud del Teorema de Maxwell-Betti, la matriz de rigidez es simétrica
Kij = Kji
e La matriz de rigidez es, ademas, positiva definida
Sea [X] un autovector de [A], entonces [A] es positiva definida si:
[X1° [A] [X] >0

Esta propiedad implica que si logramos el equilibrio del sistema este sera estable.

2

T
=K>0

Recordar la condicion de estabilidad del equilibrio: T
u



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Error en la Solucion

Ecuacion de Equilibrio Global

K] [U] = [P]
K] [U + AU] = [P + AP] K] [AU] = [AP] [AU] = [K]™ ! [AP]
Desigualdad de Schwarz
1 K]l
< AU < [k~ 1apP
ol = TPl AU < ||K7H|- l1aP)
1AUll _ 1 AP |AU| |AP|
< ||IK K < Cond(K
o = MR o = CondUO-
X
NUmero de Condicién Cond(K) = /X
Xmin

El error en la solucion depende del nimero de condicion de la matriz de rigidez.
Un ndmero de condicion grande amplifica el error en la solucidn




METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Error en la Solucion

Ejemplo estructura mal condicionada



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Ejercicios



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Estructuras con Comportamiento No-Lineal

No Linealidad Mecanica o del Material

La relacion tension-deformacion del material es no lineal.
Depende del nivel de deformacion segun las cargas o historia de cargas aplicadas a la
estructura.

e Elasticidad no lineal
e Plasticidad

e Hiperelasticidad

e Visco elasticidad

No Linealidad Geométrica

Cambia la geometria de la estructura a medida que adquiere su configuracion
actualizada.
Las cargas pueden cambiar de direccidn y su punto de aplicacion se desplaza.

Se debe considerar cuando los desplazamientos son mayoresa L/20

 Grandes desplazamientos con pequeinas deformaciones
 Grandes desplazamientos con grandes deformaciones



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Rigidizacion Tensional. Inestabilidad

El estado tensional provocado por las acciones externas produce cambios en la rigidez
de las barras, disminuyendo o aumentandola.

Este efecto es importante en estructuras con barras esbeltas, donde la disminucidn de
rigidez puede provocar fendomenos de inestabilidad, pe. pandeo.

Para tener en cuenta la rigidizacion tensional en el analisis de una estructura se utiliza
la matriz de rigidez geométrica.

La matriz de rigidez geométrica agrega rigidez adicional a matriz de rigidez mecanica
de la barra.

Al incluir la rigidez geométrica, el analisis deja de ser lineal y la solucion del sistema se
obtendra de un proceso iterativo, con por lo menos dos pasos.

El estado tensional en cada elemento se determina con un primer paso (sin considerar
la rigidez geométrica)

En el segundo paso se incluye la rigidez geométrica a partir de las tensiones
(esfuerzos) calculadas en el primero.

Para mayor precision se debe iterar hasta la convergencia con un error predefinido.
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Inestabilidad

Cuando no existe no linealidad geométrica, las ecuaciones de equilibrio se plantean en
la configuracién original (estructura no deformada)

Cuando los desplazamientos dejan de ser pequefios el equilibrio deben plantearse en
la configuracién actualizada

OOUNRNNN,
/N

——
——
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kr@ F ker *(,b TL
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METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Inestabilidad

Cuando no existe no linealidad geométrica, las ecuaciones de equilibrio se plantean en
la configuracién original (estructura no deformada)

Cuando los desplazamientos dejan de ser pequefios el equilibrio deben plantearse en
la configuracién actualizada

u=Lsing L )2

Pu=PLsing - ¢ u

Condicion de equilibrio

A
PLsing —kr¢ =0
k
p=179
Lsin ¢

La relacion P — ¢ es no lineal



METODO DE LA RIGIDEZ DIRECTA

Inestabilidad

Cuando no existe no linealidad geométrica, las ecuaciones de equilibrio se plantean en
la configuracién original (estructura no deformada)

Cuando los desplazamientos dejan de ser pequefios el equilibrio deben plantearse en
la configuracién actualizada

u=Lsing L )2

Pu=PLsing - ¢ u

Condicion de equilibrio
PLsing —kr¢ =20

kr ¢

P =
Lsin ¢

P.,. Es la maxima carga para al cual el sistema
Si ¢ es pequeno sing = ¢ permanece en equilibrio estable.
Un pequeiio incremento de P por encima del
valor P.,. provoca grandes incrementos de u,

kr
cr — 7 .
L y la estructura se vuelve inestable.
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Inestabilidad

La inestabilidad de barras esbeltas sometidas a compresidon se denomina pandeo.

Cuando la carga de compresién esta por debajo de su valor critico la barra presenta

una curvatura que es proporcional a la carga.

La curvatura de la barra aumenta rapidamente con pequenos aumentos de la carga

por encima de su valor critico.

M(x) =P u-y)
Condicion de equilibrio
Plu—y)—Elxy=0

0%y
P — = FEl] —

Pu—Py=Ely"

p P
T

y'"+a?y=a*u

=l W
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Inestabilidad

La inestabilidad de barras esbeltas sometidas a compresion se denomina pandeo.

Cuando la carga de compresién esta por debajo de su valor critico la barra presenta

una curvatura que es proporcional a la carga.

La curvatura de la barra aumenta rapidamente con pequenos aumentos de la carga

por encima de su valor critico.

yu_l_azy:aZu a2=_

Las solucion es la suma Part + Homog

y=y"+y"
yH = ¢; cosax + ¢, senax
y'=u

y =c cosax +cysenax +u

Las cttes ¢; y ¢, dependen de las Cond. de Contorno

=l W
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Inestabilidad

La inestabilidad de barras esbeltas sometidas a compresidon se denomina pandeo.

Cuando la carga de compresién esta por debajo de su valor critico la barra presenta

una curvatura que es proporcional a la carga.

La curvatura de la barra aumenta rapidamente con pequenos aumentos de la carga

por encima de su valor critico.

y =ccosax + c,senax +u

Condiciones de Contorno

Enx =0, y=0 = ¢ =-u

Il
o

y =0 >c,

y =u (1 — cosax)

Como

Enx =L, y=u =>cosalL=0 = al=m

7 . n
P.. cdo aL esminimocon n =0 = al = .

2n+1

=l W
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Inestabilidad

La inestabilidad de barras esbeltas sometidas a compresidon se denomina pandeo.

Cuando la carga de compresién esta por debajo de su valor critico la barra presenta

una curvatura que es proporcional a la carga.

La curvatura de la barra aumenta rapidamente con pequenos aumentos de la carga

por encima de su valor critico.

P = P., cdo aL es minimo

T
conn=0 = aL=E

P T2
2 _ 2 _
“ T E a 12 '

=l W

La carga critica que provoca la inestabilidad del elemento depende de sus

dimensiones y del médulo de Young y no de la resistencia del material.
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Inestabilidad

Otras condiciones de contorno

Empotrada - Libre

Empotrada - Empotrada

Articulada - Articulada

Empotrada - Articulada

n? EIl
PCT — 4L2

4 % El
cr — 12

m? EIl
By = 12

m? EIl

P.,. = 2.04
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Modelo de Euler-Bernuolli de 2° Orden

Considerando un elemento dx de la barra

Equilibrio de momentos en b

/Ny
oM
de+Ndy+M—(M+adx> =0
oM dy
- Ox dx

Equilibrio en direccidon y

aV
V+—dx—-V =0
0x

6V_
ox

=l

dx

—p—
——

0*M d?y
—N=—==0
dx2 dx?
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Modelo de Euler-Bernuolli de 2° Orden

M d*y 0
0x?2 dx?
0*M B 0? Ely — 02 £l 0%y
axz _ox2 T Tox2” ax2
0ty d?y |
dx* dx? |
P N |
2 _ 2 _ ° |
CTE T Y TE |
Ecuacidn es valida para todos los i i N
tipos de apoyo i 1 d
dx X

—p—
——

oty d?y
2_ 7 0
0x4 Ta dx?
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Modelo de Euler-Bernuolli de 2° Orden

oty d?y .
— 2__ 7 — =)
ot & G2 0 Uj = Uy
Solucidén general (part+homg) Uy = ﬂ3’§

=CciC0Ssax +cosenax + c; +co x
1 2 3 4

Con las condiciones de contorno de la barra con nodos extremos j , k

Enx=0 y x=1

¢ = % [(—1 + cosal)(u, —u;j — ¢;L) +%(aL —sinal )(¢r - ('bj)]

¢, = %[sin aL (u, —uj — ¢;L) +%(1 + cosal )(¢y — ¢j)]

C3 = Uj — C A=2(1—cosalL)— aLsinalL

Cq = ¢j — ac;
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Modelo de Euler-Bernuolli de 2° Orden

Momento flectorenj, k. (M = Ely'")

Uj = uy
El El
Mj=Clﬁ(uj—uk)+f(52¢j+c3¢k) e = Ty

El El
M, = ClL_z(uj — ) +T(C3 ¢; + C2 br)

Esfuerzo de corteenj, k. (V = —Ely'")

El El
Vj = C4E(uj —uk) +C1L—2(§bj +¢k)

El El
Vi = C4L_3(uk —u;) — C1ﬁ(¢j + ¢

Las funciones C;, C,, C3 y C, se denominan funciones de estabilidad
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Modelo de Euler-Bernuolli de 2° Orden

Funciones de estabilidad , N
Funciones de Estabilidad

a’L?(1 — cosal) 16.0
= 14.0
A 12.0

10.0
al sinal — a®L? cos al 8.0

CZ - A 6.0
4.0

- _ 2.0
a“L* — alL sinal O 0.0

A _2.00.00 : : ) : 1.00

-4.0

: -6.0

c a3L3 sinal oo
4 = b

A -10.0

-12.0

A=2(1—-cosal) —alLsinal -14.0

-16.0

N/Pcr

N
2 _
“ T E

Definen la disminucidn de rigidez a flexion cuando una barra esta solicitada por un
esfuerzo normal de compresion
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Matriz de Rigidez de Barra de 2° Orden

El El
M; = C1ﬁ(uj — ) +T(Cz ¢j+ Cs dr)

quuy
Mk=clg(uj—uk)+%(cg¢j+cz¢k) e = Ty
V; = 64%(111- — Uy +61%(qu + ¢y) _e]
Vk=C4%(uk—uj)—61%(¢j+¢k)

Uy ALEL ux X
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Matriz de Rigidez de Barra de 2° Orden

El El
V= C4ﬁ(uj — ) + C1ﬁ(¢j + dx)

El El El El
Vi = C4ﬁ(uk —u;) — C1L—2(¢j + ¢r) M = C1L—2(uj — Up) +T(C3 ¢+ Cy r)

[ke]

i) i}
[ EA 0
L
EIl
Y3
El
0 G3
EA
L
El
0 —Ca73
El
0 177

P;

0
El

El

_ClL_Z

C,—
ZL-

EIl EIl

[F]

[

l [ke]

u]
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Matriz de Rigidez de Barra de 2° Orden

EA 0 0 EA 0
L L
El El El El
vm G 0 Ter L
0 c El c El 0 ET ET
Ik,] = e L Y1z U
€ EA 0 EA 0 0
L L
El El ETl ET
O -
El El EI EI
0 Ci;z G 0 G G|

Linealizando las funciones de estabilidad entornoa N =0

Cuando N->0 = C;>6,0,>4,03-52y C,—>12 = k.| = [KY]

Se puede expresar |ke| = [k + N |KS]
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Matriz de Rigidez Geométrica

N [kE] = [ke] = [Ke']

i
[0 0 0 0 0
6 1 6
O 57 10 Y 51
1 2L 1
|0 T T 0 T
0O O O 0 0
6 1 6
O =57 10 Y sI
1 L 1
O 0 T30 ° 10
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Pandeo Global de la Estructura

Cuando estudiamos una estructura completa la carga critica produce el pandeo global.

La matriz de rigidez global se obtiene de la forma usual. Pero con la teoria de 2° orden
es necesario conocer el esfuerzo axial en cada barra previamente al calculo de las
matrices de rigidez de barra.

Una forma de aproximar el esfuerzo normal en cada barra es resolver el problema
suponiendo que el esfuerzo normal es nulo en todas las barras. Luego con los
resultados obtenidos calcular las matrices de rigidez geométrica para incluir los efectos

de 2° orden.

Se transforma en un proceso iterativo, hasta que el esfuerzo axial y los desplazamientos
del paso actual converjan con los del paso anterior.

[k"][U] = [P] - [F] - [K°] (k€1 = [a]"N|[k{] [a]

[KM + KC|[U]= [P] - [E] - [K€] (K9] = Eg_q[k¢]
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Pandeo Global de la Estructura
El pandeo global es un estado limite ultimo, en el que la estructura pierde la capacidad
portante.

El objetivo del calculo es determinar el margen de seguridad que hay frente al pandeo
global, para un determinado estado de carga.

Se pretende determinar el factor I" por el que hay que multiplicar esas cargas para
provocar la inestabilidad del sistema estructural.

[KM + T K¢][U] = [T P]

El factor I' es el que provoca desplazamientos muy grandes para un pequeio cambio
de la las cardas 6 P.

En términos algebraicos, I' es tal que provoca la singularidad de la matriz de rigidez.
IKM +T K% =0
Que es un problema de valores propios.

Los autovalores representan los valores de I' que provocan el pandeo global de la
estructura.

El menor valor I' es el factor de pandeo critico I',..

Su autovector asociado representa la forma o modo en la que pandea la estructura.
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Estructuras Ensambladas en 3D

Valen las hipétesis introducidas para estructuras planas
El método consta de los mismos pasos que en el caso de estructuras planas
Cada nodo en el espacio tiene 6 grados de libertad

Los giros positivos siguen la regla de la mano derecha
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Variables Cinematicas Internas y Externas
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Matriz de Rigidez de Barra en Coordenadas Locales

NI
I
w
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Matriz de Rigidez de Barra en Coordenadas Locales

. - _— l _ _ - -
al a al A ;o W iy af gk by £
I
I
EA . EA y
A 0 0 0 0 0 | -7 0 0 0 0 0 Uy
I
EJ; EJ; | EJ EJ; _
0 12% 0 0 0 6% 0 —12% 0 0 0 6% i,
|
EJ; EJ; I EJ; EJ; )
—2 —6—= I — —2 —6—= z
0 0 12 0 67 0 | 0 0 12 0 T 0
G G 5
0 0 0 % 0 0 | 0 0 0 —% 0 0 x
EJ; EJ; | EJ; EJ; 5
0 0 —6% 0 4% 0 | 0 0 6% 0 2% 0 y
I
EJ; EJ; | E EJ; 7J
0 6% 0 0 0 4L—]Z 0 —6% 0 0 0 zL—]Z z
=1 I
[ke] = B N 7 I
- 0 0 0 0 o | - 0 0 0 0 0 Uy
Jz E; | Jz EJ; -k
0 —12F 0 0 0 —6F| 0 12? 0 0 0 _6F uy
I
EJ; EJ; | EJy EJy -k
G | G
0 0 0 —% 0 0 | 0 0 0 % 0 0 bX
I
EJ; EJy | EJ; EJy K
— 6 —= - | 7 7
0 0 67 0 27 0 : 0 0 67 0 47 0 by
EJ; EJ; E El- .
0 el 0 0 o 22 0 2 0 o 4| @
L L | L L |
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Matriz de Rigidez de Barra en Coordenadas Globales

Ecuacion de Compatibilidad o Cinematica
- [a] *
[a] = [a] [u] [F] [e—— IF]

_ L - -1t l[k_e] l [ke]
[u] = [ux Uy Uy by d)y d)z]
[u] = [u]

[a]

[u] = [Ux Uy Uy Oy ¢y (,bz] t

L. 0 A0
[a]zloj L] [Lj]=[] 4
k 0 A
i L L VAR i L L VAR
cos(x,x) cos(x,y) cos(x,z) cos(x,x) cos(x,y) cos(x,z)
u L L L ¢ L L L
[Aj] = |cos(y,x) cos(y,y) cos(y,z) [Aj ] —|cos(y,x) cos(y,y) cos(y,z)
L L L L L L
cos(z,x) cos(z,y) cos(z,z)] cos(z,x) cos(z,y) cos(z2z).
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Matriz de Rigidez de Barra en Coordenadas Globales

Aplicando las relaciones conocidas

[F] = |ke] [a] [F] =[a]® [F]
[F] = [a]* |ke] [@] [F] = [a] t|ke] [a] [u]
[F] = [k,][u] [ke] = [a]t|k.] [a]

Ensamblaje de la Matriz de Rigidez Global de |a Estructura

Ensamblaje del Vector de Cargas

Introduccién de las Condiciones de Contorno

Solucidn del Sistema de Ecuaciones (obtencidon de corrimientos)
Calculo de Reacciones

Determinacion de Deformaciones y Esfuerzos
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