NACIg
& 0
T )
*%.‘,,_..;J"‘fq 4
B ¥
2 a
2

=} !2/#~ 1,;,‘“ - (=]
s ww
UNIVERSIDAD FACULTAD DE INGENIERIA
NACIONAL DE CUYO en accion continua...

ANALISIS ESTRUCTURALI

UNIDAD 6

METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS

Curso 2.026

Mg. Ing. DANIEL E. LOPEZ



INTRODUCCION

Estructuras Discretas y Continuas

Estructura Discretas

Las estructuras discretas son las que estan conformadas por un conjunto
de elementos perfectamente diferenciados entre si, que se encuentran
unidos entre ellos por un conjunto de puntos.

En las estructuras discretas se puede definir su configuracion deformada
en forma completa y exacta si conocemos los movimientos
independientes de un conjunto finito de puntos de esa estructura.

La solucidn del problema estructural implica resolver un SEL.

Estructura Continuas

No es posible distinguir un conjunto finito de elementos estructurales
para conformar una estructura continua.

En las estructuras continuas no es posible definir en forma analitica, su
configuracion deformada en forma completa y exacta salvo para algunos
casos particulares.

La solucidn del problema estructural implica resolver un conjunto de ED.



INTRODUCCION

Estructuras Discretas. Ejemplos



INTRODUCCION

Estructuras Continuas. Ejemplos




INTRODUCCION

Estructuras Discretas y Continuas

 Vemos que en principio la diferencia entre estructuras discretas y continuas
esta relacionada a la geometria de estas.

 Mientras que las primeras estan compuestas por un conjunto de elementos
estructurales, en las segundas no es posible distinguir esos elementos.

 Pero en ambos casos necesitamos conocer los movimientos de sus puntos
(configuracién deformada) para poder resolver el problema estructural.

e Las estructuras continuas tienen infinitos puntos con movimientos
desconocidos, por lo que tienen infinitos grados de libertad.

e Las estructuras continuas solo se pueden resolver analiticamente en casos
de geometrias muy sencillas para condiciones de contorno simples. Implica
resolver un conjunto de ecuaciones diferenciales.

* En algunos casos para resolver el problema se puede usar la técnica de
diferencias finitas.

« También se puede abordar el problema de manera aproximada mediante
MEF.



INTRODUCCION

MEF

e Un precursor de MEF fue Courant, quien propuso el uso de funciones
continuas para aproximar un campo desconocido en problemas de torsion,
Argyris y Kelsey (Alemania 1955) también son precursores del método.

« MEF nace en la industria aeronautica, para resolver problemas practicos de
elementos bidimensionales; Turner, Clough, Martin y Topp (Boeing 1956)

* Cloughintroduce el termino elemento finito por primera vez en 1960.

 Desde entonces MEF ha experimentado un gran desarrollo, y se ha
establecido como una técnica numérica general para la solucion de
ecuaciones diferenciales parciales, sujetas a condiciones de contorno e
iniciales conocidas.

e Con el desarrollo de las computadoras, el método ahora se ubica en una
posicion Unica, como una técnica de solucion para un gran numero de
problemas complejos de ingenieria.



INTRODUCCION

MEF

 Desde el punto de vista de la ingenieria, la caracteristica mas atractiva del
método y posiblemente la mas peligrosa esta dada por el hecho de que es
aproximado.

* En manos de un ingeniero experimentado y cuidadoso puede ser una
herramienta muy poderosa para abordar problemas de ingenieria
(estructuras) qué de otra manera, pueden ser de muy dificil solucion.

 En muchas ocasiones MEF no es usado apropiadamente.



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

PLANTEO

Una estructura continua tiene infinitos puntos materiales, por lo tanto, tiene
infinitas formas de desplazarse. Esto se debe a que cada punto pude
desplazarse mantenidos fijos (en su posicion) un numero finito de los puntos
restantes de la estructura. Por lo que tenemos infinitas incégnitas.

u(x,y,z)
U=|vxy,2z)

w(x,y,z)

Este vector es una funcion de las coordenadas del punto. Si cumple las
condiciones de contorno puede ser una soluciéon del problema planteado
mediante ecuaciones diferenciales.

No puede asegurarse que U tenga una expresion analitica, ni que pueda
calcularse.



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS. EJEMPLOS

CAPILLA DE BOSJES, WITZENBERG, SUDAFRICA.




METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS. EJEMPLOS

ESTRUCTURA DE FUNDACION GENERADOR HIDROELECTRICO.

Pilar esquina

Viga vinculacion
Aguas arriba

Pilares tramo V’

+13.90 Nivel apoyo estator

+12.26 Nivel apoyo cruceta

Aguas abajo



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

PLANTEO

* El planteo general del método consiste en dividir la estructura mediante
lineas o superficies imaginarias en un conjunto de regiones contiguas, sin
superposiciones ni huecos, que llamamos elementos.

* Esos elementos estan conectados unos con otros mediante un numero finito
de puntos, donde cada uno de esos puntos pertenece a uno o mas
elementos. Estos puntos se [laman nodos (o nudos).

 De esta forma hemos discretizado la geometria de la estructura.

Elemento

N U




MEF. DISCRETIZACION GEOMETRICA

CAPILLA DE BOSJES, WITZENBERG, SUDAFRICA. Mussi, Torres y L6pez (ELAM 2023)




MEF. DISCRETIZACION GEOMETRICA

TWA FLIGHT CENTER NY. Arenas, Zera, Canatella y Gomez (ELAM 2022)




MEF. DISCRETIZACION GEOMETRICA

. (LOPEZSCOC 2007)

V4

ESTRUCTURA DE FUNDACION GENERADOR HIDROELECTRICO
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METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

PLANTEO

 Pretendemos calcular de forma aproximada los desplazamientos de los
infinitos puntos de la estructura, conociendo los desplazamientos

(independientes entre si) de los nodos.

 Los desplazamientos nodales son las incognitas del problema, y con ellos se
puede determinar la configuracion deformada de la estructura.

Configuracion Original

Configuracion Actualizada




METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
PLANTEO

 El desplazamiento de un punto cualquiera de la estructura queda definido
por los desplazamientos de los nodos de |a discretizaciéon geométrica.

 Para ello se necesitan funciones de interpolacion que permiten calcular los
desplazamientos de cualquier punto interior de un elemento, conociendo
los desplazamientos de sus nodos.

Desplazamiento
Nodo j

Desplazamiento
Nodo i



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

PLANTEO
Corrimientos puntos.  Corrimientos nodos. Corrimientos aproximados
Estructura continua. Estructura discreta. puntos. Estructura discreta.
u(x,y,z) (u(x,y,z) u(x,y,z)
U=|v(x,7y,2z) d=|v(x,vy,2) U=Nd=|v(x,y,2)
w(x,y,z) w(x,y,z) w(x,y,z)
Pto. Cualquiera Coord. Nodos Pto. Cualquiera

Desplazamiento
Nodo j

Desplazamiento
Nodo i



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

PLANTEO
Corrimientos puntos.  Corrimientos nodos. Corrimientos aproximados
Estructura continua. Estructura discreta. puntos. Estructura discreta.
u(x,y,z) (u(x,y,z) u(x,y,z)
U=|v(x,y,2) d=|v(x,y,z) U=Nd=|v(x,y,z)
w(x,y,z) w(x,y,z)) w(x,y,z))

U: Vector corrimientos de cualquier punto de la estructura continua
d: Vector corrimientos de los nodos de la discretizacion geométrica
N: Funcion de Forma o funcion de interpolacion

A~

U: Vector corrimientos aproximados en cualquier punto de la estructura discretizada.



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

PLANTEO

Los desplazamientos nodales junto con las funciones de aproximacion
definen las deformaciones unitarias en el interior de un elemento.

Las ecuaciones constitutivas junto con las deformaciones unitarias definen
el estado de tensiones en el interior del elemento.

En cada elemento existe un conjunto de fuerzas concentradas en los nodos
qgue equilibran a las tensiones internas y las fuerzas que actuen sobre el
elemento.

CONSECUENCIAS DE LAS HIPOTESIS PLANTEADAS

La funcion U se puede aproximar en forma independiente en cada
elemento. Debiendo cumplirse ciertas condiciones de compatibilidad en el
contorno de cada elemento.

En el interior de cada elemento la solucion se aproxima mediante un
numero finito de parametros, que son los valores de las funciones de
interpolacion en los nodos del elemento.



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
PLANTEO

* El proceso de discretizacion descripto se puede justificar intuitivamente.

« También se puede justificar formalmente mediante |a minimizacion de la
energia potencial total.

 El campo de deformaciones para la minimizaciéon del potencial total
depende el tipo de elemento utilizado en la discretizacion.



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
PLANTEO

* El proceso de discretizacion descripto se puede justificar intuitivamente.

 También se puede justificar formalmente mediante la minimizacion de la
energia potencial total. (Ver U2)

 El campo de deformaciones para la minimizacion del potencial total
depende el tipo de elemento utilizado en la discretizacion.

Elementos 1D

Elemento 1D Elemento 1D Elemento Viga
2 Nodos 3 Nodos 2 Nodos



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

Elementos 2D. Tension Plana. Deformacion Plana

Elemento 2D Elemento 2D Elemento 2D
3 Nodos 4 Nodos 8 Nodos

Elementos 3D. Sélidos

Elemento 3D Elemento 3D Elemento 3D
4 Nodos 8 Nodos 6 Nodos



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

Elementos 2D. Simetria Axial

S .

Elemento
Simetria Axial

Elementos 2D. Placas

L7

Elemento Placa Elemento Placa
Plana 4 Nodos Curva 8 Nodos




METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

La Teoria de las Estructuras tiene un conjunto de ecuaciones que la gobiernan:

Ec. de Equilibrio
VEI VEE

Ec. Constitutivas

Ec. de Compatibilidad Geométrica
VCI VCE

Condiciones de Contorno Estat. y Cinem.

Para relacionarlas se usa una funcion de funciones o funcional.
En Ingenieria Estructural el funcional mas usado es el Potencial Total.



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

POTENCIAL TOTAL (TEMA DE LA U2)

U: E. deformacion interna

n=U+W

W : T. acciones externas

La potencial total es un escalar que caracteriza a toda la estructura.
Representa la energia total en la estructura.

m = f(u) tr

De todas las configuraciones
deformadas, nos interesan las de

equilibrio.

Interesa la estacionalidad de Ia
energia potencial respecto de
variaciones pequenas y admisibles

v

de los desplazamientos

El equilibrio debe ser estable, el punto estacionario debe ser un minimo.



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

MINIMIZACION DEL POTENCIAL TOTAL

U: E. deformacion interna
n=U+W

W : T. acciones externas

Definimos: Configuracion admisible es toda aquella que no viola las
condiciones de compatibilidad interna y ni en el contorno.

Principio de Estacionalidad de |la Energia Potencial

De todas las configuraciones admisibles de un sistema conservativo aquellas
qgue satisfacen el equilibrio hacen la energia potencial estacionaria.




METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

MINIMIZACION DEL POTENCIAL TOTAL

qx)

L
&
=

U: E. deformacion interna

W T. acciones externas

U—jzde
— ), "Ea™

N
0= — =

—A—Ee £
v as|
1% A L

o=
—_ — X
AV L



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

MINIMIZACION DEL POTENCIAL TOTAL

N qx)

N\

§ > > > > > —>—X>u

N\ Pi ’

A i 5
1 1 EA

U=—j aedV=—J Eede=—J £% dx

2 )y 2 )y 2 J;

U: E. deformacion interna

W T. acciones externas

U—jzde
— ), VEa™

N
0= — =

—A—Ee £
v as|
1% A L
How-|
J— — X
Aly L

dW = qdx u

W=j qudx
L



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

MINIMIZACION DEL POTENCIAL TOTAL

N q(x) U: E. deformacion interna
N
\ ? >.—)> Y — )
§ pj x U W: T. acciones externas
‘.\ | ?
1 1 EA
U=—j aedV=—j Eede=—J e dx
2 V 2 |74 2 L
W=j qudx+ zpiui
L Condicién de Equilibrio
EA
T=— ezdx—J qudx—zpiui @:0
2 J; L du

: Meétodos Variacionales: Rayleigh-Ritz
Como determinar

? , ..
U : Método de los Elementos Finitos




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento 1D de 2 Nodos

\ qx)
N\
§ > ) > ) ) — —Xe-u
N\ Pi ’
8 L ;
EA
T=— ezdx—j qudx—ZPiui
2 L L
U=Nd =u(x) u=Nd u
nnod 2
U(Xj) = z Nl(x]) di = Z Ni di
=1 =1
Condicion
Vi ;tj Ni — O

q(x)
— ) >O o
1 — 2 X, U
\\A b B
1 L 1
u(x,y,z)
U=Nd=|v(x,vy,2)
w(x,y,z)
=Nd
N1 N2
; > % 1 2 x



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento 1D de 2 Nodos

q(x)
N q(x)
\ — > ) > > > >
N > ) ) ) ) y —f ———b O
N . X, u 1 — 2
N Pi N Pi
A B
,IA\ L IB I L i
EA P; en
T =— ezdx—j qudx—ZPiui l
2 J; L nodos

2 X X
u:z Nidi:N1d1+N2d2:(1——>d1+(_)dz
i=1 L L
dq
d,
g_d_u _d(Nd)_de _dN
 dx *TTax dx  dx
_[le szl -1 1]
e=Bd dx dx L L

nodos

d : Desplazamientos

de forma

: Matriz funciones

- Matriz

deformaciones




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento 1D de 2 Nodos

q(x)
— > > > > ) Pi
O—>—>
X, U
N 1 2
A B
1 L

EA
T=— ezdx—j qudx—ZPl-di
2., L

e =Bd)"™Bd=d"B"Bd u=dl NT

EA
n=7j dTBTdex—j g d” NTdx — ZPl-di
L L

dm 2
—:O:EAJ BTdex_j C[Nde_ Pi
dd L L

A j BB d
e — = X
ddz e .

u=Nd

c=Bd

B = 1 1]
L L




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento 1D de 2 Nodos

q(x)
§—> ) > 5 ) ) N Pi u=Nd
O—>—>
N X, U
N c=Bd
A L ;
-1 1
dn r r B=[T z]
—=O=EAf Bdex—j qN dx—ZPi
dd L L
d?m _ T
dd? € L L
1-
r 2 12
k., =EA B'Bdx =EA 1 1 L kezj B'D B dV
L
= T 1%
1 17
_ L L|_EAr1 -1
ke=EA| Y M=7| 1]
L L




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento 1D de 2 Nodos

q(x)

__>%/fz

dn_o
dd

fe=jL

fe=1q

Senie

=EAf BTdex—j g NTdx — zpi
L L

g NTdx = qj NTdx
L

u=Nd

e=Bd

B=[—_1 1]
L L

ke=EAJ BT B dx
L

kezj BTD B dv
V

fo =J g NTdx
L




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento 1D de 2 Nodos

q(x)

__>%/fz
O

oV
pog

dr E
—=O=EAf BTdex_j C[Nde_ Pi
dd L L

Por condicion de equilibrio a nivel elemental

dmn

ﬁ=0 = kedzfe

Condicién de equilibrio a nivel estructural

KU=P K =EJ¢f"k, P =Elf"f. +P;

u=Nd

e=Bd

B=[—_1 1]
L L

kezEAJ BT B dx
L

kezj BTD B dv
V

fo =J g NTdx
L




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

ELEMENTOS FINITOS 1D. CLASE Cy

e Hemos introducido el MEF con elementos 1D sencillos.
e Utilizamos funciones de forma basadas en polinomios de 1°grado

* Estos polinomios lineales garantizan la continuidad de los desplazamientos
en el interior del elemento y entre los elementos.

 Todos elementos que satisface esos requisitos de continuidad son de clase
Co.

e Siadicionalmente es continua la derivada primera del desplazamiento el
elementos es de clase C;.

 Engeneral se dice que un elemento es de clase C,, si su campo de
desplazamientos tiene continuas las m primeras derivadas.



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

ELEMENTOS FINITOS 1D. CLASE Cy

En un elemento unidimensional la aproximacion polindmica de el
desplazamiento puede escribirse:

u(x) = ag + a1 x + a,x* + ... Donde: g, a4, a5, son constantes
En un polinomio de 1° grado
u(x) = ay + asx

Para calcular las 2 constantes necesitamos 2 condiciones, una en cada nodo

u(xy) = ag + a1x; = d, | . °, x
X1 L

1 } }
T T I

u(x,) = ag + a;x, =d, % X2

1ol
_1 X aq B dz

—p—

Reemplazar

X2—X1

ARE [

]| ~ —1 111d, a, =—(d, —dy) Verificar




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

ELEMENTOS FINITOS 1D. CLASE Cy

En un elemento unidimensional la aproximacion polindmica de el
desplazamiento puede escribirse:

1 1
U= ay+ax aozz(x2d1—x1dz) “1zz(dz—d1)
u=Nd

1 1
uzz(xz dy — % d2)+z(d2—d1)x

1 1
uzz(xz—x) d, + Z(x—xl) d,

1 N1 N2
N1=Z(x2—x) 1 1
| | b .
1 | 1 2 X
szz(x—xl) t X1 } L }

X2

1 }
T I

u = Ny(x) di +Np(x) d,



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS
ELEMENTOS FINITOS 1D. CLASE C,

Para no tener que resolver el sistema de ecuaciones en elementos de clase Cg
utilizamos las propiedades de los polinomios de Lagrange.

Estos polinomios toman un valor determinado en un punto y cero en un
conjunto de puntos prefijados.

n

L X; — Xj Nl—z(xz—x) Nz—z(x—x1)

Jj=1, j#i

N1 N2
| "2 x
x1 1 L 2

X2

—_— —-— —




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento 1D Cuadratico (3 Nodos)

q(x)
o — 00— o) >
1 2 3 X, U
A B
1 I_ |
T T

N1 N2

1 l\‘_ m
o > O O &

1 2 3 X 1 2 3 X

N3

1
e —— o—o
1 2 3 X

Formulacion Paramétrica
Conceptos

Integracion Numeérica

u=Nd

c=Bd

ke=f B'D B dv
V

kezEAJ BT B dx
L

fo =J g NTdx
L




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Formulacion Parameétrica

Consiste en interpolar la geometria del elemento a partir de las coordenadas de
un conjunto de puntos.

Coordenadas Coordenadas
Cartesianas Naturales
N1(x) N2(x)
u = Nl(x) dl + Nz(x) dz SCC
1 1
| D j .
‘ X1 1 L 2 x
x = Ny (&) x; + Ny (&) x, * * o *
Ni(g) N2(¢)

o S [E— €j> 1 1
Ni(§) = ]11_][ ( F= 1J><z
' -1 +1 &

SCN { 2




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Formulacion Parameétrica

Consiste en interpolar la geometria del elemento a partir de las coordenadas de
un conjunto de puntos.

A

T__T > Coordenadas
L——i Naturales

Coordenadas
Cartesianas

N1(x) N2(x)
) scc
§ =& 1 1
Ni(E) = ( ) \ J>< ,;
1'=1:J[¢i T Cx ! L 2z X
' ' X2
_§=% 1
M= g =519 ) Na(e)
& —=6 1 IE | 12_,
N2—€2_€1—§(1+5) -1 | +1 &

SCN { 2




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Formulacion Parameétrica

Consiste en interpolar la geometria del elemento a partir de las coordenadas de

un conjunto de puntos.
T__T > Coordenadas
L——i Naturales

— 1
N1 _ 6 62 _ _(1 . E) SCN Ni(¢) N2(E)
$1—62 2

_ f—f1=l I +1
5_¢ 20t

A

Coordenadas
Cartesianas

JYe g

N,

Si la cantidad de puntos que utilizamos para interpolar la geometria es m, y la
cantidad de puntos que utilizamos para interpolar los corrimientos es n.

m > n la formulacion es superparameétrica
m = n la formulacion es isoparamétrica

m < n la formulacion es subparameétrica



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento Isoparamétrico 1D Cuadratico (3 Nodos)

a(%) q(¢)
- 5 3 XU 1 z ’ S
0 +1
A ! ; :
x = N;i(&) x; + Ny(&) x, + N3 (&) x5 | N N:
IM ~ o m =
u =N () dy + Np(§) dy+ N3(£) ds I -

N3

2 3 é

1
_du _dWad) _dN
~ dx T T4 T dx

dN.i(§) dN; d§ dN,(§) dN, d§
dx  dé dx dx  d& dx

d N3(§) _ dNs d

dx

df dx



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento Isoparamétrico 1D Cuadratico (3 Nodos)

q(€) N1 Nz
, , 1
C C O B VJQ S ———— 1= m—&
1 2 3 £ 1 2 3k 1 2 3k
-1 0 +1 N
3
2
C\_/C/\le
1 2 3 E-'
du d(Nd) dN
E = — E = = d
dx dx dx
1 1
N1=§E(€—1) N,=(1+¢)(1-¢) N3=§€(1+€)
dN.(§) dN; d¢ dN,(§) dN, d¢ dN3(§) dN; dé
dx  df dx dx  d&é dx dx  d&é dx
Cdu  ~odN; . [dNy dE dN, df dNj dé Zl Cpa
"Tdx T Lidx T [Tdg dxTdg dx’Tdg dx| ||
i=1 | 73]
dN; 1 dN, , dNy +1
df_";z aé d df_";z



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento Isoparamétrico 1D Cuadratico (3 Nodos)

q(¢) N1 Nz
o e
? b ? g 1 2 3 £ 1 2 3 ¢
-1 0 +1 N
3
2 C\_/C/\le
1 2 3 E-'
AN, d§ dN, d¢ dN, d&] |%
E = ) ) dz =Bd
d dx’df dx ' dE dxf |,
|73 ]
dN, 1 Ny _ dNg _ 1
df_";z aé d df_";Z
x = Ni(&) x1 + Ny (&) x5+ N3 (&) x3
dx _dN,  dN, ~ dNg
dg ~ dg "t ag T ag B

A& 2 L _ 2L 1
62wt edfedenfed



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento Isoparamétrico 1D Cuadratico (3 Nodos)

q(€)
o o ) >
1 2 3 };
-1 0 +1
2

——

1 L
k. =EAJ BT B —d¢
1 2

1 TL
fo=| ant;ds
-1

——

u=Nd

c=Bd

ke=f B'D B dv
V

kezEAJ BT B dx
L

fo =J g NTdx
L




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Integracion Numérica

En casos de interés practico, la integracion analitica puede ser inabordable. Se
recurre a la integracion numérica.

s [[| =

Cuadratura de Gauss

Cuadratura
de Gauss

= 11F(€) d = ZF(&) W,

I:> Z Z Z Sumatorias

integracion

La cuadratura de Gauss integra de manera
exacta polinomios de hasta grado 2n — 1,
donde n es el numero de puntos de

+& W;
0.0 2.0
0.5773502692 1.0
0.774596697 0.5555555556
0.0 0.8888888889
0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549
0.9061798459 0.2369268851
0.5384693101 0.4786286705
0.0 0.5688888889
0.9324695142 0.1713244924
0.6612093865 0.3607615730
0.2386191861 0.4679139346
0.9491079123 0.1294849662
0.7415311856 0.2797053915
0.4058451514 0.3818300505
0.0 0.4179591837
0.9602898565 0.1012285363
0.7966664774 0.2223810345
0.5255324099 0.3137066459
0.1834346425 0.3626837834




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento 1D de 3 Nodos

q(&)
o o oO—»
1 2 3 };
-1 0 +1
l 2 |
N1 N2
1 L/NA o e m 1>
1 2 3 & 1 2 3 &
N3
/\/L 1
(e ———— o—=o
1 2 3 £

—-16 32 -16

14 —-16 2]
2 —-16 14

u=Nd

c=Bd

ke=f B'D B dv
V

kezEAJ BT B dx
L

fo =J g NTdx
L




METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

MEF ES APROXIMADO !

 La geometria de |la estructura real se ha discretizado arbitrariamente,
obteniendo la malla de elementos finitos que se utiliza en la simulacion
numeérica.

* Los corrimientos, que constituyen el campo incdgnita, se aproximan con las
funciones de forma, que también se pueden elegir arbitrariamente.

* Las integrales que se deben resolver para obtener la matriz de rigidez del
elemento se calculan numéricamente.

* Las integrales que se deben resolver para obtener el vector de cargas
nodales del elemento se calculan numéricamente.

¢ Se puede asegurar que los resultados obtenidos representen el
comportamiento de la estructura real?



METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

CONVERGENCIA

* Para asegurar que los resultados obtenidos convergen a la solucidn tedrica
se realizan ensayos.

 El ensayo mas popular es el Patch Test, propuesto por Bruce Irons

* Siel elemento formulado pasa el Patch Test, los resultados obtenidos
convergen a la solucion tedrica a medida que se aumenta la densidad de la

malla.
P L
S O T A
Malla ‘ y’:’ i | 4 i i Malla
1 E2N -7 i i ; i i i 2 E2N
N N S S S N S e
; @] X O O O X
Malla Malla
3 E2N 1 E3N

<V
X V




METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

Ejercicios



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga Esbelta de 2 Nodos (Modelo de Euler-Bernoulli)

Hipotesis Modelo Euler-Bernoulli

1. Los desplazamientos verticales son iguales
en todos los puntos de una seccion.

2. El desplazamiento segun “y” es nulo.

3. Las secciones planas y prepend. al eje de la
vigas antes de la deformacidon permanecen
planas y perpendiculares al eje de la viga
deformada.

Config. Original

i W
j e N
1 X

Config. Actualizada




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga Esbelta de 2 Nodos (Modelo de Euler-Bernoulli)

Campo de Desplazamientos

dw
u(x,y,z) =—z0(x) = —Z

v(x,y,z) = 0

w(x,y,z) = w(x)

Campo de Deformaciones

du d?w
_ _ 2%

&= ux dx?

_du+dw_ dw+dw_
Yee = a7 Tax T dx | dx

Campo de Tensiones

d’w
Ox =E€x = _ZEW

0

Vista Plano xz local

2 I Seccidn A.D.

Seccion D.D.



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga Esbelta de 2 Nodos (Modelo de Euler-Bernoulli)

Potencial Total

1
U=§JV gedV

1 d*w
U=—J —z E —Z—
v

dx?

\Z

SANNNN




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Formulacion Paramétrica. Elemento de Viga Esbelta de 2 Nodos (Modelo E-B)

Recordando: " SCC W,
Interpolacion Geometria <dw> <dw>
szl(E) x1 +N2(€) x2+"' dx 1 dx 2
o B o -
Interpolacion Corrimientos | v 1 . 2 X
w=Ny(©) dy +Ny(§) dy+ - | x2 ;

—

—

W= ag+ ax +a, x>+ ag x3

Wy = agp + ayx; + ap xF + az x3

(dw) 3
dx |
1
3

Wy = o + ay X, + ap x5 + az x5

(@), -

a; +2a, x;+ 3 ag x¢

a; +2a, x,+ 3 ag x3

Resolviendo obtengo los
coeficientes del polinomio

d =




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Formulacion Paramétrica. Elemento de Viga Esbelta de 2 Nodos (Modelo E-B)

dw

_ L(d _ L
w(§) = Nd=N1(§)w; + N1(5) 5<—W) + N2(&) wy + N2(E)§<—)
1 2

dx dx
2 X1+ x

L 2
1 | 2
o o -
1 , SCN 1 | 1 &
N1(§) = —=(2-3&+¢&7)
4 , 2
_ 1 5 3
N1(§)=Z(1—€—f +¢°) N1(t) N2(&)
1 1
_ 1 3 1 2 1 | L
N2@) = 72+ 3§ — £) . >~ 2,
1 | 1 ¢ 1 | +1
_ 1
N2(§) = (-1—-§+§2+¢%) i 2
N1(g) N2(g)
df 2 b _ -
axtr T T 1R 2,1 TN
1 ‘ +1 3 1 | +1
dw 2 dw d*w 4 d*w

— T o — — 1 2 1 I 2
T 1 T

dx L dé dx? ~ 12 dé2




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Formulacion Paramétrica. Elemento de Viga Esbelta de 2 Nodos (Modelo E-B)

_ L(d _ L(d
W(€)=N1(€)W1+N1(€)§<%) +N2(€)W2+N2(€)§<—W> = Nd
2

) dx
1 1
N1(§) = 7(2-38+¢7) N2(§) = 7(2+38-¢%)
_ 1
V1) = 71— &~ +69) F20) = 3 (-1~ +82 4 £)
d*w 4 d’w
P

“2\aez " T2 \ax ), T ez M T T \ax ),

d>w 4 (d?N1 Ld?N1 [dw d*N2 Ld?N2 (dw
dx2 ]2

d*w _ |6¢ +—1+3€ dw +—6€ +1+3§ dw _Bd
dez  |12™M L \dx) =12 Vet .

W1
(&)
g |66 Z1+3¢ -6f 1+3¢ - dx J,
|2 L L? L I
(&)
X
B 2




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Formulacion Paramétrica. Elemento de Viga Esbelta de 2 Nodos (Modelo E-B)

= — —_— = B = |—
dx ZdE 72 Bd 12 i 72 7

L d2w 66 —1+38 —6¢ 1+3€]

L[ L dw j d +2P
T2 L dx? 7 dx? * L awax ‘Wi

1! . L oL
n=—j (B d) EIBd—dE—j gNT d = d¢ +2Pidl-
A 2 B 2

Aplicando PEPT

0°m
d d?

= k,

L (1 L <
ke = f BTEIBdE = -y BT(§) EIBE) W,
-1 i=1




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Formulacion Paramétrica. Elemento de Viga Esbelta de 2 Nodos (Modelo E-B)

np
L
ke = Z B"(5) E1 B() W,

- EI El El
12? 6L_2 _12L_3
El El El
°r T Top
k, = EI L
El El El
—12L—3 _6L_2 12L_3
B El El
12 L e

De la condicion de equilibrio a nivel del elemento

1

L. L
fo=| anrgae= D AN GO W

Si g esta uniformemente distribuida

L]T
12

¢ Cuantos Puntos
de Gauss necesito
para integrar? :

ke
fe




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga. Modelo Timoshenko

Hipotesis Modelo Timoshenko

J

1. Los desplazamientos verticales son iguales
en todos los puntos de una seccion. y
2. El desplazamiento segun “y” es nulo. \»
3. Las secciones planas y prependiculares al _

. . ., l
eje de la vigas antes de la deformacidn
permanecen planas pero no perpendiculares al Config. Original

eje de la viga deformada.

La hipdtesis 3 representa una mejor Z
aproximacion del comportamiento real de las q P;
vigas de gran altura. / Huluu \/ \/
£ >
Cuando la relacién L/Canto disminuye las 1 i joX

secciones dejan de permanecer planas en la
configuracion actualizada.

La teoria de Timoshenko propone usar el giro
medio de la seccidn, por lo que esta Config. Actualizada
permanece plana.




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga. Modelo Timoshenko

Campo de Desplazamientos

dw
O(x) = i ¢
u(x,y,z) =—z606(x)
v(x,y,z) = 0

w(x,y,z) = w(x)

Campo de Deformaciones

B du B do
&= T Yax
du dw B dw

e = gp e T 0

Campo de Tensiones
do

oy, =Ee, =—2E—=—-2FE

dx

dw
Tz = GVxz =G a_g

Vista Plano xz local

Seccion A.D.

Seccién D.D.




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga. Modelo Timoshenko

Potencial Total

1
U=—f (ce+ Ty)dV
2 )y

1 do
U=—j — j E z*dA
2), dx |J,

& % lt/
b
|
7
|

Q..|Q..

R
U
o
+

+1f w_ g deA W _o)d 4

2), \dx 4 dx * ar=0y Al Gy
1_ A= Ay
o

W = jL qwdx + 2 P; w; Secc Rectangular a = 1.20

v=i[ g, +1j W _o)oa (P _g)a j d ZP
C2), dx T dx * 2), \dx dx * qux LW



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga de Timoshenko de 2 Nodos

w(§) = N1(§) wy + N2($) w,

8(§) = N1(§) 6, + N2(§) 6, SCN
Wy

N=[N1 N1 N2 N2] d = IS’}Z}
6,

v=1[ ¥, +1f W o)ea (X _g)d
- 2), dx dx 2), \dx dx *

d0 de d&¢ df [dN1  dN2
= == 81 + — 82
dx _ df dx dx | d¢ dE

dw_ _df[dN1 ~ dN2 V() 6. — N2(F B
o =7 d_fW1+d_€W2‘_ ()6, - ($) 0,

N1(¢) N2(¢)

1 1
1 | 2
-1 | +1 g

2

1 1
N1=§(1—f) N2=§(1+f)



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga de Timoshenko de 2 Nodos

w(§) = N1(§) wy + N2($) w,

1 | 2
O '®) >
6(§) = N1($) 6, + N2(5) 6, >CN -1 | LI
2 2
N=[N1 N1 N2 N2] d= f;lz
o N1(t) N2(t)
2 1 1
d9 _do d§ _dg[dN1 = dN2 1 | 2
dx df dx dx|dfé ' dE ? © | o —
dw ~ df[dN1  dN2 | 2 :
o =7 [d_fwl +75sz — N1($) 61 — N2($) 6,

1 1
N1=§(1—f) N2=§(1+f)

Bf : Matriz de deformacidén de flexion -» — = Bf d
Llamando

B, : Matriz de deformacion de corte - W_g= B.d



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga de Timoshenko de 2 Nodos

1141
)
N=[N1 N1 N2 N2] d=|,,
6, SCN
dg _d§[dN1 ~ dN2
dx dx | dé aé = °
dw dE dN1 dN2 N1(E) 6, + N2(5) 6
dx g wy + g W» ¢) 0, ¢) 0,
dé 2
Recordando —2X=-—
dx L
g —|o  2am 2dN2
r = L d&’ L dé
B 0 - 0 -
f - L; ) L
g _[2dM1 vi  2dne .
€ |L d§ "’ L d§’
e |1 -9 1 —(0+9)
c LJ 2 ) LJ

N1(¢) N2(¢)

1
N1=§(1—f) N, =

1 1
1 | 2
-1 | +1 g

2

1 1
E( + &)



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga de Timoshenko de 2 Nodos

1451
6
N=[N1 N1 N2 N2] d = W;] 1 | 2
O O B
B, =0 1, 1 2 >CN -1 | N
f - ) Ll ) L 2
1 —(1-%) 1 —(1+%)
B, =|—-, , = N1(¢) Nz(g)
L 2 L 2 p ]
_ d 2
N=[N1 0 N2 o0 ®_2 112 | jﬁ :
dx L -1 | +1 g
Reemplazando 1 2 l

1! T L 1! — L
U= EL(Bf d) EI(Bsd) > dE+§j_1(BC d)” GA'(By d)E dé
L
W=j NTq—d€+ZPidi
L 2

1t Lot L Lo
n:zf_l(sfd) EI(de)§d€+§j_1(Bcd) GA(de)EdE—f_lN a5 dE— ) P,



FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga de Timoshenko de 2 Nodos

Aplicando PEEP

0%

SCN

0 d?

! T L ! T ! L
ke=f Bf EIBfEd'S-i_ f Bc GA szdf
-1 -1

ke = ki + kY
B El 0]
_|Br _
B‘[BJ b [0 GA'

L 1
ke=—j BT D B d¢
2 -1

De la condicidn de equilibrio a nivel de elemento

L(!_
fo=5| Nads
-1

N1(¢) N2(¢)

1 1
1 | 2
-1 | +1 g

2

% %




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga de Timoshenko de 2 Nodos

Resolviendo las integrales en forma exacta

EI—Z[O -

0 O 0
szﬂ 0 1 0
€ L 10 O 0
0O -1 O
2
kY = GALZ -
e_l/) 2 L
=1
_1 L
2
L L?
wo¥eil2 3
e L 1 L
2
L L?
| 2 6

0

0
1

1

'Z‘ Wi

1T0 1,1
)L IL’

(1 - El) 1 _(1 + El) [

'L’

1 Pto de Gauss
p/Flexion

1-0-8&) 1 -(1+)

2

IL)

2 Ptos de Gauss

W-
2 t p/Corte
16 Wi
0.0 2.0
0.5773502692 1.0
0.774596697 0.5555555556

0.0

0.8838888889

0.8611363116
0.3399810436

0.3478548451
0.6521451549

0.9061798459
0.5384693101

.0.0

0.2369268851
0.4786286705
0.5688888889




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga de Timoshenko de 2 Nodos

Matriz de Rigidez del Elemento de Timoshenko

ko = k5 + kY

Con integracion exacta es:

(GA' GA' GA'"  GA'
L 2 L 2
GA'"  GA' El GA' GA' EI
k|2 3 L 2 6 L
| GA' GA’ GA' GA'
L 2 L L
GA' GA' El _GA' GA' I
2 6 L L 3 L




APLICACION ELEMENTO VIGA TIMOSHENKO

Elemento de Timoshenko de 2 Nodos como Viga Esbelta

Elemento Euler-Bernoulli 2 P
L3
11 2 x
: L b
Elemento Timoshenko (IE) - -

p L L 12El L 5 3
=— P + — = = — = — = V. = —
2T o (GA’ 3E1> p=capz *=p A =gbh V=02 p=5

El cociente entre la respuesta de la viga de T (IE) y la de E-B

_ wo(TIE)  3(442+3)
~ w,(E—B) 412(A2 +3)

La deformacion por corte deberia disminuir a medida que la esbeltez aumenta.

A —> oo deberia ¢ -1 Pero: A= o0 = ¢->0

Al utilizar la viga de Timoshenko (IE) en vigas esbeltas se produce un fenédmeno
numeérico que aumenta la rigidez de la viga y provoca el bloqueo de la solucion.




FORMULACION ELEMENTOS FINITOS

Elemento de Viga de Timoshenko de 2 Nodos

Matriz de Rigidez del Elemento de Timoshenko
ko = ki + kY

Una forma de solucionar la sobre rigidez del modelo de viga de Timoshenko es utilizar
un esquema de integracion reducida para la componente de corte.

Utilizando un solo punto de integracion para el corte, la matriz de rigidez resulta:

(GA' GA' GA'  GA’
L 2 L 2
GA' GA' EI GA' GA  EI
k|2 4 L 2 6 L
e GA' GA' GA' GA'
L 2 L L
GA' GA' El _GA' GA' I
2 6 L L 4 L]

Al utilizar integracidon exacta para la flexion y reducida para el corte, el esquema de
integracion para toda la barra se denomina integracion selectiva.



APLICACION ELEMENTO VIGA TIMOSHENKO

Elemento de Timoshenko de 2 Nodos como Viga Esbelta

Aplicaciéon Viga Esbelta 4z p

El cociente entre la respuesta de la

viga de T(IS) y la de E-B / he

11 2 x

_ wy(TIS) 322 +3 L ,
 w,(E—B) 422 - -

Esperamos que: Para la IS:
A —> oo deberia ¢ -1 A= oo = ¢ -0.75

Al aumentar la cantidad de elementos en la discretizacion, la viga de T(IS) mejora su
respuesta y se aproxima al comportamiento del modelo de viga esbelta cuando A — oo

A > oo
Densidad de 1 2 4 3 16
la Malla
wy (TIS)
= 0.750 | 0.938 | 0.984 | 0.996 | 0.999
%) (E — B)
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